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高等代数学习指导书 < 下册 


本套书是大学 ••高 等代数”课程的辅导教材，是作者从事教 
学、科研工作38年的经验和心得的结晶，也是作者在北京大学进 
行高等代数课程建设和教学改革的成果》 


本套书特色 


* 








按照数学思维方式编写， M 培养数学思维镳力，让学生在掌握课程知 
识的同时受到教学思维方式的熏啕，学会科学的 思考. 得以终身受益 
以研究线性空间和多项式环的结构及其态射【线性映射，多项式环的通 
用性质）为主线，把握住了现代代数学的精髄， 

通循高等代数知识的内在规律和遵循学生的认知规律安排内容结构内 
容 丰富， 全面，深刻 t 阐述清晰，详尽，严谨 • 

注重从几何直观引出高等代教的覼念和猜测高等代数的结论 * 然后进行 
证明；运用高等代数知识解决几何问题和函数论中的问题 a 
开辟了 a 应用天地”栏目 • _述线性空间在编码中的应用，酉空间在鸶 
子力学中的应用+张量积在置子隐形传态中的应用，等等。 

_蜃丰冨，下册有典型例题780題，习题335道，补充题62道，总计 1 t 77 

道题 • 


用 W 阅该此牟，省助子您在 恚省代 4 U 置讼上和 
斜嗲思考铖力上都达剎相去鲶急產！ 
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内務而介 

本赛 tt 最大学 41 商等代败 1 *课■的辎导救材，迫作#从取教学. 科研工 怍狀年的经輪和心■的结出 
是怍者在北腐大学进行4等代歎糴程癯设和教学改奉的成果.本® 书按照 数学®维有式编写，着敢培赛 
数学思維能力.内容丰浙，全面屬刻.阑速淸详尽.严播，邱 以使 «者在离等犹数通论上和科学拟考能 

n 匕 都达剌 柑当的麻*, C 

本食办以研究线性空叫和多项式砰的_及其态射 （_ 性映射，多项式环的通用性與）为主线.遵檐 
#爷代数知讽的内在规律和学生的认知规律安排沔容 结构. 上册内容包祜线性方 S 组、 ii 列式4 维向 H 
空间 k ' 矩阵的运算.欧 ii 規得空 mu-1 矩阵的栩抵和相似 t 以及矩阵的合阃与二次®.下册内容 钽括一 
元«多元多项式环.坏和域的_念|域上的战梏屮㈣•线性腴射[包括线性变换和线性戒数 h 具有度 a 的 
线性空间(:欧几职#空⑼, M 噔间、: i£ 交空利和庐々问）及某 t 的饑性变换交变換、对称变換、0变换、 
I I^rni tP 变换 s 务变换），_的橛念(:介翊正 交裤 、押辟 ，赘 醉）X多艰线 怍代数 （ 包括线性空两的张缴积,緝# 
空间V上的张燎代数和外代数>,书中母节均但括内容⑴ L 划拥麗^躯；*鏵分•每章末 t 除第 ^ 
外）杳补充 ®, 下册总计有 U77 遒 M. 吋从中选择一释分作为习理睐 liWJBti 和联外作业. 

木眘奶爾柞*_合大学1黢努麵稚提 校和理 j : 科大学的_商等代数_讲程的教材.也坷作为•商等代 
数找忭代数”课程的教学参考将，是想把商等 代數学 得更好的学生的必备朽霧.也是数学教_和数学 
r 作#岛质揪的参考书, 
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高 等代数是大学数学科学学脘(或数学系，应用数学系)最主要的基础课程之 一_ 饵餐 
代数课程的教学内容包含三个方线性代数*多项式理论.群，环、域的基本概念€线性代 
数占的捣重 地大. 它研究线性空间及其线性映射 ( 包捶具有度撖的线性空间及与度敏存关 
的线性变换 h 多项式理论是研究一元和多元多项式环，群、环，域的基本概 念是* 密结合 
多项式理论和_变换(包括与度麓有关的线性变换)理论.水 sir _ 成地介绍一元(多元 >多 
项式环、矩阵环_线性变换坏.楔^剩余类域、止交群、西群和辛群 

本套书 t 分上、下册）以研究线性空间和多项式环的结构及其态射 （线 性映射，多项式环 
的通用性质）为主线。0从 ㈣ 2年卿 MICGalois f 利用 ^高次方程的權的 S 换辟给出 jf 
方程有求根公式的充分必要条件之后，代数学的研究对象发生了根本性的转变_研究各种 
代数系统的结构及其态射【即保持运鉢的映射）成为现代代教学研究的中心问题 . 20世 
纪，代数学研究结构及其态射的观点 E 经渗透到现代代数学的各个分支中.@此■在离筹 
代数课程的教学中贯穿研究线性费何和多项式环的结构及其态射这条主线,就是祀握住了 
代数学的補僩. 

本套书的内容结构遵循高等代数知识的内在规律和学生的认知规律进行安排 s 

线性代数是研究客观世界 中的线 性问跚 • W 研究数怕关系中的均勻变化的关系，以及 
空间形式中的直钱、平面和乎興的推广*这些都与线性方程組密切相关，尸是线性方裎组 
成为线性代数研究的第■•-个对象•为 r m 嫌一的龙法求督线性方程组.自然地别出 t 矩阵 
的概念和矩阵_等貯变换 ■ 为了从线性方程组的系黴和常数项判撕办翟组有_ t 有多 
少解 * 对于方程个数与未知量个数相等的线性方_ • f 诚 了行列式的 獨念， 羿旦通过研究 
行列式的性质得出了克莱姆 CCmmerl 法则个方程的本元线性方程组有解的充分必 
要条件是它的系数矩阵的行列式不等于()》,•为了彻底解决从线性方程组的系数和常数项 
判定方程组有无舸以及研究解集的结构问麵，傷然而然地钏出 T n 维向置空间 Kr _念， 
逛是嬰研究錐数大于4的向唯空刺的歲自然的背景和动力.为了 研究上 述问題，就耑 mm 
n 中由 " L 生成的子空陬的錐构4然引®了钱性相关的向 Mffl 和线性无关的向通 
组 ■以 及子空间的基和维数的概念，为了研究 子空间 的维数 t 自觴引出了冉置组的秩的_ 





_ 


而等代 It 学巧 _ 4 ft 下册 j 



參.进而引出了矩阵的秩的概念，得到 n 元栽性方程组有解的充分必要条件是它的系数矩 
阵与增 1 广矩阵有相词的秩，并且搏到了《元齐次线性方樺组的解集 W 形成的子空间（称为 
解空的维数公式 t dim 钯巧?一 ranktA 5 ，其中 A 是舉数矩阵,，研究线性方_和《维向 

金空 M 及其子空间的结构，就是本發书上册的第-部分的内容，它贯穿了铕究轉维向量 

空胸 K* 轉夺空 间的结构这条主线.线性方程钼 J1 数学屮 M 蝻咄 Jit 行⑴的 知识，《 维向量 

空间 K 11 是《维线性空间的一个具体模型， it 元齐次线性方程组的解空间 w 的雄数公式本 

辑上是线性映射的核与值域的维数公式,因此，把线性方霉组和 n 维向量空间 K •怍为高等 

代数课稻的第一部分内容，既是高等代数知识的内在规律的体现，又符合学生的认知规律， 

在研究线性方程组的统 一娜法 时引出的矩阵是^个新的数学对象•自然要研究矩阵可 

以做哪 ® 运舞，矩阵的加法_最乘法可以从实际生活中很自瘕地抽象出来_矩 阵的乘 

法可以从平面 .fc 绕定点©的两个旋转的含成 （ 乘积>仍是一个旋转这一几何事实出发，自然 

地引出矩阵的乘法的定义.由于矩阵的乘法很独特，因此，爾要研寒矩阵乘法满足哪些运 

鎵法则 |仙 H 与矩阵乘法密切柑关的内容■包括矩阵乘积的秩与行列式，可逆妲阵.分块矩 

阵的乘法•正交矩阵和欧几哩得空间 JT 等.研究矩阵的运算及与锥法相关的内容•就是本 

套书上册的第二部分内容•由于打限维线性空间之间的线性映射可以用矩阵来表示 t ，因 

此 •研究矩阵的运算就为研究线性映射打下了基础_本套书加强了矩阵分块的训练，这是 
因为它在生物统汁等领域有重要庇用•: i ▲ i ；,:, 


痤立 集含 S 上的^个等价 关系， 所有等价类组成的集合便给出了集合 s 的一个划分. 
这一礴代代数学的观点到处有用 • 数域 K 上所有 jXw 矩阵组成的集合 UK > A 的相抵 
关系就是一个等价 关系. 所有等价类(称为相抵类】组成的集合给出了 一个划 

分•两个矩 阵属于 同_个相抵类当且仅当它们的秩相等 s 瞄此，矩_的秩是枏抵关系 
F 的完金不变砑•集合賊 (幻 上的梱似关 系是— 个等价关系，所有 等价类 ( 称为槪 似类） 
辑 球的绎舍翰出 7 KK ) 的一个划分，两个，1级矩畔 M 于阔一个相似类的必要条忭是： 
它们有相同的式，秩、迹■有相同的特征多项式.有相同的特征值(:包括重数相词> ■ 
ft 这些都不是充分 条件. 即， it 级矩阵的行列式、秩、迹 、特征 多項式_特征值 雜是相 似关系 
F 的不变量，但是它们役有构成一组完全不变最，在矩阵 4 的相似类里寻拽具有最筒^ 
形式 的矩阵 (称它为 A 的相似标 推形） 是线性代数的—个重要研究课题•其中. 一. ’特殊情 
形进 A ，相似标准形 为对 角矩阵的情形•这时称 .4 可对魚化, «级矩阵 A 可对角的充 
分必耍条件是 A 有 n 个线性无关的特 ffi 向量 f 实对称矩阵一遒再对角化 • 与实对称矩阵密 
切联系的遥实数 域上的 二次型 I —觳地•数域 K 上的、 元二次型两以利用它的矩阵 .( 对称 
mmA 表示成研究：次型 X ^ AX 经过雜退化线性#换1 = ^化成一个标准形 
(即平方和瑢式 K 等价于研究对称矩阵 j 合同于一个对角矩阵.合_关系 :是紙 fH ) 上的 



义一个等价关系 • 其等价类称为含伺奥两个"级实对称矩阵 M f 同卜含同光当 J1 彳义当 
它们的秩相等，且正惯性指数也相等，因此，实对称矩阵的 秩和正 馈性指数是含同关系下的 
一组完 全不寒 秩和正愤性指数都等于》的合隠类是*重要的一个合同类，这个合同类 
由所有正定矩阵组成 ■ 研究矩阵的相抵*相似 ，合 同及与它们有关的®阵的特征值和特征 
向 tt , 二次®等就是本套书上册的第 S 部分内容，矩阵的棚抵龙系在解抉有关矩阵的秩的 
间题中起着重嬰作用•而矩阵的秩本质上是相应的线性映射醜值域的维数《研究矩阵的相 
似关系的强大动力是:线性空间V上的同一个线性变换在 Y 的不同基下的矩阵是相似的. 
研究矩阵的相似标准勝问题也就是研究在V中寻找一个合遒的華，使得线性变换 A 在此 
基下的矩阵具有最简单的形式.研究对称矩阵的合同标准形与研究二次型的化简密切相 
关.而.次型4线性空间 V上的双级性函数有密切的联系,因此，研究矩阵的相抵1相似 ffl 
合同为研究线性映射、线性变换和双线性函数打下了基樹 U 

“ 一元高次多项式的求根曾辁是代數学研究的中心问题■但犖自从伽罗瓦证明了一般的 
五次和五次以上的方程没有求根公式以后，代数学发生了革命性的变革.研究各种代敷系 
统的结构及其态射成了代数学研究的中心问 ®. ㈣此高等代数课程中的多项式现论应当 
以研究一元【多元)多项式环的结构及其态射为主线，从带余除法人手，引出最太公因武和 
亙素的概衾，以及不可约多项式的概念，进而得出唯一因式分解定理_这就解决了一元多 
项式坏 KU ] 的结构问题：中每一个次数大于的多项式都能唯一地分解成数域 K 
上有限多个不可约多项式的乘积、下一步的任务就是分别去研究复数域、实数域，有理数 
域上的不可约多项式有哪些.复数域上和实数域上的不可约多项式可以完全决宠 t 而有理 
数域上有任意次数的不可约多项式.从_獎研究有理数域上不可约多项式的判定-数域 K 
上所有一元多项式组成的集含 Kl >] 4 整数集 Z 以及数域 if 上所有 if 级矩陴组成的集合 
JVMK) 都有加法和乘法两神运算*并旦加法满足交换律、结合律、有零元素，每个元*有负 
元素•乘法满足结合律、分|£律，水到渠成地袖象出环的概念^我们在髙等代败课裡中只介 
绍一元(多元 】 多项式环，懊数环 Z 、 全矩阵环紙_余类环、线性变換环以及给出 
子环的概念、零因 f 的概念，而不对抽象的 一 舷环展开讨论^在介親 r 樓谢 剩余类环之 
后，特别地_对于素数 A, 棋身剩余类环 Z, 中每个非零元都1[逆 W 从而自然而艚地引出 r 域 
的 概念， 我们在高等代数课裎中 H 介绍樓#剩余类域 .W 及域的特雛胁镰念，不对一般的 
域展汗讨论。在初中数 学里讲 r 完全平方公式 

(jr+aV — jr + tax ^ af : 、 * J 

利用完全平方公式 （ 当 u =】 >可以簡便地计算 

101' — ( 100+ ]) ' ^ 100' 4- 2 X IX KK ) 十 P & J 020 L 

这实际上是在 + + 十1中， J 用 3 W 代人，而发右两边仍保持相等. •设 A 是败 




• IV • 砘等代数带 4 措导名 c 下册 > 


域 K 级矩阵 ./ 是单位矩阵，利用矩阵乘法的分配律_得 

<A + al Y - (A^-alUA -\al} = Mul) ^ (al)A r (alUal ^ 

^ A E +2 M + a a ； 

从这发现 • 在完全平方公式中， x 可以 用矩阵 A 代 A (此时 a 赛換或《/ . ^要换成 a a J > . 左右 
两边保持相等，由此撤测：在数域 K il 的-元多项式环 K[，r] 中.有关加法和乘法的等式. 
在尤角矩阵 A 代入后，左右两边保持相等*由此进一步袖象并 a_ 论证得出一元多项式 
环 K[x] 的通用性质 t 设 R ^ h 单位; n r 的交换坏 •它的 个 f 环 R . 有单位元 a K 到 
尺|有一个叙射 r 保持加法和乘法运算 * 则任繪 re 況，在中有关加法与乘法的等式中， 
把 T 用 f 代人后，銨右两边保持相等<即成为坏/?中的等式元多项式环的通用性质本质 

上就是:任给 re 及•从 ko ] 到 J ? 的一个>，是一个态射(保持 

加 法和乘 法运算的映射 >• 称乳是 X 用/代人 •一充 多项式环的通用性廣是非常有用的•它使 
得在 KEx ] 的有关加法与乘法的等式申•太可以 用矩阵 A 代入，可以用 K [ xj 中的汗一多观 
式代人•也可以用线性变换4代人_而左右两边仍然保持相等 , 这在寻找线性空间 F 的一个 
蓦 * 使得 V fc 的线性变换 A 癍此褪 F 的矩阵具有最简单的形式中，发挥着至关電要的怍用 
正因为如此 ，我们 把一元(多 元） 多项式环放在抽象的线性空间及其线性映射之前.作为本 
套 S T 册的第一部分.这体现了高等代数知识的内在规_ * 讲述一葡多项式环的通用性廣 
并且运用到全书各个相关问磲中.这是本套书的一个亮点，在多元多项式环中.我们看重讲 
对称多项式组成的子环的结构（即对称多项式基本定連 >及其应用 （包 括败耀上—元多 
项式的_别式.两个一元多项式的结式 h 

有了几柯空侗，敗域 K 上抒维向量空间 K ”， 以及 M 9X AKm KCx ] 有加法和数乘运算 
且靡足 8条运算法则，自然而然可抽象掛上的线性空间的概念 • 研究线性空间的铕_ 
是本套书7册的第二部分 内容， 研究线性空间的结构有四条途径 t Ci ) 从元素的角度，为 f 
使线性空间 V 的每个向馈能够用#限多个向量唯一地线性表出，引出基和维数的槪念； 
C 2> 从子集的角度，引进子空间脔槪念，利附 v 的 T 1 空岡的直和来研究线性_间 V 的错构1 
⑶认商集的角度, ft 了简化对线 性宁间 v 的结构朐研究 I .树用 V 的— 个子 空间 
个等价关系 * 在等价类组成的集合中规定加法和纯置乘法运算，形成商空间 V， uq U >从线 
性空间之间的关系的角度 ■为了 研究域 F 上众多的钱性空间中哪些有相同前 鱗构， 引出了 
线性空闻同构的概念.研究域 F i 两个有限维线性空间闋构的充分必要条件 • 把抽象的线 
性空間放在大学一年级下学期讲授，就可以深人地研究线性空间的 结构， 而不至 亍 停留在 
钱性兗间的定义，子空间及其交与和、直和的概念.商空间的概念，线性空网同拇的概念上， 
这符合学生的认知规律 * 使得所有同学对于线性空间的理论可以学得更深刻，掌搌得诞好， 



我们不 H 是数域上的线性空间，而且讲往意域上的线性空间，因为当今信息时代®要二 
元域上的线性空间理论1我们不只是讲有隈维线性空间，而是对线性空间许多地方都不加 
有限维 的限制 . re 为许 多溉念 和结论不只迤 付有 限维线性空间成立.对无限雄线性空间也 
成立 • 函数论中的涵数空闻.釐子力学中的状态空间往往都是无限维线性空间 # 

线性空间为研究客观世界的线性问题构建了一个广阔的舞台，研究线性空间之间的线 
性映射 （ 即保持加法和__法的映射)就好比是在这舞台上驰骋的 骏马. 研究线性映射 
(包括 Si 性变換和线牲函数》是本套书下册的第三部分 内容。 从以 F 几方面来研究 Ki ) 研 
究线性映射的运算，线性映射作为映射■自然可以做乘法•且乘积仍是线性映射_斑于线 
性空间有加法和纯撤乘法运算 I 因此可以定义线性映射的加法和纯釐乘法 •（ 2 ) 研究线性 
映射的整体结构*设 V 和 V 都是域 F 上的线性空间，则从 V 到7'的所有线性映射组成的 
集脅•记怍 HomCV V 5 ，是域 F 上的一个线性空间 . V 上的所有线性变换 【 即 V 到自身的 
线性映射>组成的集合 H ⑽ ( V , V ) 既是域 F I :的线性空间，又是一个有单位元的环•从而 
它是域 F 上的一个代数。（ 3 )研窕线性映射的梭和象，这是用线性映射來研究线梅空间的 
結构的-条重要途径:从 V 到 V 的线性映射 A 的核 Ker 4嚴 V 的一个子空间, A 的象 Jm 4 
堪 f 的一个子空间.若 dim V =«，则 dim Keivt 十 dim Inwl — h . (4) 研究线性映射和线性 
变换的矩阵表示 t 设 V 和 V '的维数分别为 n ，在 V 和 V ，中分别取一个基, V 到 V "的线性 
映射 A 有矩阵表示 • V 上的线性变换也有矩阵表示 n V 上的线性变换 A 在 V 饞本同基下 
的矩阵是相似的，从而耐以把 A 的矩阵 A 的行列式、迹、特征多项式分别叫做线性变换 4 
的行列式、迹、特征多 项武， 把 V 到/的线性映射為对 ® 千它的矩阵 A ， 这暴 Hom < V,lO 
到 ^ (⑺的--个同构映射.从而 dim Hom ( V ， l " (dim V ")』 ■把 V ， i : 的线 

性变换 A 对进于它在一个基 F 的矩阵 A , 是 HomW ) 到吨（灰>的线性_构、也是环同 
构_这些使得研究线性峡锨和线性变换的问题与相应的矩阵拘题可以瓦相 转化. （5) 研究 
线性变换的最简单形式的矩阵表示 • .卿在 it 维线性空_ K 上寻找〜个基 •使得 V 上的线 
性变换 A 在这个箍下的矩阵具寒#簡单的形式„为此先要引出线性变换的特征值和特征 
向量的概念 * 从■得出;在 V 巾存在- ■个基 ，使_性变换4 _基下的矩阵为对角矩阵 
(趣时称 A 可对角化>当且仅当 A 有》个线餘无关的特伊向聽 s 于是 A 可对角 化当县 仅当 
V 坷以分解成 A 的特征子空间的直和_对于不可对角化的线性变换，解决这个网屬的恩路 
是什么？从 n 属于 A 的一 个特征子空间 F 〜可推出 Am € V , t ，由:此受到麻发，引出线性 
变换灰的不变子空间的概念，亍羅从為可对角化的，上述^^必麥条件想到去册究 V 分解 
成 A 的不变乎空间的直和，如何#找4的不变 子空爾 呢？由透对卞推齟/(於€ F [>], 都 
有 / C 4> 与 A 珥交換 ，因此 K 时/《4>是 A 的不度 子空间 w 从:而想到去我“些多项式/, ^， 
-.，/ 1 (1)611>],使得 \^=1^/ | 憤)@*“©1^ fAA} m 设 ㈤ .如乘 



• 切 ■ :瓣等代数学巧拊导 书£ 下册） ， 

/ t (:两两5:素.邶么 

Ker /"(A) Kw (A) @ … Kex f, (»4) 

由于 Ker C ^ V % 因此若能找到-个瘙项式 /($), 使得 / U ) = 0 ，那么只要把分解成不 
伺的不可约多项式方籌的乘积，毅 T 可以把 V 分_成 A 的不变子空间的直和，由此引出4 
的零化多项式的槪念 * 由 Hamihon * G ^ yl 切定理的特征多项式 / U ) 是 A 的一个零化多 
项式，在 A 的所有非零的零化多项式中•次数最低的首项系数为 I 的多项式称为 A 的最小 
多项武 ■ A 的最小多项式扣 U ) 与 A 的特征多项式/0>在 F (以及在域 E 3 P ) 中有相同的 
根(重数可以不同 K 线性变换的嚴小多项式在研究线性变換的最简单形式的矩阵表示时 
起着十分重要的 作用. V 上的线性变换 A 可对角你当且仅当4的最小多项式 wt CA ) 在 
F [ A ] 中能分解成不同的一次因式的乘枳 • 若 m ( V 在 FDO 中能分解成 

mW - )^1 H • • 

其中 Ai , …，人是域 F 中两两不等的元素，则 

V = Ker(4 © — © KeK.4 — AJ ) 入 

iH W ^ KertA - XJ ) 1 ， j = U 2，”. o 则 H (j = h ... ， 幻都遜 /i 的不变子空间 t 在阶 ，， 
•••.讲_中分别取一个基•把它们合起来就是 V 的一个基在这个 H F 的矩阵是分块对角 
矩阵_其中次是 A 在 W , 上的限制 AIW , 在 W , 的 h 述堪下的矩 
阵-为 f 使 A 的形式最简单，就应当趣每个乎矩阵烏的形式最简单_ a \ W , 的最小多项 
式叫(《=^—4# *令蟓-=冰|谉，一七（1|见），则月，是 Wj 上的幂零变換在的上 
述基下的矩降禺一 于是为了使 A , 的形式最簡单.就班当使 B , 的形式最简单1 
这样把问埋归结为研究释零变换的 最筒单 形式的矩阵表示^我们证明丁幂零变换的最簡 
单形式的矩阵蛰 Jordan 形矩阵，从而得出 A 的最简单形式的矩阵是 Jordan 形矩阵•称它为 
A 的 Jordsu 标准形 * 如果 A 的最小多项式 m ( A ) 在中不能分解成一次因式方審的乘 
积 ■我们 证明了在 V 中存在一个基，使得 A 在此基下的矩阵是由有理块组成的分块对角矩 
阵，称它为 A 的有理标准形 t 见本套书下册第9章9, d 节、 综±所述，我们用线性变换的 
最小多项式 解决了 线性变换的最简单形式的矩袢表示何疆;这是本 赛嫌中 的又一个赛点_ 
⑻研究 V 上的线性函数 (它可 以着成7到|?的线性 映射） .以及 v 的对俩空间 V . (它是 ^ 
_1 所有线性函数飯成的线性空间）和 V 的双蜇对偶空何 V ，_速既对研究 v I .的双翊忡 
函鍬有用 * 又在 究线 他空间的张搋枳中发挥着重聲怍用 • r 

线性空间和线性映射都只渉及加法和纯量乘法运算;儒要靈一歩 f |进渡 量概念，使它 
们的作用更大 • 本套书 P 册的第四部分内嚭就是研究具#度量的线性空间及其与度册有 
关的线性变换 • ⑴为了在线性空间中引进度鷇槪念 •首 先酿羧健两龙的欢线性函数. 
特别是对称双线性函数和斜对称双线性函数_对称双线性函数与=次麵有密切关系 . （ 2 ) 




在实敢域上的线性空闻 V 中41进度量概念的办法是：在 F 上定义一个正定的对称双线性 
函敢 * 称为内积，这时 V 称为一个实内积空简 ■ 有限维的实构积空间称为欧几里得空两 
在实内积空间中可定义向量的长度，两个作零向量的夹角，正交•距离等度量概念；研究欧 
几里得空间的结构应当利用标准正交基，它可以使内积的计算简檐，它可以用内积來计算 
向董的坐标，实内积空间 V 到 V 如果有一个线性同翁，且保待内积，那么称它为一个保距 
同构，儆称为同构.■两个欧几里得空陶间构的充分必要茶件是它们的维数相同.研究实内 
积空间 V 的结枸的又一条途径是：利用它的有限维子空间有 v ^ u ® u x . 这时平行于 
U L 在1/上的投影称为 V 在 LT 上的正交投影■实内积空间 V 到 自身的 铟满射 .4 如果保持 
内枳不变,那么称4是 V 上的一个 IH 交变换，正交变换一定是绣牲变换， Jift 可逆的 . n 维 
欧几里得空间 V 上的线性变换 A 是正交变换当且仅当 A 在 V 的标准正交基卞的矩阵是正 
交矩阵.实内积空闻 F J : 的线性变換 A 如果满足：■有 以辦） ，那么称 
A 是 V 上的一个对称变换， n 维欧几里得 V 上的线性变换 A 是对称变换当凰仅当 A 在 V 
的标准正交基下的矩阵是对称矩阵_ ( 3) 在复数域上的线性空间 V 中引进度量概念的方法 
与实数域不同，这是掘为复线性空间 V 上的双线性函数不可能满足正定性.复线性空间 V 
±的内积的定义为: V 上的一个二元函数如果满足 mrtmte 性、对第一个变量线性，正定 
性，那么这个二元_数輙为 V 上的一个内积•此时称 V 最観空柯_在酉空间中利用内枳坷 
定义向麵的长度•两个非零向量的夹角.正交.距离 等度馕 瓶念.研究有限维酉空间的结构 
的第一条途径是利用禄准 iE 交基，研究酉空间的结构的第二条途径是 i 利用有限维 f 空间 
u ^ v ^ um 1 , 第三条途径是，保距同构的两个 w 空间有相同的结枸.酉空闸 r 到自 
身的麻射 A 如果保持内积不变，緲么称 A 是 V 上的一个酉变换.酉变换一定是可 逆线性 
变換 * 酉空间 V 上的一个变换 A 如果_足 = 却 K Vo #6 V •那么4称为 V 上 
的一个 Hermitc 变换，变換一定是线性变换 a (4) 设 A 是复<实）内积空间廖上的 
一个线性变换 ♦如 果存在 V 上的一个线性变换，记作4、使稱 V 心沒6 V •有 
(■U u 3)= ia,A 么称 t M A 的个伴随变换。如果4有伴随变换4、 i :| 

，那么称 A 是正规变换，有限维酉资间 V 1: 的线性变换 HE 规变换当且仅 
当 V 中存在一个标 _正 交基 ■使得 A 在此基下的矩砗是対角镅阵 • （ S ) 对于任意一个域 F 
上的线性空间 V ，能不能引进度量 槪念: （@是赛有内积 的概念 • 由字在一齩的域中/没 
有 14 疋” 元素的 h 忠，因此不可能谈论正定性.于是长度 、角度 离的概念也就役有了，但 
堪 lE 交这个概念还是可以推广到任意域1二线忭空间中，内积应当是 y | 的-个二 函数 
/，为了能充分利用线性空间有加法和纯世乘法的特性 ■/ 应当蜃 V 上轉 双輯性函数.由于 
两个向 鐾《 1/? E ： 兗虛 当避相$的，因此/应当是对称或斜对称 的 # 灰而 V 上可以指定— 
个对称双线 性函数 /作为内积，此时(\、/>称为正交空间， V 上也琊以指定一个斜对称双 


_ 


AT 巧代数 ；'^ m L r mm) 


載性函数 r 作为内积，此时 < v , g > 称为辛 空间 n 即 使在实数域上的线性空间中，在某些问 
醱里，也不用正定的对称双线性函数作为内积，而指定一个非退化的对称双钱性通數作为 
内歎 ■ 例如，在爱 a 斯坦的狭义相对论中，从光速 f 变原理辱出了时间-空间的新的坐 fe 奮 
换公式■称它为洛伦兹 fLoreiitt ) 变换 • 爱因斯坦的狭义相对性原理措出，所有的 基本物 
理艉律郝应在任一愤性系中具有相岡的形式，一个点 P 在给定的惯性系 arp 中的时间 k 
空调坐标是4维究幾性空间粑的一个向类比欧几里耨空间中, 

与參 的拒离的平方_如果在 r 4 申揩定一个非退化的对称双线性函数/■那 
么把 /U —一 辦称为《与，的除空间鷗的平方 .. 根据狭义相对性原理 * 洛伦兹变换保 
持任意两个甸盤的时空间 隔的乎 方不变若令 

/(cr，/?) + yiyi ： 4- ^ 

其中 c 是您速，馬，於•々）*脚可以证明 = 
f ( a * a) m 从而 

JCtr(a) — ^ C^J) ,(?(*) — ) — f(a~ ~ fi} 

因此在彫中把上述#退化的对称双钱性函数/作 为内 积,此时称 【 R _ , /) 是一个闵柯夫斯 
碁£純^1€£1_]1『)空间 t 假如在中指定一个通定的对称双线性函致怍为内积，那么洛沦 
锺变 换不坷 能保持任鸾两个向喔錐距离的平方不变“因此在 R 4 中逾当檐定上述非退化的 
对称杈 线性激数/作为肉积.闵柯夫斯基空同耽是 二 个疋交空间 ^ 这是脔要讨论 E 交空 
间的物理背翬 • 本審书 F 册的第10絷10」： tr 研究 r 正交空间的结构及其上保持内积不 
变的线性变换 (称为 IE 交变换 】 的性质 ，研究 了辛空 闻:的 结构及其上保犄内親不变的线性变 
换（称为辛变换 】 的性® • ⑽^从 n 维揿 几里得空间妒上所有正交疵换钳成的集合 CMV ) , n 
维酉空间 V t 所有酉变换组成的集合 IKV1 , 域 尸上 ”维正則_£交空间 ( V ,/ H : 所有正 
交变换紙成的集合 （ )( V */>， 特征不为 g 的域 _ F 上维 iE 则来空间 CV %/) _ b 所有辛变换组 
成的集合卽 ( V ，/> 都只 W — 仲运算，乘法满足结合律 •有 单位龙•每个元素可逆•水到獾 
成地⑴出了群的槪念 ， t B 介雜 T 正交群 ， W 群和辛群4以及_形购对 称群， 

本套书 F 册的第五部分内容是研究多童线性代败.其主要 r 具是截性空间的张 
的撅念.这逛从小的线性空涧构造大的线性空间的1神奇特的方法 < 线性空间的外査和也 
II 从小的线性空何抅造太的线性空间的沖方法，外畫和遽种方法是很自然的•攝于理解 
的 》 • 利用线性赘间的张曇积，我们則出了线性空间 V 上的 兑秩反 究张傲狭协变雖世，户 
秩协变.鼠 v 秩反变的馄合张撤 （简称 ^ 〗 型张滅 j 的槪念 1 进而新齡心沿型张簠的加法和 
纯 W 乘法傷算，似及型张量毯张傲的乘法运算 邊而 引出 r _ 空间 V 土的 
张域代数的概念设\趣特征为0的槭/ ■•’ 上«维线性空间 _ :通过研充 TY ( V > aV § v _-_ 
上的交错化变换及其象集 (它趣 Tnwt * 的所有斜对称张量组成的子空间 #(V A 规:定 



KY ) 与疋 C 们的允素之间的外乘运算，进酣引&线性空间 V t 的外代数 ( 成格拉斯黌 
( Otas 職 atin ) 代数》的槪念 ■ _性空间的张蛩钒•线性空间 V h 的张■代数身代数在徽分 
儿何，规代分折、群表示论和通 F 力学等领域中有 It 要应用 

本套书 按照数 学的思维方式»写，着簠培养数学思维_力*我们 把數学 的思维方式槪 
括成 t 观寒客观世界的_，抓住其主要 犄征, 抽象座概念或者建立模银;通过宣觉辨断、归 
纳推皿、奥比推理、聰想推 a 和逻辑推理等进行探索•作出猜测1然后镫过深人分折，逻掛推 
理和计算等进行论诎.揭示出事物的内在规律，从而便纷繁養杂的现象变得井然有序•按 
照-观察——抽象一探索^~~瓣测——论 证”的 思维方式義写敏学内容，鱿使得数学比较 
容易学_ 师戽读 者从中受到的数牵思維方式的_陶 * W 以使其终身受益. 

倒如，一元多哦式环的適用性质是很深刻确数学内容—而我们从简便计雾 101 3 引出 I 
完全 f 方公式 G 十 a ) 。工: 4 2 g /+_ 〆 巾 -. r 也可以用 n 级矩阵 i 代入 <裉 据矩阵乘法的 
分配律宣接计稗得出) t 由此猶_:在数城 K i ： 的一元多项式坪 X [ x ： [中，有关加法和乘法 
的等式，在代人后.左右两边保持相等.由此进一步抽象并乱经过论隹耨出-* 
元多項式环的通用性质.这样敝就使得一元多项式环的遒用性质比较容易现解 r . xto , 
不 W 约多项式是数域 /C h —元多项式环 K |>] 的结构中的基本建筑块，复系数不可约多瓚 
式只有一次多项式 * 实系数不可约多项式只有一次多项式和判别式小于零的二次多项式_ 
有理系数不可约多项式有唧些？如何判_?思麟#什么呢？ _首先举了一个有理系敢 
多项式的具体例子.把它的各琐系数分母補嫌小公倍数作为分母，提出一个分数，使拇括号 
内的多项式的各项系数都为®数，并 _ EL 把这些整数的公因数也提出去，这时括号内的多顼 
式的各项系数的最大公爾数只有〗和一： U 这种锒系数多项式称为本原多项式这 就岛然 
而然地引出广本原多项式的概念，任何一个有理系数多项式都可以表示成一个本原多项 
茂与一个有理数的乘积，于是一 个有理 数系数多睛式是否不可约与相应的本原多项式 M @ 
不可约是一致的，这样我们就找到了思 路:去 研究本原多项式的不 坷约的 判定.为此窬荽 
探索本谭多项式的性赓，由于本原多项式时各项系数的最大公因数只有1和一 U ® 此直 
#判断两个本腊多项式如果能够互相整除 （此时 称它们相伴），那么它 IT 1 只相痦一个正负 
号 r 然后证明达一 «r 测是正确飾 .出 于因式分解涉及刻乘法 * W 此自然够问 f 膊个本原多项 
式的乘积是否还是本原多碩式？这在直观上不容 ii # 出•可以尝诚概设两个本谭多项式的 
奉积不是本原多项式，去进行選辑推理，得出了矛盾，闶此两个本原多項武則乘积仍诳本原 
多项式*这就自然而然地得出了高斯引埋.想寻找本原多项式不可约的允分 条件， 这犹如 
大海捞针, 我们可 以反过来思考：如粜个次败大于0的本原多礪式甫釣，那么它可似分解 
成两个次数较低的有理系数多项式的乘积，从高斯引理我们 W 以进一步真觉判断它可以分 
麵戒两个次数较低的本原多项式的乘棋 。经 过证 m.ii 1、猜测 sic 确的 _ 德于住何一个* 





• A • 商等代数学习措导书 （ F 册） 

歎都不坷能整除本原多项式的备项系数，因此为了从一个本原多项式可约推出进一步的结 
论_我们考虑这样一沖怙 Kf 于一个次数太于 G 的本®多项效/<力•存 —<j 一个累教 A .# 
能嫌整除 /(w 的首项系数以外的其他各项系数 * 但是 p 不_除首项系数，如果 jA T )n 
约•那么它可以分解成两个次数较低的本原多项式的乘积.由此後过逻辑推理 t 得出；/>的 
平方能整除 /(x)_ 常数项 _ 因撖对于这种本犀多项式/ 【 1> ! ■如果 户 的乎方不賭整餘常数 
项■鄉么 /<i> 不可约 t 这就自然而然地得出了本原多项式不可约的充分条件;存在一个索 
数 P 满足上述三个条件 * 这就是馨名购 Eisensieiii 判别法‘我们经过擬索和论证得出 

EiseEi^in 判别瘍•不仅使同学们对于素数多满足的三个条件印象褓深刻•而凰让他们知道 
: T Eisetisteili 判别法是怎么来的，受到了数学思维方式的质陶 • 

我们不仅在每一节的内餐稽华部分按 M 撤学思维方式编写 _ 而且在典型例題部分也着 
力于培养数学思维 能力* 我们在例翅的解法或点评中•许清楚关键的想法，以及这个想祛 
是怎么想出来的，让学生从中学习怎样科学地思考_我们还繙琴 一 些由内容铺华柘展而 
来的例厘 v 让学生从中学会提出问遲 ■ 例如•实梅枳蹙间V上的正交变换一定保持叫撤的 
长度不变，保持向攏_的距离不变，保持正交性不变等 • 那么反过来,V到自身的满射 A 如 
樂保持网 M: 的长度不变 ，那么 4是 f 是正交变换?保持构量间的祖离不变呢？保持」1[交性 
不变呢？这些在第10荦 UK 4 r 节典型例题的例 3 、 例烈、例27进行了讨论 • 

本套书的内 容丰寓 _全面，深刻 t 从前面所讲的内容结构安排中可以看到本套书对〒 
高等代数深程的基础内棘讲得 深刻。钶如 •在讲麴性空闻时*以研究线性空间的结构为 主 
线*从兀素的角度、子集的 / f ! 度、商集的角度 ，钱 性空_之间的关系的角度这倒条途径来册 
究.本套书所讲的高等代敷内容丰富、全面_例如，通常的《霍等代数 J 教材只讲有限维线 
性空间的義、直和等概念和相关结论■而本套书讲了任童线性空间的基的概念说了任意^ 
性空间 V ■的两个子空间 V 、， V : ( 它们考以是尤限维的>的和是直和当且懷1 V ,的…个基与 

的一个基合起来是的一个基，讲了任意线性空间 V (可以是无限 维的） 的任一子 
空间 LT 都有补空两 ■ 又如，设域 F 包含域£•我们不仅讲了如何把一个域 F (餐如 复数 域） 
h 的 if 雄线性空闻贅看作域芯 （蕾 如实数域）上的如維数线性空间 （见第 8章1节的 
例肋而且讲了如何从域 £：( ■譬如实数域 ) 上的《雄线性空间 V 构造也域 F (臀如复 数域） 
上的《雒线性空间 《这是 F 与 V 的张量积: F ® V , 见第11章 II , 2节的走理8和定躔 
丰盘朽的第10 拿 KM 节在讲对称双线性蹁数与二次型的关系时，讲 T 消史定 

套书的典塑阔题 、 习釀和补充题包含了丰窗探刻的内容.这样使得澳鬌在学习了每节的 
内容精 华部分•初步掌握了商等代数的概念和理论后，通过解答适当數量的例题和习驪 r 能 
巧深刻理解高等伐数的概念，熟练攀擓和运用高等代数的基本理论和基本方珐,廉养边数 
学恩维能力•拓宽知识面，在高等代数理论 上和 科学思考能力匕都达到相当的 g 度 •本審 



书下册的典型棚 B 共有 7 W 道•习鼷共有335道 •补充 鑷共有62道，总计有1177道题•本 
书的许多 鼴纖为 高等代数的基础内容配备的，也有一部分麵是高等代数鰌研究型课蓮•例 
如，设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变換，中与 A 可交换的所有线性变 
换组成的子空间的结构如何？ C ( A > 的维数是多少?在第9章 9. 9节例中解决 r 
当 A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中能分解成不同的不" I 约多项式的乘积的情形<及6节的 
m 2 i 足饨中的特殊情形）；在 1 8节例11中解决 r a 〖汾最个多项式 wu ) fr : fu ] 中能分 
解成一次因式方幂的乘积，且 A 的 Jordan 标准形/中各个 Jordan 块的主对角元两两不同 
的情形魄俩14是其中的特殊情形 h 在9, 9货例7中解决了 A :的有理标准形中各 
个有理块的最小多项式两两: K 素的 精形； 对于■下的情形，归结为当 A 的最小多项式 w ( A ) 
等于一个不可约多项式方幕财求 C ( A ) 的问題，在良9节例10中对于这种情形解决了 
^ ( A > 的结构 问鼷. 又如，特怔不为2的_ F 上两个 n 级对称矩阵 A 可一齐合鬨对角化 
的充分必要条件是什么？第 10 章 40* 1节的例 2 氤例30讨论了这个问麵 t 迄今为止 .所有 
的高等代数教材只讨论两个 n 级实对称矩阵可一齐合同对角化的充分条件 + 而丰赛书给出 
广持征不为 2 的域上两个《级对称矩阵酊一齐合同对角化的充分必要条件.在第10章 
5节酉空 i 间的典型例题中，我们编写了 94道鼴.内容相当丰富 y 我们希望读者根据自 
B 的时_和精力 •选揮 书中一部分例題和习題来做，不用看完和做完所有的厘•有些题以后 
爾要时再着、再做.做題时先自己独立 思考， 然后再看解箬„ 

本套书阐述醣晰，详尽 ，严 谨，例如，第 9章 H 节〜 9. 9节研究域尸上《维线性空间 
V J ： 线性变换4的最简单形 式的矩 阵表示，从4可对角化的充分必要条件是 V 能分觭成 A 
的特征子空间的直和，引出 A | S 不变乎癀獬的槪念，为了导找 A 的不变子空间 t 引出了 A 
的零化多项式和煅小多项式的襁念，利用4的最小多项式 w ( A ) 在 FDQ 中的分解式 讨论減 
的最简學_^的矩妈着 mCA ) 讎鶴成-次因 式方馨 的乘枳.则4有 Jordan h rll 
形$若不能分 *1 成一次因式方幂的乘积肩 A 有有理标准形络非常淸晰。又如，在 
讲复数域上的线性空间的内积的概念时.我们翁先指出，对笼:线牲空间 V 上的双线性函数 
不可能满足面定性，因此不能照搬实数域上线性空间的内积鱗定义，而应当把对称性改成 
Hemihe 性，于是复线性空间的内积对第二个变釐不是线性的，而是傘钱性的，再如，关于 
线忭空 N 的张 M . 通常讲这部分内容的商等 ft 数教材 ( 许多教材不讲这郎分内容》都是一 
开始就給出线性空刻的张量积的定义，读者井不知道为什么如此定义藏 董枳* 而本套书下 
册第11章先在11_ 1 1 S 例5的点评中指出，设 V . U 分别是域 f 上 ii 潍、相;维线性空间，用 
H ■) 表示 V ‘ ■ LT 上的 所有双线性函 数组成 的线性莩向,则輸 VXUBI 
_ W >的一个双线性映射 r (可具体写出 > a 在 11. 2节中深人分析跗 V ,£/• ) 和 r 的 
性驗■发现从 \ r X U 到域 F 上任一线性空间 W 的任一双线性映射 A , 存在歲 V 07_ )到 W 



•_ 
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的唯一的线性映射也使得4=4^由此引幽 r 线性空间 F 和 t /, 的张量积的概念,这时水 

到渠成地写出了 V 与¥的张歡积的定义,这就使得张量积这一原本深奥难僅的概念变得 

清晰*成为学生更易把握的 一个# 念 , w )， r > 就是 V 与 LF 的一个张董积.无 

论是在每一节的内容精华部分，还是典型例题部分 ，阐途 师很详尽*这样做增强/本套书 

的可* 性，也是想给读# •，个示 范：一 道題应当怎样写证明【或_窖】才是讲道理的，又不啰 

嗦-本赛书无论是对内 審的崎 .逑•还是对典型例题，习颶和补充题的觫答都是严谨的.例 

如，设 A 是域 F 上线性空间 v _ fc 的线性变换.在 F [^3 中与 Kd lt 索，于是存在 

鎢 e F[j ]， 使得 M 工)/ 用 A 代人，从上式得， 

rti ( A)/ l C 4)+ w f < A >/, tA >^ I # 通常的离等代数教材寧前都没有讲为什么 j ： 可以用4代 

人，左右两边仍保持栢等.而本套书在第 7 章 7. 1节讲了一元多顼式环的通用性质，正好 

囲答了 j ： 可以用 A 代人的 理由， 本赛书内容体系的严谨表现在 3 后向要用到的结:论在前面 
都作 r 铺热，使得全书内容严丝合缝 s 

本套书开辟了 u 座用天地"栏自 i 两孥们常间：学习高等代数有什么具体应用？ 为了比 
读者 r 解离等代数知识的应用，一方面•我们在有的章节中列举一些应用的例子，例如•第 
8章的补充题八的第 8、 S 、10 题是关于线忭空闻在编码中的应用 ，在第 9章免4节内容精华 
的第三部分，写了特征值在实际问题中的应，爾.另一方而，本书开辟了 “应用天地 , ，栏爵 •狡 
详细地阐述高等代数知识的一些重婪的应用 ■ 20世纪物理学取得的两个划时代的进展是 
逢立了相对沦和量子力學 • 我们在第10章 ](X 6节讲了由爱因斯坦的狭义相对性原理引 
出柯夫斯16空候 L 佗第10窜的_疵用天地”栏目里写了“酉空间在釐子力学中的应 
用” • 洋细介绍了历史上堡子力学的建立过程 •阐述 了一个量子体系的所有營子态 （可 归一 
化3 组成的 集合，可形成一个習空间，与这个量子体系的力学量 z (例如 •位置、动量、角动 
动能和势能等)相座餘算符 A 部是酉空间的线性变换，而且一定是 Hemihe 变换 fl 
当量子怵系处于^-个置子态 ，人们 去碗董力学鼉 A 时 •一 般说來，可爾 掛瑰 不伺的结果.各 
有一定的概率，如果 墦子 体系处 f ••种特殊的状态 F ■那么测爪力学鱿 A 所得的结粜是 
唯—确 定的， 这种特殊的状态称为力学量 A 的本征态*可以证明一是为学量 A 的本征态 
1 且仅当 P 是相应算符 A 的一个特征向營*其所羼的特怔值就是_曾盘所得的唯—结果_ 
第 I 〗衆的“应用天地”栏目里鑛写了 * 酱量积在董子隐形传态中的 座用、 发逸者要耙一个 
具有自旋的粒子1的自旋状态传送给接收者 •而 粒子 : 1本身不传给獷收者•这能办到吗 
1_年 C . H + Bennett 等人提® 了一个传递方案，关键是把粒子2和3姻 書成为 EPS 对处 
于纠摘态，然后把粒子2传递餘发送者，同时把粒子3传送给接收#，最终敦矛1 的 自旋态 
传送给 r 粒子3，实现了量子隐形传态 * 这在置 f 信息沦中起着重要作用.之所以能把粒 
子1的自旋态隐形传送給粒子3,关雜是利用了张置积•本 书详 细阐述『芄屮的道理 u 



nu 
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本套书注重从几何直观引出商等代数的權念，猜测高等代数的结论，然后进行证明；运 
用几何知识论证离等代敝的某些 结论： 运用离等代斂知识解决几何问羅和函数论中的问 

麵 4 例如，从几何空间中两个过原点的平而 Vt . W , 引出线性空间的子空间的交4和的既 
念，猜测子空 间的维 数公式 * 然后进行证明：运用解析几何中二次曲线的不变 a 理论求出实 
数域上二元二次多项式可约的充分必要条件 (風第 7章 7. S 节树10〕 • 又如,运用正交变换 
的不变子空间和空间分解的方法，证明凡何空间中保持^个点不动的第一类正交点变換一 
定是嫌过&个定点的一条直线的旋转，保持一个点不动的第二类 IE 交点变換是一个镜面反 
射，或者一个镜面反射与绕过这个定点的一条直线的旋转的乘稱 ■ «如•运用实对称矩阵 
能够正夂相似于一个对角矩阵的结论•简洁地证明了对于《维欧几里得空间 V 上的对称变 

换 A •函数 F < a )^ V H uAO 的 记小 （ 大〗俏就足 A 的最小（大）特 fi 值 • S 

F ( a ) 在 A 的寒于最小（大>特桩值的一个单位特征向釐处达到最小（大)值(见第10章的 
IOU 节例 36). 

本套书作为商等代数课程的辅导黻材，上册供第一学期使用，下册供第二学助使用 # 
每一节的内容精华用宋体字排印的，是大课讲授的内容楷体字排印的，是供有兴趣的学 
生课外阅读的内容 • 每一节的典型例题和习题中，可选择一部分作为 习题课 的题目，一部 
分作为课外作业的题3.苁余的题供有兴趣的学生自己挑选一部分來做 w 各章末的补充题 
供有兴趣的学生思考.打 * 号的章节不作为教学麥求,羅选学内容. 

感谢本《书的组稿编辑吴颍华■她为本 ti 的编辑出版付出 r 辛勘的劳动， 

我们坦诚欢迎广大读#对本套书提出宠贵意 见1 


丘维声 

北京大学数学科学学院 
20 CI 9 年3月 
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4 不可约多项式，唯一面式分解定理 
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7 \ S 重因式 

7.6 多项式的根.縫数域上的不可约多项式 
1 . 1 实数域上的不可约多项式，实系数多项式的实根 

7. 8有理数域 L 的不坷约多项式 . . . 
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第 7 章多顶式环 


—元多项式由于其形式簡洁•且有加法和乘法 运箅, 西此它在许多领蛾都有重要应用_ 
訾如，在数学分析中，用:多项式函数遇近一般的 n 阶可微函数，在当今信息时代，多项式在 
计算机科学、现代通 信、 编码和密码等领域都有应用^ 


古典代數学研究的中心问堪是一元多项式的求根，近世代数学研究的中心问题避各种 


代数系统的结构及其之陶的态射 （保 持运算的映射 〗 • 本章以研究数域 K 上一元多项式拜 
的结构及其态射 《一元 麥项式环的通用 性质) 为主线，此外还介縐了 W 元多项式环的结构 • 



元多项式坏 


7 , I . I 内容精华 

—v — 元多项式的概念和运算 

同学们在初中就学过多壤式，在大学数学分析课程中学过—元多项式銳数 ：/<Jr ) = 

Air _ 十… +叫 t 其中 r 是变世 . 它可以取任意实数 ， M V =0,1 U >都是給定的实数 

(即实常数 >■ 现我们要把多项式的概念加以推 r , 使其有更广泛的应用，除了用 ft ; 意数 

_ K 代膂实数域 II 外 ，最本质的 推广垂 IX 不仅能取數域 K 中 tt 意敢•而11还可以取其他 
-些 满足一定要求的元累 1 

h 数域 K 上一元多项式的定义包含两 点： 

数域 K 上的一元多项式适一个形如 F 述的表 达式： 

^ + a 9 , 4 h a ! 』+ %, ( I ) 

其中 JT 趟 - 个符辱(它不厲于 K)，ii 是#负整数 ▲ ■… ,1^,, 称为系歎•£! 〆 ，称 

为 i 次项 （ i =〖.2 称为零次项或常数项 ， 

<2) 两个这种形式的表达式相等当具仅当它们含有完全相同的除力系数为0的项 
外，系数为0的項允许任意刪去和添加) ■ 此时■符号 I 称为不定元 n 【这一条意味着一元 



m 7 ^ 多项式环 


多项式的表示方法是唯一的，） 

系数全为0的多项式称为零多项式.记作 l 

从定义立即祺出 ：数域 k 上两个一元多礅式相等当旦仅当它们的同次项的系数都对 

应相等 • _ > , 

我们常常用 /【I) ，/ iD * …或/ ，g，h ，… 表示一兀多项式 * 

2. —元多项式的重要特点是它有“次数"的概念. 

壤 ,(T) = a f S n ,卜， . _ 十 *■. ■十，如采 #0 ，那么称是 y { X ) 的首项.称 
n 是/(，>的次数 * 记作如民/(1>或 deg/ a 
零多项式的次数定义为一〜•并且规定； 

(一 oci) * =—oc* t 

(-?? Qo ) +— oo ， V ” £ N • 

一其 <C it . V ?* C N . 

其中 IV 表示自然数 jfc (注意 _ N> • 

往意零多项式与攀次多项式不要混淆,零次多■式是形如 a， 其中 fl eK_ . 我们用『 
表承 K 中所有非零数组成的集含 H 

3. 数域 K 上所有一元多項鈇组成的集含圮怍•受中学学过的多项式的加法和 
乘法的启发*在 K 〔力中 可以定义加法和乘法运算 t 


设 fix) 

jwb m 

2(7,? ，片 (X) — 芝>/，不妨设 W <令 



_ 

/< x ) + ^(jr) : = X Co - +私以 . 

(2) 


.^n 籲 n •, 

f(^)g{j：) 2 ( ^J u ^i t "M Jl 

. 二 （3) 


称 >( I ) + g ( r > i ^ ； ( r ) ^ 尺 </) 的和* 称 /(4*)总(1>是 /(工）与 #(. r ) 的积 
粹黾验 证： 元多项式的加 法满足 交换律，结合_，且 

/<x> + 0 = 0 +/(x) = /(x> * V/Cj ) ^ K[.r], 

/ < x > + 1- /(:)] = [— 制] + / u > = q , v /(，）e km , 

n 

it 中 - /( J ) 马 d,)-r ^ 

一 容易 验证: 一元多项式的乘法满足交换律、结合律,以及对 r 加法的分配律，且 

I * / Xj :〉 ； /( jt > * 1 = /(*/) i V f (jr) E: K[-r]- 

K [>] 中还可定义臧法： _ 


(4) 



1，一元多项式的和与积的次数 公式： 

命屬 1 设 fix 、 .gix)€ K[x] •則 

degCfj ^： g ) < maxi deg J^deg g } 


证明 


deg</g ) = deg jp_ deg 。 

如果或尽 = t >, 那么 《) 式显然成立 ， THE 设 /# o 且尽其0,设 


( 5 ) 

06 ) 


■ 


/(jt> = 装 （ I ) = 


其中 ^# (] T 1 是 cleg /—Utdeg g = m p 不舫设 姆.由于 


if 


• i m ㈤ 三 焉《免土 办 m 

闲此 deg (/ ± j ^)^ w = max{deg j * deg ^} 

麵 爲 〆 ％ 是 (罗 >的 茛项. 从而 

deg ( f 裝、= n ^- 771 — deg / + deg g , 

从公式 (6) 的征明过程蕾出，一元多项式具有的 性质： 


_ 


III 此得出 


/ U 〕 耷0 a gtx ) ^ 0 ^ fix ) gU ) ^ 0* C 7> 

由此得出_ —元多项式的乘法适合 消去律 .即 

从公式 C 6) 猶证明过程还 11 了春 出：两 个非零多项式乘积的首項系数等于这两个多项式 
的首项系数的乘积 a 

-元多项式的积的次数公式 （6) 是 f _ 分 M 要的•它 苻许 多应用， 


二、环的基本概念 

敫 LKDiO . M ^ K ] 的共同性麗:都有加法和乘法运算，并且_法满足交换律 、结合津, 

有零元素，每个元素有负元索.乘法满足结脅律和对于加法的左 ％ 右分配律，柚象街环的 

概念 - 1 t:'^ r ^ Li - v ，- B ^ 

U 环的定义包含两点； 

(1) 环 i ? 是具有加法和乘法两种代数 运算的 非空集所谓 R 上的一个代数运蠤，是 
指狀 R 到 J ? 的一个映射。 

(2> 环 R 的加法满足交换律，结合律 * 有一个元索作它使得 


十0 


Va ^ R 


称这 个元素0 是 R 的零元 素| 

对于 R ， 存 d € 化. 使得 a +£f =0 ,称 y 是 d 的 负元素 ，记作= 
坏玉的乘法满足结龠律 J 1 (及对于加法的左、右分 E 掾。 
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容易证明，环1?中的零元素是唯一的中元素 a 的徵元 素®唯一的；一（一 a)=i 
环/?中可以定义 减法： 

£!—&*=« + (——办）_ (8) 

Z f KDr ； UM w [/ C ] 雜是环•它们分别称为整数环，数域尺上™元多项式环，数域 K 上 n 
级全矩阵环4任錄-个数域 K &是环 s 

2 . 常见的特殊类型的环 

若环况中的乘法还满 M 交换檸■则称 J ? 为交换环， 

若环 J ? 中有一个元素 e 具有 性质： 

m = cwf = a * V £ J ?- 

则称 #是及 的单位元■此时称 R 是有单位元 的环, 容易证明，在有单位元的环況中•单位 
死是唯一的，通常把单位元记成1, 

环 I ?中的元素称为一个左零因子（右零因子>，如果 R 中有元 素&诠 0,國使播 
( ha ^ oy . 左零因子和右零 BS 子都簡称为零 因子。 据本节例 7 ,0 a = « o = o , 此 ，o 

既是左零因矛，又是右零因子，称 G 最平凡的零_子!肫余的零因子称为#平凡的零菌子 
如果环 K 没有非平 凡的零 因子,雜么称 R 是无雩因子环.有单位元的无零因 

子的交换环称为螫环，‘ Z * K , ICDtJ 都是 接环 . M _ OO 本最整环，因为它 不讀足 乘法交换律， 
且它 有非平 凡的零因子, 

3. 子环 

如果环 J ? 的一个•空 f 集凡 对于 R 的加法和乘法也成为一个环,那么称札是尺的 
—个子环。由子环的定义立即 m 出： 子环私 对子犮的加法和乘法都封闭，即 

u*b i?j a + ^ R t * ah ^ R [m 

反过来 ，: 箱麥把对加法封闭，，改成“对滅法封闭 '此 才能成为 R 的一个子坏 B 见 
下 ，的 命驅： 

命题2环反的一个非空 n /? 为一1 、子坏的充分必要条件是忆对亍 JV 的减法与 
乘法都封闭*即 

t R { € i — h ^ R % ,ah e R \. 

证明必嬰性显然 a 广 

充分性 * 由于 ■ 反』非空 te ，因此存在 i ? 由已取 条件得■一 ,于是 G6R , 

任给办 €1?" 由已知条件得 , G —減皮 • 于是一奸氏 • 

住给《>€此 . 则 一味 R 、 ，由已知条件得 - 

a 十6 口 a — b ) & 私，沾6 t 

因此 R 的加法和乘法可看成是&的加法■和乘法1涯然見，的加法满足交換律;结合 
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律*上晒已证0€私1对于任廬 紐然反 的揉法 满足结 合__以及对 F 加 
法的左、右分配律•所以&成为一个环.从而兄是灰的•个子坏„ ■ 

KDr] 中所有零次多项式添上零多项式组成的集合 Sv 对于一龙 多项式 的减法与乘法 
封闭，因此 s 最 ic[>] 的一个子环 • 显然 ！?!>：} 中的单位元 ies. 数域 k 到 s 有一个对应 
法则零数 fl 对应到零次多项式 a , 数0对应到零多项式0,显然 t 是双射■且 r 保持加 
法与乘法运算*即 

via + b) — r(a> + rU)}* t Kj 

ritil )) — r(^)rC/;) , V a € K. 

给定 A £ M .( fO , 形如 K 述的表达式称为数域 K h 矩阵 A 的多 项式： 

4 + … ^ it 3 ^\ 

it 中 me n “!• e k * I = r ) ， ] * m e 把数域 k 上矩阵 .\ 的所有多项式虮成的集合记怍 
K [ A ； I , 易证 KD 4] 对于矩阵的滅法和乘法封闭■因此 iCCA ] 是 Mdin 的一个子环 ，亂然 
作1?[八]，易看出 KtA ] 是交换环国 

K [ AJ 中所有数量矩阵组成的集合 W . 对于矩阵的减法和乘法封闭，因此平是 K [ A ] 
的一个子环-显然仏取.数域 K 到识苻…个对应法则 r; «, ― “,*抹1~是双射,且1 
保持加法与乘法运算 D 

由上面的例子抽象出 r 述槪念 s 

设尺是有单位元！ ' 的交换环，如果/?有一个 T 环見满足 F 列 条件： 

(i> r 6 ^ s , ” r . 卞 •-： - * • I 

( ii > 数域 fC 到有一个双射 r，E r 保持加法与乘法运箅， 

那么称可看成是 K 的一个纩环 ^ 

如果有单位元 C 的交换环 I ?可看成是数域 K 的扩坏•舶么 / C 到子环見的上述双射 r 
饵冇的性质: r (】）一1' 观由如卜： ^ 

任取 ,〖lrF r 是满射•因此存在 4 €K , 使得 rU )^ b lt 于是 

K 1 )A ^ rU ) r<a = rCliJ = r(k) = h. 

从而 r ⑴是交換环私的单位元,由于尺的单位元 〆 €圮.因此 

三、一元多项式环 K [ jr ] 的通用性质 
在初中数学里讲了完全平方 公式； 

Cx - ffa )' = jt 3 Ziix + a 2 , f 

利用完全平方公式 ( 当。=1>可以简便地计算101= J 

101 s = (100 -h I) ; = 100 : +2 X 1 X 100 + I a — 10201. 



这暴在完全平方公式（当 a = l ) 中^用 loo 代人，面左右两边仍保持相等、 

设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，利用矩阵乘法的分配律*得 

( A + aiy ^ ( A ^ aJ ){ A~han ^ + A ( a /> 4 - + 

+ 2 aA fa'L 

从这发现，在完全乎方公式中 , i 可以用矩阵 A 代人 (此 时"换成 aJ ), 左右两边保持相等. 
由此 猜铡， K [>] 中有关加法和乘法的等式， a ： 可以用矩阵 A 代人，左右两边保持相等，由 
此抽象出一元多项式环 ICDr ] 的通用性质，在数域 K 上一元多项式的有关加法和乘法的等 
式中，不定元 I 可以用环只 【 它|1『以#成是 K 的一个扩环）中任一元素代人，从而得到环 R 
中相应的等式，即 T 面的定理1。 

定理〖设 K 是一个敉域 A 是- 个有荦 位元 〖的 交换环，它可以看成是 K 的一个扩 

环.其中 K ： 到 A 的子环 /? j 的保持加法和乘法运算的双射记作 r . 仔意給定 ♦令 

cf < 1 Kj [ ] ― R 


嵋 


/<^> = * ~— /(£>, 

I ?] l )1 知•“ • |p UiCD III < 1 

是 KI >] 到的一个映射，且*保持加法和乘法运算 * BP 如果在 K|>]_h 

fix ) + = h { x ) , /( j -) jg -( x ) — pO ). 

■么在 i ? 中，有 


/(I). 


有 


+ = hU), 

还有映射％称为了用 r 代人. 


=? p ( i ) 


H 


ffi 明由亍 K [ x ] 中每 t 元素 w 写成的表法唯一（除 r 系数 A 0 的项以 

外>，沣且 rMK 到見的双射.，因此①楚 K |>] 到的一个映射， 

据的的备庚’ M * r 1 系 I 1 ^ V1 1 ㈣ v ! P’t 


设 /( j ) = 2 


一 Ji < x ) a t ( lx ) = r ( l)f - 17 - i 

_ 

_尺(-不 ： 妨设 « > ，5 EI 

.f] k •• • u ^ V ： 

A ( x > 尹 fix } + gix ) = y ^ Ca t 4 - 6 f )* r F • 


p < r ) = f ( x ) g ( x ) 




«r^_. 」 : - 

( S a A)f 


据⑦ 的定义 * 得 




ii 


/“/)= 2>( a+ 〜> 〜 f r </ V » 


i«® 皇 r V «_ 职 •> ■. 産 . 

p ( t >^ f 丸) /’= 2[ 

■ ■摩 i _ —技 

pi» - .赫 

j^Cf)^(/)= £ ^ rtUi )f J ][^ rib f )^3 ., 

^ m , 

- 22>( …) rcy r， 

-> < J i— ， rj^fl llWf，’ 禱 — ， I ， ， • l : • •! U ■，- 、卜 ， ' 

WTW 

=y^ t l ( 屯》 r( 《） ]f’ 

# 響 _ 咚 i+J—4 

— pit ). 

因此仏 保持加法与乘法运算 _ ■ 

定理I证明鲋关键是 t -元多项武 /Xx) 的表法唯一，从®①是 K[_r ] 到只的+个祕 
M . 至于心 保持加法和乘法运算，这最自然的 •因为 KO] 和 R 都是交換环 ，都 裹从交换鄉 
的运算法则， 

定理 I 表明 * A 要把一元多项式环 K [>] 中有关加法#法的等式研究淸楚了，那么对 
于可看成是 K 的扩环的任一交换环12 ,通过把不定元 I 用 i ? 的任一元素代人，就可以得到 
R 中有关加法和乘法的相应等式 a 

从前面的讨论知虚 *Kl>：I t Jf[A：l{ 其中 A 是 K 上任意绐定的一个 it 级矩阵)都可看成 
是 K 的扩坏，因此不定元I 既可以用中任一多项式代人,又两以用矩阵 A 的任一多 
项式代入，还可以用可看成/<的矿环的任一交换环 R 的任一元素代人,这就是为什么把 
符号I叫做不定元的缘由.并風由此看到尤的确不属于 

燎上所逑，本章的主要住务是探讨一元多 莩式环 KU] 中有秀加法与乘法的卷干重要 
等式 • 这些等式在本拿及后续几章中将发挥重要作用.探讨 KU] 中有关加法和乘法的等 
式本质』.就是研究一-允多項式环 /C[. r ] 的结构 v 这是本啻的主线。 

学习高等代数一定要抓往研究结构_条主线 * 在本套书上册中，研究了数域择± ~ 
元齐次线性方程组的解集的结构，非齐次线性方程组 畔解集 的结构，数域 K 上 《兀有序数 
跑 形成 的，I维向爐空闸 P 及其子空间的结构^维欧儿31得空间 IT 的结构；以及通过建 
立等价关系（相擁 ，相似 、合同)研究 rSKig K hs ：< n 矩择的集合 M, x ,(70 的相 抵分类^ 
级矩阵的集含 财乂/0的 相似分类和合闕分类.继而解决: f 实<复）数域上 „ 元二次璇的分 
类•这些都适在矶究结构在本萁书 F 册中.找们将继续贯穿研究结构这条主线 I 



7.1.2 典型例题 

例 I 证明：在 / Cl >] 中，如果，那么 

dcff fix} = deg g(jr), 

证明若则 /( x)-c - 0=0 .从而 

I p 

dog /(.r) = deg gijc}, 

下设 ll 〖于 / tr ) ^ U ) , c € K * , 因此尹 0* 并且 

deg /far) = deg r 士 deg |f(j) f= deg ■ 

例 2 細在 K !>] 中.如果 / C , r ) = / ax > jS f<xKjl /(. r ) 式 0 •那么 

tleg istCjc ) ^ deg fix), 

证明由于 / tH — K 咖 &>- 且 / Ui 垆 0, 因此涛 ( K 崧 U ) 声 0* 并濉 

dm /(x) ^ cbg hLr) + deg ^Cx> ^ deg ■ 

例 3 獅明 V 在 K |>] 中，如果 ce K . E e =/( j > 滅(妁，那么 deg /( x 3 ^deg gU )=^ 
证明由 =f ，且 i ， eK + * 因此 

0 = tfeg c ^ deg ) - t ~ cbg g ( jc ). 

由此推 d__ ■ /(*r) ^cit^g ^(,r> ― 0. 

例 4 设 i ? 是一个有单位元 U 关 0) 的环 # 对于尺，如果存在/士 R •使稱 

^ = /*! ^=1. 、 iij 士 ^ n ” 叫汽 

A 5 么称《 S 可逆元(或单位>.称 A 是“的逆元•记作 a E _ i £ 明；_果《是对逆宠，那么 u 的 
逆元唯一， ' 

证明假设 h A 都楚 a 的逆元 ，则 

Bfobi — (^,«) fr y = Uh = ^>4 „ 

1M n 4 / hQ / Pi = ^ (ci^ s ) — h t l , I 1 ’ 

因此 4 = a * 、 

例 s 讀:娜数环 z 中 d 为可逆元当且仅当《 = 士 u 
证明必嬰什，设"是町逆元，则存在 hH 使摺 

ah ^ L 

从而 a 垆 n .假如 w 乒± 1,则 u | >〗 * 从而在整数环 z 中荇带 余_法： 

] ^ Oa + 3, 0<1 <[ a |. 仏 

乂 存 1 =6 tJ 4-0, 

比较上面两 t 式子，据带余除法中余数的唯一性，傅 




1 — 0 * 

矛盾，因此 ii 二士], 

JE 分性由于1 • 1二1 . (— 1 H — I 〗=〗.因此1和 — t 邴是 z 中的可逆; ■ 
例6证 明：在 K |>1 中. / O ) 是町逆元当 且仅当是零次多项式，邱它是 K 中 
非零数 < 

证明必要性 * 在 ICU "] 中， 

/ U > 是可逆元 

« 存在 使得 / Cx )^( x ) = l , 

deg /Cx) ^ deg $0 办 

记 计忡 <'i i_ if 5 re k 、郅 f.i 「「 ； -= jj|!: y nf 逆 ‘ ■ 
例 7 设 R 是任意-个环， 

C ； 3) Otz 0, V a CE /? I 

(2> V a a( —b) = —ah % ( —a)h= —a,j, ( — a>( — b 、 = ab• 

证明 （ D 对任意 uei 有 

0a = (0 + D )<i ^ 0 没 + 0«, 

上式两边加上 （一 如），得 



1 v m ) a = m ( fi»j ). 



_ 


靖 7 斯多项式坏 


fiixi fe ) 


+ fih 


n(ab) — im)h — airih ) # 

证明若 m ， n 中有一个为仏侧第一 C 式显然成立 > 若 11 二 0, 則第三、麵式显然成立 • 

下设共 0* 由定义立即得到第一、二式 ■ 曲定义及环的加法的交換律 ，结合 
律立即 得到第三式， 

n(aJ») = a 6 卡 !+ … 士必 = (d + a 寺 -h a)i> 


fl 个 


个 


C m ) b 


同理可« ( u //) ^= a ( nh ) 


辦尺中•对于 £ ie ^, rteN P , 令 


lltrf 

)a — - n(_ a) 


可以证朋例 S 中的四个等式对于往意 Wd €： z 仍然成立. 
轻" 设尺 fi 环.对于旧 pt ,令 


个 


征明 ： 对于任意有 




证明由定义和环的乘法结合律立即得到 
例 in 设数域 k 上的级矩阵 a 为 


■ 


1 0 a 0 

其中 kn ，说明』苛逆， 并且求 a _ 1 _ 

解令 



0 


fe ■ * 


0 0 0 


If 


* i i 


则/\=^十（孖. 我们知道 
在 K [. r ] 中 1： 接计算可得 


( 1 — 工 )（1 + JT -f* * 1# t ' X 


wt t 


x n 


(9 J 


K [ H ] 可看成梟 K 的一个扩环 • 于是 z 用 一 fH 代入，从 (幻 式得 




(十 )][ 

(~ H - 


7 + 



HTi Hh * ■ * Hh 






GO) 


山 1- H w = t 】 •因此 UO ) 式成为 


/4 r H )(/- r H + F ^ 



p 警謇 


+ C -1)^| Sh 


从而 


(h +cm (+/ - f 汗 — ■… + ( - ir 1 1 ^-h r 1 j = i 


这表明 A=kl+cH 是可逆矩阵，并且 


g H 十卜 4 … +"(-[) 




H 


点评 


f £ 例 iO 中，利用一元多项式环 KO ] 的通用性质.求出了 n 级矩阵的逆矩鋅.进比 
用初等变换法求逆矩阵更 为简便 ，这是求逆矩阵的第 S 种方法.其他 &种方 法在本套书上 

册讲过，它们分則条;:伴随矩捧法，凑”雉阵法，初等变换法-转化为解线性方程组的方法， 
分块求逆法《 * r ' 


例 II 设 AeiVMK ), 并且设 A 的特征多项式为 

:| kl — A [ = (A — A! )MA — Ai > 4 … (A — A, >’_， 

其中 Ai tAi ，••• . A , 提两两不等的复敎， 4+4+ ■*•+/■ = 〜 冊明 t 对于 k&K 
征多项式为 

^ 4 A I ― (A " (A — ** w iX 


■矩阵 H 的特 


由此搏出*如果 a , 是 a 的逭特征值，那么 u sm mt r 重特征值 

证明设 A = G V ), 则 


薦 / 一 A i 


A —an 一 旮 ii 

一 Ctf 4 A 一 flu 




竹 








§ X ~a 


S (—】） 〜—叫 ， ） … （祕 ' _a m 


u'n 


其中心 是 Krom:cker 记号•由已知条件得 

X ) i - ir < ^ , *^( as I 


" 4 ^ (*- e (X^ hi — “h) … （站 t ) 

一 VT A I ' - V ■ 7 父 I 讀 

=CA — A t y- (A — Ar ) lj 叫 A — A, >、 

由于 K [ A ] 可#成是 K 的一个扩环,:因此不定元 A 用 I 代入•从 （ U ) 式得 





据行列式的定义 .（ m 式午垧是 f 厂 - a 的行列式.于娃 U 2) 式可写成 



( u > 式两边同乘以得 

| A J — M | = (A — kXi ) f » Q —kXjwU — MJ 、 

若 A , 是 A 的 /, 重特征值 肩从 ( l 4 》 式看出，蚁是 M 的/,重特征值. 

例12设数域 K 上〃 级矩阵 A 的特征多项式为 

|Al —A 卜 u — X ! ) 7 » u 〜又 2 >、… U — ; L , W . 

其中 A I ， Ar ，••• 1 A _ 是两两不等的复数 _ 证明 $ vV 的特征多项式为 

IA f - AM ^ (A — (A — Alh —a-A ； 

由此得出 * 如果九是 A 的 / , 重特征值•那么 JU 是 M 的曇少 （ 歆特征值， 

证明在例 U 中取 （= 一】，得一4的特疵多项式为 

U !— 卜 ■” | = ( X -(- DAi )^ < A ^ f - 1 V、..（a - (— l ) A , y - 


即 


I Ai + A 卜 <A + U + & A … U + A. I 、 




把 （15) 式与 U 6) 式相乘，得 

| A !f — A ” = ( A s — CI 7> 

据行列式的定义 ，（ n > 式左端完全展开后是妒的多项式.因此 （ m 式是中的一个等 
式，由于 fC [ b ] 可看成是 K 的一个扩环 ，周此 KO ] 的不定元 Y 可用 KU ] 中元素 A 代人. 

把 ( 17 ) 式左端展并成的多项式后，从此式得到 

|Ai - A 1 1 = ( A-AT )'* (A - Aj )^ … （A — W ., 08) 

Hjift fliVi 重特征值，则从 （1 们式看出， A ? 是⑸的至少彳重特征值（浊意，当 

有可能 ■ 
点评： 

在铕11和例12中，分别要先把行列式 IA /- AI 或 U E f _ AM 完全联开成 A 的多观式或 
K : 的多项式后，才能运用一元多项式环 fC [ A ] 璋 K £ f ] 的通用性風这一点要特别注意： 

习题 7. i 

】•在 KU ] 中，如果 / U 】 与反(》_次数都是3.，试问:的次数一定是3吗;? 
1 . 设 i ? 是有单位元1(#0)的环明#中的可搡元不可能是零因子 E 
3. 设数域 K 上《级矩阵 A 为 

_ 1 h b l “， ] 

0 1 h … A " 1 h wt 

- r * + ■* * *■■ ■«_ «■« 

0 0 Q … 1 b 

0 0 0 … 0 I 

说明 A 可逆，并且求 A ' 

4 _ 设 B 是数域 1 C 上的 ir 级幕零矩阵 * 其幂零指数为/，令 A td + JfcBwdeK '说 
明 A 可逆，并且求 A ' 

5* 设力是数域 K 上《级矩阵.证明，对任意.有 

(/ + A)* 1 = J + t'l^V + … +04’- 

6. 设数域/<上《级矩阵 A 的特征多项式为 

| Af — A | = (A ^ Ai} J, (A — A? … (A — A, Y> * 

… . a . 是两两不等的复数 .， 证明： / r 的特征多项式为 

Uf-A s CA-At>'* U 一 (A — 繼 :, 

由此得出•如果 A , 是 A 的6重特桩徽.那么 A ? 是沁 的至少 A 重特征值 ， ' 



7. 设數域 JC 上 w 级矩阵 A 的特征多项式同第 6 題所给出的，对于任一疋獷数 m. 证 
明、 A" 的特征多项式为 

U/ - A-'l- ( X — X ?>^ iX 巧 Ari、 … （A 一 AD、 

由此得出,如果 Jl 雜 A 的， 重持征值•那么; T ft A - 的至少/, S: 特征值」 

7 . 2 整除关系，带余除法 

7.2.1 内容精华 

海 T 瓣究一元多项式环 Bf [ x ] 的结构,我们从乘法运算入手.首先从乘法运算出整除 
的概念 * 然后对 f 没耔整除关系的阚 t 多项式，探索带余除法， 


定义 1 设 fix} 、聲 U) e K03* 如果存在 6 K[>J • 使得 /(x> = ， flp 么 

称整除 / CW . 记作杏则，称 Vd 不能整除 /(x>， 记作尽 
在定义1中要注 JfeM^e/CDr] 这个条件. 

H 麵 /(•!> 吋，称 # x ) 避 /< x ) 的一个因式，称 /( h 是只 ( JT > 的一令倍式 
从整除的定义容易推导出下列事实 

( 2 ) v / cx)eKMi 

< 3 > 4 J 歸 、V K • ， v /(-r)e K[,r], . 

螫除是集合 if [X] 中的 一 个二元 芦系. 它具有： 

⑴反身性，即 /U) I /U) ，V /( rJCKMi 

< 2 } 传递性，即若 I 尽且只心 0 ,则 fix) | hix } , a 

注意整除关系不具有对称性，即从 g ( _ r > | /(d 不能推出 f U ) I 只 • 

定义2在 KO ] 中，如果发 ( x > l / U ) 且 /( t ) 1贫(工).那么称 / U ) 与相伴，记作 

/( 』 ) 〜釔 ( 龙）。 

命题 I 在&|>]中./(^：>〜好(1)当迓仅当存在4『，使得 

fix) = c g(x) r 

证明充分性 ■ 设/&)4琴<0：),其中托1^，则 gU ) l /《 d s . 由于贫 U 卜% &)■ 



因此从而 /( y 〜岑 

必要性 ■设 /<尤) 〜 | r (工> •侧 /( x > | 真 ( ar ) 且尺 ( jt ) I / C ： t > _ 从而存霜 A ， (x) , A z Car) € 

KM ， 使得 

肾 (J：) = h] (x) f{j^y t fix) = hi (x)g(^) ¥ 

子是 / txJ — Vi-XjrJAi <^)/( jt ). < 1} 

如果 / U )= G ，那么从而 /( I ) 〜起 ( d _. T 面设 / Cd #0, 运用消奢律, JU 1> 


子是 /( x ) — A -( x )/ i ] < jr )/( jr) T (1) 

如赛 / U >=0 v 那么从而 / CB 〜下面镫 / u )_ o , 运用消去律•从 （ i > 
式得 

I — tx)* (2) 

据7, 1 节3,从 (2) 式得 ，deg /ij ( jt ) ^deg h 2 ( x )^ Q, m 从而 hj { x }=€* c ^ K 9 * 于是 / Or ) 

g ( x ) ^ ■ 

命题 2 {£ K[*r ] 中 * 如果 ^(jcJ I /,(.r) , r -U ， ….“ 那么对于任意 ( 丄 ? € 

KDih 都有 

f^(jr) I [« 3 (^)/| (j) + — 4 - « f (x)/.(x)]. 

命賴 2 的诋明见本节例 2. i _ 


二、带余除法 

KLd 中.如舉 ) 不雒整除 / lr > ，那么能有什么样 i 的结论呢?例如_设 fir ) 


⑴> 皇 . 则 


/D = — 1+ 1 = (x + D ^ tj ：) + L 

由此受到启发，猜脷有下述 结论： 

定理 1( 带余除法1设则在 / O ] 中存仵唯一的— 
对多项式 ACr )、 Kx )* 使得 

/(x> = /i(j-)^(^) +r(.r>* deg r(x> < deg 贫 (: r> . (3) 

其屮 /(』■ 〕 d ( 〗 分別 叫做破除式、除式 Jr : t ) 、 r < _r ? 分别叫做商式、余式、 （ 3 ) 式称为除法 

算式。 V : ' ” 

证明存在性.设 degN ,_ 

情形 1* m = 0 * 此时 g (, x )=^ b * b ^： K * I 于 j | 


/GO 


把 Q < deg ☆)■ 


情 形氱， > o , 且 dt ，/ (础 < 泔， 

Jix) — 0 尺 (j*) + fH deg fix} < deg g(x}, 

情形 S a m > a ， 里 tkg 对被除式的 S ^ fci # 敗学归纳法 • 假设对于次数小 
于 w 的被除式，命题的存在牲部分成立.现在来看《次多项式 / Gr ), 设 / Or ) aCr ) 的首项 


分别是于是的餘项是令 

f'(x、= /(j:) 一 戈）， ⑷ 

则細 AUXlt . 根据&纳傻设，存在 hbhrnweicu ]. 使得 

/i (j：) = h\ C^)^(x ) 十 n (jc) ， deg rj Cj) tleg x), (5) 

把 (5) 式代人 (4) 式.得 

/ <^>— /]( x ) + a ll bZ i ^ r^g ( x ) 

— Ui (4：) +a t bjx^ m }g(,3：y + n (jt>. (6) 

令 hU )^ h i ( x )+ a n h - l x m 则 

/(z ) 三 + r, f jt) * deg r, (x) < deg ^(x). ⑺ 

根据数学归纳法原理，定埋 1 的存在性部分得证. 

唯一性 > 设 / KzlHjrhMjrhrddgfCO ] , 使得 

~ /iCx)g-(x) + r<x} , deg r(x) < deg ^(x), (8) 

/U> = h rf (^g(x) -h r^Cj) * deg r fl (x) < deg g(x>i (9) 

则从 (8) U 9> 两式得 

lh(x) ― /*n(-r)]|f(^r) ^ r 0 {x) — r(x), (10) 

于是 

deg[A(jr) - /»„ C.r)] + deg g(j^) = deg[r t , (x) 一 r(.r)j •’• ' 

< maxfdeg r ff (x).,dcg Hjc)} < deg (] 1 > 


假如 h ix)^h n (jr) f PJ 11 )^19, de^fe( x> —A„ (x) ]<0 fl 矛盾 „ 因此从 
而心》■唯一性得证 ■ _ 

足理 I 表明，数域 JC 上的一元多项式环 K [>：1 是具有除法算式的环_除法算式是 
KO ] 中有关加法和乘法的第一个盧要等式，它非常有用* 

利用带余除法可以证明： 

推论 J 设/<工)•且容 (1) 判，则 g Cr > f / u ) 当且仅当发 U ) 除/(工>的 

余式为0、 

命题3设 / U )4 Cr )6 K |>〕， 数域 FSK , 则 
在 K [>] 中 wUM / Q ) 台在 F < jc > 中， 

证明必要性 * 设在尺[41中 * ，则存在 A ( J ：) & 使得 _f ( x ) ^ 

AU k ■由于 h 因此 / UO ，以 j ) , /“y $ F [^ j , 从而在 F [ x ] 中 wu > I /m 

充分性 * 设在 F |>] a ( x ) |/ U) a , 

当尺⑴护 o 时，在 iq >] 中作带余除怯，有 /“ z >， ru ) eKU ] •使# 

^ (x) = +r(or )， deg fix) <deg U2> 



由于 rU i，A 心）吃 FU ] ，因此 d >式也可以®成是在 FW 屮的带佘除法 
于在门>]中，此 r >|/( jr ), 因此据推论1 m - r ( r )- U . 从而在 A r D 4 中 , gf x ) 1/ Or ) ■ 
当容0>=0时_从滅得 */&>=()• 从而在 / C 0] 中，有 〆 x ) l /( j：U 
命题3表明，整除性不随数域的扩大而改变， 


■ 


* ■ • 


4 > 


利用带余除法还可以得到用_次多项式去除一个多项式的练合除法 
误 : /(d = 〜浐 Od > l ， 则由带余除法得 


0 


JftJf) ~ A(;r》Cr 一 .:> + r_ r E K\ 


从 （13) 式得 


由此得出. 


I (deg jf(x) ^ max (deg 
deg /(jr>=ci»fg /j{.r)( 

s deg /i( + r)+deg (a*^r) 

~deg h { x ) 4* i . 


c) i ckg H , 


•*-i 


因此 deg AU > = «— K 从爾可读 / Kj ) = ^ih^k 


比较 < 13 > 式两边的 t 项系数，得 


Q 


L * 


从而 


比较（13〉式两边的5次项的系数】，2_.〃^ — 11得 

A =—成 + A 卜 I • 
o. + cb 产 ， s = 1 • 2 • ••■ “r 一 U 

比较 U3) 两边的常数项，得 


从厢 


Of . =一 dn -f 

a c — r. 


从（⑷ ais >“】6) 獅 


(13) 


( H ) 


< I 5) 


C 16) 


a . 




>£2 I 


6 (( r 


£ t 4| 


办 u ‘ 




+6 ,r 如 +ftfjr 




于是求出了商式 A (> r ) = fe _ j jr fc ' 1 +1^ ~ h - ** 'l~b ^ ，余式 r > 
整数环 Z 中也有带余除法： 





定理 2 任给“ JIi| 存在唯一的一对整数心6使得 

a ^ qb + r* 0 ^ r < I 6 |i, (17> 

证明我们瞄准余数 n - qb 的形式和 r >0 的条件，暫虑集合 

S = { a — 妯 U e h - 姑之0|, 

首先要说明 S 非空集，从而商</才有可能 存在. 分两种情形:若则 0 — ( — #) + 
2&>0 | 若 6 <0，财12— ( 1 1 应&0 1! 因此 S 非窆集，）1|于 S 是自然数集的子集■因此： 5；必有雕 
小的数 ■ 没 S 中最小的数为 e —凇，令 — 据集合 S 的定义傳 •rgO, 下面述要证 
IA 1 •用反证法 * 償如 r>_| 6 1 ， 若 fr>0 1 则 r 一 &為0 « 从而 

r — b — a — qfi 0 , 

即 ia — (i/+1)^0* 于是 g — (g+l)AeS. 即 r 一 &6S - 但是这与 r 昜 S 中鍛小数 
矛®,若^<0，则1*+办為0*于是—砂+&友(】，即 a — 于是 — 1> 
d€S， 即 r+AeS . 但是 r+ACn 矛盾•所以 r <|6|_ 存在性得证, 

唯 一性， 假如还有整数〆，〆，使得 

« = 穿 '/，+ 〆 ， G < 〆 < I 6 I f 

则扣 + ri =“ + 人不妨设 rg〆， f & 

iq — q f 、b = / — r ^ 0, 

由于 0<r<Ml，0</<|AU 因此 r ^ r <\ h\ M 从而 

1 q ~ q，,= iir :< 1 - 

由此得出 .々一〆 =&■ 即，从而 r=〆, 、 ■ 

关于轚数环 Z 中的整除关系及其性质，我们把它们，放在本节习题的第5題中， 

* 三、带余除法的应用之一 a- 矩阵的相抵标准形 

本备书上册中.我们讲了教域 K 上的矩阵，现在我们把它推广成整环 R 上的矩眸， 

定义3设沒是一个格环，由 ft 中 i H 个元索排成的^行 rt 列的一张表称为/?上的 

一个 a ? X || 矩阵 ， 

可以像教域 K 上的矩阵那样，定义 R 上矩阵的加法、純 f 乘法 （用 R 中元素来矩阵 ）v 
乘法这三种运算■这番运算嫌足与教碱 K 上矩蜂一_的适算法则；还可以定义況上矩阵的 
三种初等行 ( 列 y 变換 （其中 初等行 （ 列）变换应 盩是用 j ? 中的 A 乘 某一行 c 列 >) _ 
可以像数域 K 上11鈒矩阵的行列式坪样，定义 R 上„级寒陣的行且同禅有行列式 
的 7 条性质以及行列式按一行（列)展开定理*对于整坏 ft 上的 w 綵矩阵 A . 同#可以有可 

逆矩阵的概念 《 但是要注愈上玲取矩阵 A 可逆的充吩必要条件是 | / VI 为 J ? 中的可逆 
今*整环 / T 上的矩阵的秩的概念通过子式来定义： -. 


定义 4 iS : ,_\是茫环 K 上的一个非零炬阵，如果、有一个 r 阶予式不为 I ，而所夼 
r + l 阶子式 （如果 有的话>全为0,部么称/\的秩为零矩阵的秩规定为 （>• 

设 K 是教城，整琢 K [: r ] 上的矩择称为七矩阵 , 用 A ( A >, iKA >..", 来记七雈阵，注意 
KCA ] 中的可逆元却是 K 中非零教，@此々銀阵的 3" 猶 初等赞《列） 变换可叙述成；用 K 中 
一个非本教乘某一行（列） • 

对于 A 妲阵 A U ) , BU ) ，如果可以通过一系列的初等行 （判) 变换把祕）变成 B ⑴, 
那么称 / UA ) 与6(4>相抵， 

利用 K [ A ] 令的带余除法可以证明下述关于1矩阵的相抵标准形的定理 4 

定理3 任意一个非零的级 A - 歧阵 A — 定相抵于对角 A ~ 矩阵： 

dmuid ^ iX ) . AU ) .… <1&) 
其中 式 （ A )|^ + T U >，~ M ,2, …， " 一 1，并且对于非零的心 U )\ 其首項系獻为 U 满足这些 
要求的 A - 矩阵 （18) 称为 A ( A > 的一个相抵标准形或 Smkh 标准形 ^ 

* 证明 对> 矩阵的级数 n 作教学妇纳法. 

« - 1时 MU ) 士 （ a (: A >). 诛的首項系教为6.用* 乘 AU ) 的第3行得， / V(U = 
(ft 于是 AU ) 就是 AU ) 的一个相抵标准形， 

杈设对于 "一 i 级 A 矩阵命岈成立*来* «级推零矩阵/\ U )= 【' ( A )), 不妨设 
“ , U ) 尹 ( K 否则对 A U ) 作两 ft 互换或两列互换.可 以使 所得矩阵的 U , 1 >元不为 （) > 令 

S — ( GCA ) = (gtf < A )> I 与 AU > 相抵 ju ( A > # OL 
取 sa )=( 心 u )) es , 使得 c ^ g 心 uxdeg mU 〉， 叶于一切的 gu 】 = 4va ) 并旦 
办 S 1 U 〗 的首项系教为 1 B 我们來证 A : U ) 整酴 BU ) 的第 ！ 行和第 1 刊的所有元素. 

假如心 i an ^,( A ), 对于某个 (2,3, …作带余除法得 

h n ( A ) = //( A ) A u ( A ) + r < A > t deg r ( A ) < deg b%x ik )» 

其中 KA )#0 i 把 BU ) 的第 1 行的 一 A ( A > 倍加到第 f 行上得到 BJA ), 則 氏(2)的“,1)先 
为 HA >, 再把 & U ) 的第 | 行与第1行 X 换得到 A ( AK 则 &( A ) 的 （ U 1) 元为 rU ) , 此时 
B : u ) es - 且 deg KA)(tbg VU ). 这与 B < vU 的驭法矛盾，所以心能嵆除 BU > 的第1 
列的所有元索 _ 同理可征 Au ( A > 能整除 B ( A ) 的第1行的所有元素，于是对于 BU ) 作一系 
列的 r 型初等行（列）变换可将 B ( x > 变成 


CXA) 


hn ( A ) 


D ( X ) 


am 


如 nmA ) u •鄒么 c ( i ) 就是 Aa ) 的一个相抵标准 形， 如果那么根据归鈉 
银设 ， DU ) 相抵于下述 n - l 級的对角 A - 矩降， 


ding cM A)- …, d m Q)} , 




4 


( 20 ) 




20 
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其中 . 并 J ■非零的 4( A > 其首項系教为 U 由 t 对 IHA ) 作 
初 等行 C 列） 变换变成 A •矩阵 【抑） 时，对 （ U ) 作相应的这些初等行（到 > 变换就变成 

diag {6a (A) »£/a^A) »^* p }. (21) 

于是 A U > 相抵于畤角 A 鉅 降 （21 :> .料下只要证明办 n CU 整除离 ( AU 假如心 ( A > V ； ⑴，作 
带余除法得 

d £ iX ) = hi tA )/ j :j U ) + n U ) ， deg r , Q > < (kg ha (Ah 
其中对 A - 矩阵 （21) 作下述初等变换： 


AU > 

f/j ( A ) 

0 

© 十② 1 
- 

0 

■ 

■ 

d s CA > 0 

d z > 0 

… 办' 

… o i 

■ 

■* 

0 

■ 

心 A ) 

'd 


0 

\ 

0 0 

■ 

… d m ( A ) 


A " a ) na > 0 … o 

_ _ 0 d ： Q) 0 … 0 

© 十① ■卜 AjU3) : \ : 

0 0 0 … 次⑴ 



n ( A } 

^ . 1 A ) 

0 *■* 

0 


d ：( k ) 

0 

嗜 

■琴 

0 

% 

0 ■“ 

Q 

0 

* 

壩 

(①霜). 

\ 

» 

# 

Kl 

_ _ 


T 

0 

0 

0 ••• 

d m W 

W 


最后的 A 矩阵记作/ 乂 Ah 它 A 于 S ■但是 d C R r fAXdcg l >：, (AU 達与 BU ) 的取法矛盾， 
爾此 〜（ A > l 4( A) e ' 

根据教学扭纳法原理，命超 为真釋 | 

关于 A - 矩阵 A U ) 的相抵标准形的唯一杜问題，我们把它留在下一节讨论 
定理： i 是时于； i 矩阵来奴述并且诖明的我们 T 以把它的叙迷略加修改•并 JL 类似地 
证明整教坏 Z 上的 m 級矩阵的相应定理， - • 

定理4 蝥敫坏 Z 上任一非本的 M 级矩阵4 —定相抵于 Z 上的对角矩阵： 

diag{fA ， c/ 2 •… ， d.) 9 (22) 

其中 = + di I f /,. , w = 1.2,，，， a —1. 满足这崔要求的矩阵 （22)# 为 

A 的一个相抵标准形或 Smith 标准形 3 

定理 4 的证 明与定理 3 类似.只 要把“首项系数为 I” 改成" 正整数 ' 把“次数 "改成“绝 




对值”即可， 

7.2.2 典型例题 

例1证明整除关系具有传递性，即在中，如果 / U ) UU ) 且那么 
证明由已知条件得，存在 hiKx ) € K [ jt ] , 使得 

j^(j> — h(jt)/(x) . h(jc) = 

从而 = v ( x ) i 4( a , )/( j ). 

因此 fU )\ hU >： U 

例 2 证明：在 ■，] 中.如果 k^>I 那么时 于任 意"（』），》、 

«,(文 V 6 K [ j ：]， 有 

^(jr) I [«] {jr)/j (jc) + -** -f- u,(jr)f t (x)2 - 
证明由已知条件得 * 存在使得 

fi ( x > — . i — 

从而 «t <^ J/i (* r ) 十… + i ^(； r ) f ,( x ) 

= ui ix)ht Ci > < g (^)4 r *** + ii J ( x ) A J ( jr )^< 1 2：> 

= [«i 十…+ «,(之）〜 ( 

H 此 ^( a ：) ] [ hj , (j >/i ( x ) H + ( x )]. 匿 

例 3 设 / Cr ) = jr * +2_ r 3 _5 jH -7，|^ r ) = P -： Lr + l : 用发 U ) 去除 / tr ), 求商式和 
余式 a 

解 f 一 3j ■十 1 +2X 1 — 5*r+ 7 x* + 5jr+ 14 

jf 4 一 

5 x a ^3^ — 5 x ^ h 7 
SjH 一 15 x & +5 j ： 

14，一 10 ^+7 ~ 钃、戀^ 

14 jr r & 42 je +14 

32j：-7 :' . 

因此 * 商式为 P +5 j ：+14, 余式为 3 E：r — 7 •即 

/(*r) = (x 1 + 5*r + 14)^(jr) H- (32j- ^ 7). 

例 4 ft /{ i ：} = x - — x v +4 j： f 4- a 4 jr + fl ^ + g ( x >= jr * f 2 _r — J . 求尿 （~ r ) 整除 / f .: r } 的充 
分必要条件 4 






* 
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解 3 I ^-3jr+I3 

^+2^-3^ _ — _ 

— 3: r J + 7 P + a 文 +£ i 0 
_3 j ,3 — Bj ： 1 + 9 j : 

13 X 1 + C<i] 一 9 )_r 十％ 

IZ ^+ ZSjt-SB __ 

Ui— 35)^+{^ +^39) 

u 

— 3 ^) jc + Cfl( t ^-39) =0 
㈡ d_— 35 = 0 旦 ^ + 39=0 
㈡ u' =35 S 如 = 一 39 - 

例 5 用综合除法求 x + 3 fU ) - 2x* - .r 5 十 S_i，一3 所得的商式与 余式， 

解 Ll,，»l ‘••• .」 I 、… 


2 —1 0 5 一 3 : -3 

— 6 21 —63;. 174 1 

2—7 21 -58 171 


因此，商式为 - 7 x *+21 jt — S 8* 余式为171^ 

例 6 ft 例 5 中# x + 3 除 /U ) 所得的商式记作仏 （ jt > ，接荇用： +: i 除 k {.「>所得的 

商式记作心 （ ir) ♦…， 如此进行 F 去，得到/ (/] 的-个表达式 * 称它为 j + 3的幂和 ： 把 
/U) 表示成 t +3 的幕和„ 

解在例5中巳求出 A 』(_ r > = 2/ — +21 jt — S 8, 余式为 17 U 


2 

— 7 

21 

-58 

! — » 


一 6 

3§ 

— 180 


2 

一 13 

60 

-238 



于是商式为 M 』 ) = 2/ —】 3_r + 60,余式为 一 238 T 



m 



—愚商式为19,余式为 117. 


一 19 


25 


于 M _式为 A : (_ r > = 2 * 余式为一尨，从而 

jf ( x ) = hi (^£){X + 3) + iJEl 


[/ i c U)U + 3) — 238 ](.r + 3) + 171 

[(2j ： — 1W (: r+3) +ll?]u + 3) f _238(x + 3) + 171 


[2(1 + 3> — 25]( j ： 十 3 ) J 十〖】 7 U 卡 3> 2 




238 Cx +3) + 171 


=ZJx + a)' - 網：十 3) J + 117U 十 : i> s -mCx + 3> + 17L 

点评； 

锏 6 利用综合除法把/(_1：>表示成了 x +3 的幂和的垠式，从®给出了多项式函数 /(W 


在3处的展开式.这句数学分析课中用泰勒级数公式求出的 /( x ) 在 x =-3 处的展 
开式一致. 

例7 证明 ： Htt 6 N ■.则在 K [ J "] 中，/一 i I Z • — 1 ㈡ d I 71。 

证明充分性 3 设⑷心 國显然有 


JT ’ _ 1 = (JC — l ) Cx r ! + x r ' 2 + …+ JC 十 I ). 

由于 KDc ] 可看成是 K 的一个扩环 * 因此不定元 I 可用/代人 ，从 上式得 

W — 1. = — 1)( 户 '■” +， r ” 


+ 


由此得出， 


3^—1 I 妒一1 


必要性 a 芘整数环 Z 中.作带余 除法: 


H 十 


_ 


0 < ? 4 


， 


假如 r # Cl . 则 


— 1 


=上 1 


jc r -} ,p t — I 


— 1) -r (y 


(23) 


由充分性所证的结论得， ^-11^-1, 
又由已知条神 得，/ _ 1 I x _ — , 

因此从 C 23) 式得， / — 1|/ — 1. 

由此推出 


d ^ r r \ 


这与 r < d 矛® p 因此 r = CU 从而 ■ 
例8旺 明； 设都是 iH 粮数 •则 对 f 上 一整数 <i ， 有 〆 一 ]I tT 一 1 i n , 

证明充分性 * 设劓》,则在 JC |>] 中显然有 

x* ~ 1 ^ (文一 1)( 尤广 1 々十 …+ 之 + I), 

文用 〆 代入，从 上式得 

a 4 ■ — 1 = C〆 一1> U 與广 u 十 + .“ + V + 1>、 

由此得出 .〆 一 — l 

必要性的址明与例7的必要性#:明类似. ■ 

★例 9 求 T 述 A - 矩阵的一个相抵标准形^ 

A — 1 3 —4 

A < A ) ^ -4 A + 7 一 8 L 

一 6 7 A -7 

K ‘ 

解首先，使士矩阵的 n ， i ) 元变成能整除该矩阵的所有元素，从而可把第1行和 

第1列的其他元素变成 o s 然后把右下角矩阵的<1, 1) 元也变成能整條该矩阵的所有萍 
素，依次进行下去， 



② 1 + © v (A — 1 > 

③ +< Da 



1 3 k — I 

0 4 A 十4 f —2 A -3 --^ 

0 3^ H - 7 A : — A — 6 



I ;0_- 

A +】 

32七7 


0 

■j"CA 一 3)CA + 1) 
4 , 

n —6 




0 

X+l 
3 A H ~ 7 


0 

o 1 

j ( A - 3 )U + 1) 



0 

0 

-^CA — 3) (A + 1) 




0 

1 

A + 1 
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M 


10 0 

1 ||i 

1 0 0 1 

0 1 CA -3 KA + 1) 


0 1 0 

0 0 - U -3 KA + I ) 5 

1 i 1 


0 0 ( A -3 )(A + 1) 2 

翟 


最后一 个; I - 矩阵鱿是 A ( A ) 的一个相抵标准形.其中 = 1 •山 （ A > = l , rfiU > = U — 3) 
( A + l > 3 , 

* 例 10 —元多项式环 K[i] 的一个推空子集 J 如果对臧法封闭，并且满足 

/( 工 > 6 Kixl B. gi^y 6 i ， f(jr)g<j：) 6 J* 

邶幺称 J &KO ! 的一个理想子环，简你为理想 H 证明的任一理想/ S 由®—个多 
项式的倍式组成的集合 # 

证明若 J = |0} •则 J 是由0的倍式组成 的集合 4 

T 设彳 ok & i 的所有作零多项式中取一个次数最低的多项式，任取 
作带余 除法： 

f(j：) = h{^)m(x) H- r(^) ,deg r(x) < deg m(x) t 
由于 J 是理想，因此 

r(^> ^ fi^) — A ( 上 ) fnC*r> 6 /, 

偁如 K _ r )#0, 则这与 m ( jr ) 的取法矛盾 ■ 因此 rU >=0 .从而 / tx > 又显髅 

”1(1) 的任一倍式厲于/ # 因此 . f 是向 m ( JT > 的所有倍式组成的集合， 

点评： 

从例】0的证明看出，带余除法起了关键作用， 

习题7,2 

I . 用足0： 》 除/(工），求商式与余式 t 

< U / (jt) —j: 4 一 3/ — 2.r — 1 ，及 C j) 

2* 设 / Cr )=_ r 4 一 3 x " 十 a r x + 爲 = f — 3之+1，求琴{上）整餘/(文）的充分必要 

条件， 

3-用综合除法求一次多项式除 /(* r > 所得的商式 t 
Cl ) /( x ) = 3 x 4 — 5» r a +2 _r — 1 > g ( x ) — j -—*4； 

【2) /(- s ^ = 5： r 3 — 3 j 十 4, g (_ r ) = : r +2, 

4. 把第 3 题的第（2 〗 小题中的 / U ) 表示成 x +2 的幕和 • 


■ 
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5. 设《、 ^1 如果有使得 a = 那么称 6 粮除 〜记作 /&■ 此时称 6 是 a 的 
因数（或因子），称 a 是 & 的倍数 . 证明 t 

⑴如果&隣且料试此时称《与6相伴），那 & «=± A f 反之也成立1 
(2) 如果 aMa 6 k , 那么 

C « i ) 如果 /j I a , “ = 1 1 2•…， j . 那么对任意 h _ …- t Z •有 h \ u \ a \ + u a - 十 •. ■十 u j 
(4) 如果 6 U 且 a 迖0,那么 fA | 矣 U |. r f : p 

6- 设 A 是数域 K 上的 Ti 级矩阵， 


JXA ) = /V — 4 A 2 + 7 A — l , g ( A ) = A —21. 
求 h £A) f r(A>tffi#/(A>^A(A)f CA>+r(A), 

求下列 1 矩阵的相抵标准形： 


(1) 


A —i 

0 


4 A _ 4 

0 

j <2) 

2 -1 

k~Z 

i 



A — 4 

^5 



X ^7 

9 


-2 1 
一 3 
A — 4 


7 . 3 最大公因式 


7-3.1 内容精华 


利用带余除法和幣除的性质•本节要准导出一元多项式坏 K [>] 中有关加法和乘法的 
又一些重要等式,， 


最大公因式 • ' < 

定义 ■ K [ X ] 中多项式 /( JT ) 与的’个公因式 4/(_ r ) 如果满足下述条件 ； 对〒 

/< r ) 与^ 7 >的任一公因式 c ( j ：)， 都杏那么称 ) 是/(^>与的一个最 

大公 因式， -；■ 3 i ^ 

定义 1 中的条件刻画了 是 / ( W 与的公因式中的大者 •' 另一种自然的 

想法是把 /( W 与 Wx ) 的公因式组成的集合申，次数最髙的多埂 式定文 为八」与 g( ^ }m 
最大公因式^但是这样定义最大公因式就不容易求两个多项式的最大公因式，也无法确定 
0与0的最大公因式(因为任一多项式都是0与0的公因式) •. 而采用定义1所述的条件就 
比较容易求出两个多项式的最大公因式,例如，用定义1立即 褐到： /&) 是 / oy 与0的一 


7.3 最大公闳式 
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个最大公因式.特别地 j 是0与0的最大公因式从定义1 @可職.对 F 本全为0的两 
个多项式 /(X) 与■它们的最太公因式是次数最高的公因式 ■ 

由最大公因式的定义容易看出；如果/(尤>与的最大公因式存在，那么 / G ) 与 


rCr > 的任霹两个最大公因式 < (戈)与是相伴的，即它们相差一个推零数因子（由于 
婼 / O ) 与的一个最大公 ■式 ■因此4(1)丨4(1);同理4(尤）1汶（1>.从而 


4 与禹0:5相伴) * 如果 / U ) 与不全为0,那么它们的最大公因式不是0,于是我 

们用(/心>.贫(工>>(或者仏表示首项系数为1的最大公因式，简称为 
/ U > 与的首一最大公因式 d 
在 K |>]_ .如果 


f /(^> 与 jr (> r ) 的公因式}二 {> fcr > 与 q ( x ) 的公因式 }. 

那么{/«本> 与总 CD 的最大公因式 } = 与礼 r ) 的最大公因式 h 理由如下: 

设逛与的一个般大公因式，则由己知条件得退与 0 x > 的 
一个公因式 任取 pti ) 与的-个 公因式 i ( Jf )* 则 dx > 是 ACa > 与>的〜个公因 
式-于是 cU ) lif ( x ). 从而是 〆 x ) 与 g ( i ) 的—个最大公因式 ，闻理 •设 Mb ) 是 
/ > Cx ) 与的一个最太驽 因式， 则议⑴也是 / U ) 与 g (： t > 的一个最大公 因式, 因此 
{/(名}与茗(於的最太公因式}=鉍(龙>与夺(_的最女公因式1 
曲 此结论立即得到^若心6€ K ' 则 

!/ U ) 与的最大公因式 }-= U /( x > 与的最大公因式 U 
还可得到 £ 

引理在 KO ] 中•如果有等式 

fix ) — hix ) g ( j ：} + r ( jr ) 

成立，那么 


《/【^:)与 kU > 的最大公因式 I = iM 与 Ki ) 的最太公因式 h 
证明设 c { jr>m / Ch 与的公因式•则 

cix ) I /( jt ) — h { x ) gix }^ 

从而 c ( j -) [ r ( x ). 于是 (龙 > 是 g ( x ) 与 Kjr ) 的公因式， 

设 wU ) 是#^>与 r ( x ) 的公因式，则 

w(JT) 1 h(x)g(x} 4- r( x} t 

从于是 《( x ) 是 /( h 与反 的公因式■因此 

与 ffCr ) 的公因式丨= <片(工）与 r ( xJ 的公 因式} 

于是 f /(』) 与 |： Cr ) 的般大公因式 〖 = UU ) 与 rU ) 的最大公因式 L _ 
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由于 iCO ] 中有除法算式 t 因此根据引理可以用 辗转描 除法求_ 与^ ^ 的最大 

麵式，奠 中咖) 即,我们町以证明， 

定理1对于 KLrJ 中任意两个多项式 fUy 与 gijr ) •存在它们的一个最大公因式 
_并具存在 《 C _ rWx )6 K [ i ], 使得 


dC : t ) = + v ( x ) g ( x ), ⑴ 

证明如果 g ( jr >=0, 那么 /( 事）就是 / Cx ) 与 £(* r ) 的一个最大公因式，，并且 /(1)= 
]* / u>+i • o ? F 面设好 u )# o , 据带余除法得 

/( 工） = A“ ： r) 发 (jr) + r] ( 之）， deg r x (j*) < deg g(x ); 

若 A ( jt ) 表 0,则 


硿 Cjr) ^ Aj(jr)rj (jr> + r 2 (jc), 

若则 

t j：> — /)j Cx) r ： (_r) + ra(x ) ， 

如此辗转相餘 T 去，所得余戎的次数不断 降低, 
在有限次辗转柑除后，必然出现余式为0_即 


deg r t {xy < deg n (x); 
tieg r a ix) < deg r 3 (j) t 

由于非零多項式的次数都是自然数 .因 此 


U>r t ^ (x) deg r, jCj) < d^g r^ 2 (jr)* 

(x) — deg (a 1 ) < deg r r i Cjt) t 

r t ^, (j：) - (jr)r # (x> 

由于是 iv ( x ) 与 0 的一个最大公■式•因此据引理，从上述等式的最后一个式 子得出 ， 

r ,( d 是与>_ ( x > 的一个最大公因式 t 从倒数第二个等式得, r , (』.）是 r,_ s (幻与 

的一个最大公因式，依次往上推，最后得出 a 是与^^的一个爨大公因 

式《这证明了 ：在对 /(尤)省 iCt ) 作辗转相除时•最后—个不等于零的余式是与 （a 
的一个最大公因式 。 ^ 

从上述等式中倒数第二个式子往上推，得 


r, (x) ~ r^j Cx) —/!, (x)r「 t (j) 

= r^ a (jr) j ) - U.r)r,, z Lr )」 


= u ( jc ) f ( x ) + « 

其中 K [ xj , _ 

定理】的1正明中给出了求 / U ) 与 ) 的 M 大公因式的方法，称它为辗转相除法它 
是求任意两个多项式的最大公因式的统—的1机械的方法，非常有用 ° 

公式 (1) 是 K |>] 中关于加法和乘法的篛二个重要等式•它很有用。 



二' 互素 

. 定义2设 ku ], 如果1，那么称 / u ) 与 ) 互素 ■ 

由定义2立即得出，玫1>]中/( X )与互素当思仪当它们的公因式都愚 K 中非 
零数 《 

由定义2和定理1以及 t 述结论可以推导出： 

定理2 K |>] 中两个多琐式 / U :) 与素的充分必要条件是 * 存在 H X « rKWA)e 

KM , 使得 

I ； . M(^)/(x)7hv(A)g(jr) = L <2) 

证明必要性*从定理1立即 W 出 ^ 

充分性.设 <2 > 式成立，若 r < r ) / ( r ) {! * 则 t > I I ■ 从而 K 中推 

零数.因此 /< W 与 ifU ) 互索， ■ 

定理 2 是十分重要的结论 *公式《> 是 Kl >] 中关于加法与乘法的第三个重要等式， 

利用辗转相除法可以址明： 

命應1设/⑴与 A ) eKW ， 数攄 F 3 K V 则 /( r ) 与甘 UX 在 KU ] 中的 f 一最大 
公因式等于它们在 FU ) 中的首一最大公因式 # 即 / c : r ) 与贫 ( W 的首一最大公，因式不随数 
域的扩大而改变. 

证明设 /( d 与发 Gr ) 不全为零 . ft KDr ] 中对 /( W 与做辗转梱除法，设最后一 
个不等于0的余式是其首项系数为 f 、 则 fr , tr ) 是 /<: r > 与贫 fj ) 在 K |>1 中的首 一 
M 大公因式 & 由于# feK 因此 /( W 与在 KDt ：] 中做的辗转相除法可看成是它们在 
f [>] 中做的辗转相除法_从而也是 /( d 与 itCjt ) 在 FO ] 中的首一最大公因式 •. 

， 飞1 心■、： 1. r ,” ，「， 1 ; 1； i： . ■ 

由命题1 立师得 到： 

推论!设 /( x )^( x)e K [. r : l ， 数域 FQK , m fU } 与在 K [ jO 中互索当 a 仅 
当 / h ? 与片 U ) 在 F [ X ] 中互即互素性 f 随数域的扩大而 改变. 

KO ] 中，两个多项式互索当且仅当它们的公因式都是 K 中#尊数^由，此直观地可以 
術测有关互索的一些性质： A 

性质1在中，如果 * 

/Co ：) 丨 g(x}h(^) t S.(/(jt) ,g(jc) ) = 1# 

那么 /( j ) I h ( x }. . V - 

证明由于 (/< ,足 ( i ) >= ms 此存在 《( x ) e km . 使得 
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从而 (3) 

由亍 /< x > k (. i :> AGr )* 因此从<3)式得， / D |/ K _ r >, _ 

性质2 在尺£^]咿，如果 / k )| A < Jt :)，# U > I A ( x )， 且 C / 化) •在（: r )> = ], 那么 
f ( x ) g {^}\ hix) m ' ’ ， " 

证明由 〒•/( n ukx )* w 此存 rt ■:户 ( weh [: r ], 使得 

H = p ( x )/(^). (4) 

由于昇 Ca :) l 4( j ), 因此 g ( i >| jp <： r )/( jr )- 由于(餐(龙) •/{ x >) = l，H 此 g (本 ） I p (4 P )* 从而 
存在 g ( JT > eifDr ]， 使得 pCj )= gCx )| fCjr >, 代人 （4 >式得 * 4 (d j ) 嚴 0)/ U >• 因此 

/ t ^ r )^< jr )[ A (^). _ 

性质3在 Kj >] 中.如果 

</ Cx ), A ( j >» = 1, ( gu ) ihix)y = k 
那么 （/( j ) 纪 (, r >(> r )) = !• 

性喷 3 可以用定理 2 卟明性可以推广 成为， < x ), ACx >)= l . i - K 2^^,,, 
则 （(/t ( jt )/* ( x )**-/. ( ar ) Ji ( j .) =1 * 

多个多项式的最大公因式和互棄 

KM 中，多个多项式的最大公因式的槪念与两个多瓚式的最大公與 式类似 _ KM 
中 • A uy 、 f “ xh …I 乂 （ jt ) 的一个公因式4 & ) 如果满足 * f 述条件： /i (a：》 ， /r ( jt ) , 

/,{工)的饪一公_式 rOO 都能整 除 d ( jr ) ，那么 d ( yy 称为 J \ (尤),/山 ) ，…, /_(： r > 的一个最 

大公因式。 

从多个多项式的最大公因式的定义立即得到；在/0>]中$个多项式/, Cx ), iVU >, 
… d Or > 的最大公因式如果存在•那么它在相伴的鳶义下是唯—的 。 时于 J ，不全为0的 

多项式 jyu ) • / Ud ， 它们的最大公因式不是0•从而我们用(/ ! U ), … ,/, Orn 表示首 

项系数为〗的最大公因式•简称为首一最大公因式 • 

用数学归纳法可以证明：在 KDrl 电•任意 f 个<你）多项式乃 U >， AU ) t - u/Asm 
最大公因式存在 • | E ■如下 r 

s = 2 时*已证 y \ Cr ) 与 /“ iWj 锻大公因式存在， 

假设 s — 1个多项 式的卑 大公因式存在•来看 J 个多项式/ 1 (|).八(|),_,/^>■据 
归纳®设.坷以设 */, (1>是/•…，人 — H > 的一个 M 大公闲式•设 t /(. r ) 是义 （ x > 与 
的一个最大公因式，则从 = … ，广 1 ■可得 



? a 觖太公珉式 

/ = 1.2,…，从耐 (: r ) 是/，! Cjt ) 的一个公因式。任取 /j ( jr ) ¥ — t 

，/; U ) 的一个公因式 eb ) •则 cij ^) Id , 从而 ) I dix ) ，因此 

dU ) 是 fiOcy ，“•，/• JjrK / ih ) 的一个最大公因式. 

据数#归纳法 m 理，任贲.、0>2>，多项式的掖大公因式存在， 

从上述证明，>:即得出 ：对 7、 1 M 夺为 I - 的多项式/工 r ) •/々 >，•' fJ.rKfi 

(/ i ( x >，/ 2 {. r ). …， / A 】） = (4/ j (, r )， … ./ r t ( j ”,/,(_ r )}. (5) 

从而有中多项式 16(1) 1 r = 1 _2 •… * S . 陡得 

( x>/i Cx ) + b 5 ( x )/* ( j ；> -h * # * + « f f jt )/, ( x ) 

^ C/i (±) ,/.( x > (6) 

定义 3 K[x j 中“个多项式 /! ( i ) , /: (_ r 》，…彳 U ) 如梁满足 （/, (d . M : r ), 

/ f ( x » = 1, 那么称 i (之） ， … _/■ (i) 苴索 ■ 

定理 3 在 K b J 中， / ( iO , / 【 ，i >, … • 厂 （ ， ） ¥ 素的充分必耍条忡 ®. 存在… C . r )* 
Kj . ( jr ) ^ K [JT ] ，使得 

U t (x)/l (j> + + … + 叫 ( 工 >/ ； ( 尤） =1_ (7) 

注意 ； sis^y 个多项式互素酹，它们不^定两爾互素. 

在把数杯 z 中，类似 地可讨论最大 S ■因数和 f . 蒺的概念，以及它们的性质，下面把它 
们列举出来，证明留给读者， 

定义4整数《与6的一个公_数^/如果满足下述条件 W 与 A 的 ft ，公因数 r 都能轚 
除 d ，那么称 d 是 a 与& 的 一 t " 最大公因式. 

定理 4 任给两个整数 a 与6•都存在它们的一个最大公因歎 a 并且存在螫数 《, v ， 

使得 

wiH - vh — d { (g ) 

从定义 4 得出*若心，遢都是整1^与*的廄大公因式_，则鎢=士心 ■若 。与办不全 

为0•则 fl 与6的最大公因数條有两个，它们互为相反数 # 用表示正的那个最大公因 
数，或者记作 g . c . dia , b) m 

定义 S 设 uAtZ * 如果 U , 扑=1•那表 a 与&互聚 

定理 5 两个整数 a 与互素仅当存在 w 1& Z ,使得 

uci 4- tA = 1 (9> 

互素的整数的性质：在 Z 中， 
a ) 若刎&，且则 air : 

(2》若 alc . M “. EU ， 办> & 1,则 Mkt ■ ， 

(33 若与】 ，帅 |( 祕， 3^ 亡 1 力 • r ， r Pi • . .i' 


性质 3 可以推广成■■若 （【 u ) = K 卢 1.2 •… .5, 则 

在 Z 中， CJ , t ….义的一个公因数 d 如果满足下述条件的 任一公 闲数 i 

能整除 L 那么称 d 是 q _〜，•"< 的一个最大公因数. 

从多个整数的.最大公因数的定义得出•不全为0的整数 A ,兩，〜的最大公因数恰 
有两个.它们互为相 反歎. 我们约定用 U i: ，办，， •_ 4 J 表示正的那个最大公国数*或者记作 

g ， C - d ( U \ tUi f *** ,«【 ）， 一 i • , ! i 

用数学归纳法可以证明.任意 fG>2> 个螫数都有最大公因数.由此得出，对于不全为 
0的整敢 A f … ta M f ^ 

(a】，iij Ca! f oj •… fa^| ) .a.) 

从而眷在 Wi ， iif ， "• t w, € 式，使得 

+" + W •这 P = (« 1.©2 ,-“，£!，） ■ — . 

对于 i 个整数 til . a :. … * a , ，如果，…， “,）=1 .那么称…，… < 互素 
… 』： * …，仏互素当且仅当 存在〜，⑷ ，… z , 使得 

Wifli -)- •_* 十 tt M U , - 1 , . 

整数 ”》 称为整数《与的最小公倍数，如果 

1 4 I W wb\m t 

2 p 从 iU 4|/ 可推出 mU _ 

可以证明 •任意 两个整数都有最小公倍数，若 U 与6不全为0,则 a 与&的最小公倍数 
恰有两个.且它们互为相反数 5 用 !>•« 表葙 茈的那个最小公倍数，若 G >0 4>0,则 [ u ,6] 

fa , A )* 


典四、最大公因式的应用之 一: A - 矩阵的行列式因子 

定义 6 设 AU ) 是一个 sXn A - 矩阵，对于正整数 ka ^ k < Mun )) . AU ) 的所有 ir 
级子 式的首 一最大公因式 IJ *( A ) 称为 *4( A > 的 A 阶行列式因子。 

定理6相抵的 A ， 矩阵，它们的铁相等，并且各玢行列式因子也对应相等 

证明尺要证1矩阵的初等行（列）变換不改变 A 矩阵的秩.以及各阶行列式因子 
设 


A(X) 




包含第 j 行但蔘乜含第 |- 行的走聊子式是 A ( A ) 的一个為阶子式与另一个 A 阶子式 
的办 U ) 倍或者一 A ( A ) 倍的和， B ( A ) 的其余4阶予式等于 A ( A ) 中对应的 A 阶子式 a 因此 
AU > 的所有々阶于式的公因式能整除 BU ) 的所有 A 阶予式。由于 
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# 
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BiX) 


❿ +#€ -娜 i 


A(Al 


因此搪刚银得的结錢#, BOO 的所有 i ： 阶子式的公因式能整除八（义>的所有是阶子式 & 由 
此推出 ./ VCA ) 的 A 阶行列式因于等于的6阶行列式因于 • _ ' ' 

设 


MX ) 


⑽靡 
- - - —— ♦ 


ra >， 


则 cu > 的任_ *阶子式或者等干4 u 》 的某个 a 阶子式，贏者等于 a ( a ) 的某个 a 阶子式反 
号，因此 ACA >4 CU ) 的於阶行列式因子相等. 

设 .• ，•: ‘… a . W • 、 


Aay ^ oa ), 

则 G ( A ) 的任一 A 阶子式或等于 _\ U ) 的臬卜々阶子式•或*等于 . UA ) 的某个 A 阶子式的 
c 倍，固此6(4>的 ♦ 阶行列式因子等于 A 00的办阶行列式闶子. 

同理可证矩阵经过初等列变換 * 不改变各阶行列式因子， 

根掘 A - 矩阵的秩的定义，初等行 （ 到）变换不改变 灸矩阵 的秩1 ■ 

据12节的“内容情华”中的定理3得，任一非零的 n 级 A 矩阵」相抵于下述时龟 A - 
矩阵； 


diag ( diiA ^ - ‘( A ) •_" - - (10) 

其中 4144 t U>,i = 1,2，， *«- U# 且非本的 AQ> 其首项系数为 1 . 现在来计年 A 矩 
阵 (JG) 的各阶行列式因子。设 

d, (A) # 0 f j = 1 1 ， 2 1 -** *r ； (UA)= … = d_(A 、= 0* 

ik D ,< A ) = (^ ] ( A),^ J CA ).- T ^ a >*0, —*0)= r /| ( A >* 

Di (A) — {d- t (A ^d t (X ^ •£/』 (A >nJ〆 JO ， … ，心 —i (X)d f (A) _CK … ， 0) 

= di (X)eiM (A) * 


D, CA)=i/i O >d z (A )-*-</,{A), (11) 

( A ) = —^ D b ( A )=^0. 


根据定理 6. D , a >, D ： U )-.-, D ,. U ) 也是 A 00 的各阶行列式因于由上述式于得到 


^i(A> - Di <X ) 




< 12 ) 


d ⑴ = r ) “又） 

A ( A ?* 1 ■■ 

这表明 a ( a > 的相抵标准形中主对 Ifl 线上的非零无可以用 A 的行列式因子计算出.固此 
/ UA ) 的相抵标准形中主对角线上的非零元是唯一确定的 • 其卜数等于 /UA ) 的妷这徉我 


们证明了下面的定理: 
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定理7 w 绂 A ， 矩阵 AU ) 的相抵标准形是嘷一的 画: 

定义 7 u 級矩阵 U ) 的相牴标准形 t 主吋角线上的惟家元 A (i > , 

400 称为 AGO 的不 变因子 ^ 

定理 S 两个《级 A 矩阵細抵的充分必要奈淖是它们有相同的不变园子.或者有相同 
的各阶行列式因子 ■ 

证明是很容易的，请读者自已写出， 

从《11 ) 式立即得出 ， A f A > | D , _ t U > = 11 … j U 因此在求 A(X ) 的各阶行列式因 
子时，往往先求出最高咿的行列式因子 * 较为簡便， 

设 A 是数域 K 上的"阶矩阵， A 称为 A 的特 征矩阵 * 由于 lAf —A| 是 A 的 H 次多 
項式•因此 Af — A 的《阶行列式因子 f 人 U > = | AJ — A 丨泸由于 
R im 3 U ) -»< W > , s A Al - A 的不定 因子有 U 个•并且 

本 CAWlUJ …心 a > = D n iX ) - I XI-A 1. 

即 A /—*4 的个不吏因子的乘积等于 A 的特征多 项式: 

设 AU ) 是《级可逆的 A ， 矩阵 •則 \AW I 是 K 中非零教 • 于是 B m uy - | A ( A ) [ =1* 

从而 , 

AU ) = 1, I = 1 ,2,…， w * 

因此 ( A ) 11 112* 

这江明 了； 《 汍可逆的 A - 矩阵的相抵标准形为举位矩阵/于是《级可逆的 A 矩阵经过一 
展列初等行（列）变换能爱成单位矩陣 I 

由单位趄阵/经过一次 A - 矩阵的初苧行（列 ） 变换符到的矩阵称为軔等 A - 矩阵 t 容岛 
肴出 * 初等 A - 矩阵都是可逆的吋心矩阵\ ( A ) 作一次初: f 汙（列 ） 变換就相当亍用一个相 
应的初等 A - 矩阵左 C 右）乘 AU ). 于是容&推出下列结论： 

«级1矩阵可逆当且仅当它可以表示成一系列 M 等 A 矩阵的 乘积， 

两个 " 级 A - 矩阵 AU ) 与 BU ) 栩抵当觅仅当存在可逆的七矩陣 PU ) 和 QU ) •使 

得 B ( A )= PU)A ⑴ Q<AX 

7.3.2 典型例题 

. • - . ' 

例1求 /&) 与的宵 M 大公西式，件§_把它表示成 / ui 与 W d 的一个组合 s 

， j ^ i^y ^ 3 ^z ■ — 念， . — 3*|； 4 一 一 .7： c . 十 



3x ^4 3 x 1 —x" ^ 7 x H~ 4 

+ 3x e — 3x 

— 4 ^ c 一 4工相 


3/( jr) 


Sx 1 


+ 9 j —6 


3x* "x* ^ 7 jc 3 +4j! 

j ： 1 + T x 3 4 - 5 工 一 fi 






r, i-r> 


22 


j 


22 


22 


n (jr )= ：r ’ 十义 一 1 


因此 

由宁 


C /( x > ，真 U ) ) — dfU ) tir ( jr )) +丈 一 1 


3/(1 > 




)篡(乂)十 n ( x ) 


C3x—4) 「.r 3 D T+ o 


因此 


(/ Cj :) f gCjc )) 


22 


( x ) 


4[ 3 , 


3/( x J — i' *aH" 


)叫 


|/4>_(蠢1+~^_ 


* 


例 2 证明：在 KO ] 中，如果 / Cr > 与片 Cr ) 不全为 CK 那么 

f /( 复） g(w V = , 

((/Cjt) t^Cx) > ' (/tx) ,g<jr))) ' 

证明设 /( j :) = M j U f (.. r ) , g ( x ) Ug ( s )^ g i ( x }{ f (. r ), g ( x ) : K 
据定理 1 * 存在 M ( J">e KXx ] i ， 使得 

uix ) f < x ) 牛 〆 =» (/( jc ), g ( o ：)>- 

即 «(- c)/j Cjt )(/ Cx ) ■尺 < x ” 十方 & t fO ) t g(j )) 

由消去律，得 


因此 


例3 


uia：) t\{j：) +'v(.a ： ')j^t (x) — t. 

</i ( x >»^ 3 '(^)) — 1 j , 

设 / Cx )^< jr )6 ICpr ] * a 、6 、 e ' d 6 馬* 使得 _ 任明 

(a/C,) + %Cl> “/(』> + dg( r}) ^ ( /(J-) ，龙 (X)), 



证朗若 丨 /(Jt ) 且 c<Jr>l^(^>tjWI 

fCx) I af(^x) + bg (jt*> t itjc) [ c/(. ： r) f dgix)n 

设 pix ^ > • qix } — cf { x )^ rd ^{ x ) » 

由于 ad- hc^ . 因此可解得 


/< a :) 






gix) =- ad - k P(X ) + ^ d — bc ^^^ 

若 hCx) I / >(x)M /i(i) 则 h(jr) 1/( 尤>思 h{j ： )\g{x) u 

因此 （ p <: r ) 与 i 7 U > 的公因式}={/4)与 gU ) 的公珥式 L 

_ 此得出， U / b >+ M ( JT > , t / Cr > i = ■ 

例 4 证明 t 在 KS >2 中，如果 C /, g 》= l , 那么 

⑴ （ /-/ 十釔 > =1 ， ( 萁， /+ 尺 > 专 1| 

⑵: （/>，/+gX 
证明 （1) 据例3的结论得 

C/，/ 十 #> = (1/ + 0 沒 ，1 • /+ I * g} (J\g) = I, 

(if，/ + 其 ）= (Of + lg*l/+ = f/»g> ^ L 

<2> 由第（1>小题结论和性质 3 立即得到 

(/R ，/+ 宮） = I* _ 

例5证明；在 KO ] 中，如采 （/( X ),尺<石） ）-] ,那么对任意正整数 .，有 

证明由?(/(』).虞(孝)>二1，固此存在 W(J r 、 vCj )6 K |>] .使得 

u ( xyfix ) + v ( xygtjc ) = i + 03) 

由于 jn >] 可着成是 k 的一个扩环，因此不定元 r 可用代人，从 U 3) 式得 

tt(x*)/(^r fc, ) + = 1, (14) 

由于《 ( ， K K [ X ] •因此由 (14 > 式得 

(/( ： !■” ，尺 (X’W =】， _ 

点评： 

在例母中，运用一元多项式环 JC [ JT ] 的通用性质很容易她 证明了 （八■尽(^*>) = ；| , 

并且把道理讲淸 楚了. 如果没有讲一元多项式环 to 通用性质,那么例5的证明或者比较繁 
琐*或#没有把式中用 代替/ 的道理讲淸楚_ 

例6设 Ae ( K ),/( x >, ff < a ?>6 lf [ j ], 证 明： 如果 dU } 是 / U ) 与片 Q -) 的一个最 








7 * 3 矗太公因式 
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大公因式，那么齐次线性方 程组以 A )3 f =0 的解空 W W , 等于 / M ) X =0 的解空间％与 


g(A)X^O 的解空间的交 

证明由定理1，存在使得 

^<- c ) ^ w ( x )/( x ) + v (.^) g ( xi . (1.5) 

由于 K [ A ] 可賢成是 K 的一个扩环，因此 i 可用 A 代人.从 （15 >式得 

d { A ^ - u ( A ) f { A ) + ^( Ayg ( A >. (16> 

任取#1^门琢”则/14)^=0且总(八)刀=0.于是 

diA) ^ — u(A)f(A ) ^ 4^ ri( A) ^ iAy^q — 0. 

因此# %，从而 w 』 n W , 

设 / tx ) —( x ) lfCx ) % gtxy — g \ < x ) J ( x > 

MUmA 代人，从上面两式得， 


f(A) = /^A^diA^^gCA) = g] {A)d(A). 

任取托％，则 d(A>S=0 , 从呵 ' 

/( A )5 - ftiAydiA )^^ Q , g ] { A ) d (. A ) a ^ O . 

因此衣 e % n w ” 从而 w 3 n w ” 

综上所述得 t w ^ w . nwt . 


例 7 设 a e 鼠 （ /o • /vuo ,/ 2 (工） & ko ], i 己 /< x >-/ u ) f：uK 
证明； 如果 U i ( r ) ， /. ( i n = K 那么 /( H 二 0 的任一个解可以唯一地表示成厂 ( A)X = 0 
的一个解与 / 3 G 4) X =0 的一个解的和 ■ 

证期可表性 .■ 由于因此存在 uu )、 tiU > eK [4 i . 使得 


!!(，)/■(尤）+ iiCtJ/e Cr ) = L 

不定元 J :用 A 代人.从 （ lh 式得 


uiA)/, U3 + v(A)f t (A) = 1. 

_ 任取 /( a ) x=o 的一个解 p 则 /< a ) ? = o , 从 as ) 式得 1 

T) = !fj ~ aCAjy^ (A )i^+ v(A}f £ (A)^ 

由于 fuy ^f l (r)f 1 {.r\ t 因此 /( A)-= /, (A > J\(A) ，从而 


= ^ f A ) f \ ( A ) (A 3 jji 

= v(A>0 


(IT) 

(IS) 















A ( Ay ^^ f.iA ( A)rf 

^ w ( A )/( 

因此 0 ' 炉分别進 /, < A ) X - D ,/, CA ) X -0 的一个解 • 

唯一性 I 任取 /( A > X 二 o 的一个解 7 ，设 

1? “ 譬 + 铒* f ^] + Ss t 
其中丨 A 是的解，/土】，。则 

?| — 表=灸一负， 

用 W , 表示 /,( A)X = t ) 的解空间,纟=】 .2 ■则 

由 f (/ V ( x > t /! Or >) = l •因此用例 ■ 的绪论得， 7 X =0 的 解空個 W ^ WiDW ^ 虽然 

W ^ iQ \ a 因此•从而擎一* = 0 , 即切 =成。于是负 =*■ ■ 

点评： 

从例 6 和例 7 的证明中看到*运 m —元多破式环 ！<：[>：] 的通用性质，把2用矩阵4代 

人，从 KO ] 中关于最大公因式的等式和关于互素的多项式的等式，便得到关于矩 阵為的 

多项式的等式，而这些等式在证明中起了关键作用.鲥如 ，徉拥 7中，把 /(4) X 4 的一个 

鲥？表示成 /, c /\> x 二0的一个射1与/ 1 \>X = 0 的一个 ft %的和，这是等式（]8) 起广 
关键作用， 

例 8 证明：在 [工]中，如果 C /( x > 0 (： r )) = i ，并且 deg /(j )> 0,deg 甚 ( x >：> 0 , 那么 
在 K [ j ：] 中存在唯^一的一对多项式 m ( jc > ，使得 

u ( x ) fijc ) + v ( j ：) gix ) 3=1 1, 

且 ckg «( x><Tdog ^deg ^( x)<Cdeg fix) fl 

证明由于 C / U >,# Cr )>= l .因此存在々(1>4<_106《1>],使得 

pixyfim ^ + qix ) gix } — (19) 

用总 (~ r > 去除 〆 _*：>，有 ALr ) 便得 

P (. r 》 =+ r ( x > , deg r ( jr ) C deg g ( jc ). (20) 

把 (20) 式代人 C ]£0 式，得 

r ( x )/( j ) -r £ h ( a :) J \ x ) j - = 1, (21) 

令 = +<7( x )* 则 （2 J ) 式成为 

= 1, (22) 

其中 deg 奴 Cx ) = deg r ( x)<deg ffU ) ■ 由于 deg 苴(文）>0 肩此从⑵》 式看出 w ( x )#0. 

银如 deg vls)^Awg 则 






17.3 最太公 _ 式: • 39 • 

d^lv(,J ： )g{x)'] =citg -jU) +deg g{j：) ^ deg /CX) ^ deg ff(x) 

> deg /(^r) + deg u(x) = deg[u(x)/(x) j, 

从而 

deg [ u ( j )/( jt ) -r ^(*r)i?<x；i j— deg[xj(x)^< jt > j 

為 deg fix '} + deg g(x), I> 0* 

这与 （22) 式矛盾•因此 deg vixXdeg /(jr ). 存在性得证. 

唯一性,假设 K^r] 中，还有一对多项式 U ,U)， wLt ), 使得 

«i (jc) fix) ^rVi (x) g(x) = I * 

E deg Ui C^rXdeg ^C：r) - cleg Vi C^rXdeg /(】） t 则 

Cni (a：) — u(^ ： >J/(4：) — [vC^) — Vi (xy]jrfx)v . (23) 

由于 （/U) 4(4 ) = l f 因此从 C>3) 式播 

g (^) I Luyi ^ t ) — 

假如 《i (黑》 —aCx)#0*||] deg ^( jt >^deg£ uyi x) ^«(jr)3<^deg,jg;(ir>* 矛盾* 因此 《i ( jc ) — 
«(又>=0,从而 v ( x > Bfl 

a Cj:) — C.r) . *u(x) — Jti (Jr) , ■ 

例 9 设‘，证 明：在 穴1>]中* 

- 1) -产_ — 1_ C 24) 

证明当 m — n 时，，显然有 

Ct :1，^‘1) = W 夸 1. 

下面设 m>r f .对幂指数 W 和^的最大值作第二数学归纳法， 

当 ma x i ，》 , ?i} = 2时，切= 2 * « 兰！ * ( m ， fi > =】 ， 

显然有 （#一1 * x ^ l>—^—U 

傾设幂指数的最大值小于 m 时，命邋为真，现在来看的情形， 

U m — 1, j- — 1)= Car 1 *— jT ^4- : r，， • 

= u- ■</ — 1> + o 1， jt _ 一 il 

由于 — 1与舻 一 1的公因式} 

^ U m -^ 与 f ，一 1的公因式 h 

因此 《汐 ^ 一 1 ) + 广， -Ux^-l>^(x n - 1 ,^ -- 1 ). 

由于 maxU • m — f ! I < m ，且 （n * w ! _ «) = (m . 打）.因此据1上!纳假设得 

U m — 1， jT ^ - ]) ^ ™ I ^ - L •:, L . • 

从而 （之 ’一— l)=f _ ■以一 1* I fti 、，i 

据数学归纳法原理，对一切 iE 幣数 m、《. 命题为真 .， _ . ■ 
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第 7 款多项式环 


例 1U 给定一个 [F ■整数 W. 对 f am 如果 WI 能整除 ^ 一心那么称与 A 模 m 同 
余 ，记作 ，― 


设 


a = h (mod m) m 
U _ 证明 ： 如果免 =ifj Cinod in)«f 


<ii + a t = + 匕 < mod m) t UfU- 

证明由 B 知条件得，相 k — ft , i = 1 *念_由于 


1 * 2 , 那么 
= bibj (mad m) 


因此 


Cai 令购）一 ( h \ -f A s ) = ( a , — i» t ) 卡(叫 一 fe a 》 
m I («i + a 3 ) — （ A 】+ 卜），从而 u t + -h h - (mod w > • 

a ! — h t ht = 也撕 一 攀6】 仏 — h 、 i ^ 

— (ai — >d! 咏 6| ( 设，一 )• 
于是 /ti ! ai ^2 ^ hi h ： n 因此 ％ a ? 三 6 】 卜 (mod tn ), 

例 11 设 a ， w € N _ ，且 证明 u • 


( a m + 1 + 


1) = (» 4 - l nU — 1) 


If 明 


a -HI - 

a ■十 v i + … + d +i 

O —！ *H> H 3 f … +(fl —] + I> + i 
ff+1 (mod a — U^ 叠 ：售 


因此 a —11 <a_+a n 1 十 … + 这 +1) — (^ + ^》，. 

从而 Y + W 1 十 … +c + l 二 — I ) + («+ l ), 

其中/是某个整数，根据整数环中类似于本斿引理的结论，得 

(£?"+ 〆 ’_ + ■*- - I - a + 1 ,a 1 ) — (a — I *w + 1 ) 
例 12设 a .; ieN - ，且 •令 


M 


a 


J H ~ * b, + a >4" 1 1 


证明： W 〜1= 1), 

证明据例 11 的结论.得 


(JVf to — 1 ) = (n 一 


由于 


«a 一 1) 


a 


■ 


C25) 


■ 


( 26 ) 




— 1= (a — 1)(^ 4 a m i + “Ui) 

= ia — l ) Ca ^ 1 + M > 

^ (a _ l)flH + (a — 1)M. 

因此，若 r 是 n — l 与 M 的公因霰*则,也是的公因数,反之.若 r 是 〆 一 1 与好 
的公 H 数，则 


从而 V — 1 = &，对于某个整数 仏即 








da 


— be 


此 u w 1 由于 #i (以一 i ) 众 

从而 ^ 是 u — 丨与的公因数所以 


.觀此 一 U 


(樣 _1 ， M> = — 1 ， M> 


綜上所述，得 


ia m — \ pM) = (h - 1 — li 


例13 没 /( r > j < r ) eK [ i ]* Kj >] 中一个 多项式 mU ) 称为 fU ) 与 其的一个拗 
小公倍式，如果 \ • 

V /(jt) (mCx) ,g(x) I wiCx) ； 


2 9 fix) \ tf(x) *g(x) I «(*r) => mix) |ie<x). : 

(1) 证萌 ; K [ je 3 中任意两个多项式都有掖小公倍式•井且 / U ) 与 gOr ) 的最小公倍式 
在相伴的意义 r 是唯一的 * : 

<2)用表示昏项系数是丨的齡小公倍式.证明 ：如果 的首项系 
数都是 h 那么 


令 

则 


C /( or ) t g { x )3 — T 

证明 U ) G 与 0 的公倍式只有 0 .从而 U 与 0 的最小公倍式 S 0 6 
设 /C.r) .欠 U) 是 Kir] 中不全为 0 的多项式，则 

/{ j：) = fi<x) (/( j) *^(x> = ffj (xX/t^c) ，片 (_r)X 

m(xy=fi<x)g^ Cjt 》（ /C 工》 . 真 （ *r )) ， 

/( jr ) |» r ( x ) t jgr {^> | i 7 i ( x ), 

假设 Ii ^( jr ) * gix ) I u < 7 ), _ 存在 # Kar }、9( j ：) € K [ jt ]， 使得 

w ( x ) = p ( x ) f ( x ). u{xy = </( 


wO ) = /!< j ?)/( x ) , w ( x ) ^ 

从而 plx) fix) 

于是 />C.r)/i C\r){/(x> ,^(.r>) =^<x)& ( j>(/<x) ,^C^r) )* 

因此 pi^yfi (^}=qix)g^ (X )， 

由于 （/i .g(j ： y )= 】，因此 ^ (jr)\q{x} t 

从而存在 A(deK[x ], 使得 q(x)=h(a)/ l <x>. 

于是 u(jr)= i h(.x)f\ — 

IS 此 mC jt > I ti t jt > u 从而 g () 的最小公倍式 ■ 

设叫 （ jO 都是 /{x) 与 ^^4 的最小公愤式_则 


m：i <,rJ t m z ( x ) 


m ： ix ) I m x Cje ) 


因此 


tn I Cvr ) 〜 m 上 ( j : > 





42 * 


带？货多项式坏 


( 2 ) 设 /( x ) 与 gU ) 都蕞首项系数为 1 的多顶式.则从第 U ) 小題的证明看出 

/i ( x > g , ( o ：)(/ U > gCx » 

^ /( wg ) g ( x ) 


习题 7 . 3 


1 .求 / h 〉 与贫 Cr ) 的暂 一最大公因式.弁且把它表涵成 /(:> 与的一个 组合: 
< 1) /( t } = jr * 4- Sjt 1 — 4 jt 一3， 


j ^ Lr )=3 jr l + i (} x 2 + 2 x —.3 ：t 
C 2) fix ) +6 x * — Bjt +6:，7 ■ 

& ^r 5 —7 怎 +5 。 


2 . 证明 I 在 KLr ] 中， 如果4(篇>是 / X 4 与政 <oO 的一个姐合，并且 4( j :> 是 / X $> 与容(龙) 


的一个公因式 ■那么 dum /(. t ) 与 gu ) 的一 个锻大 公因式《 

3. ilE 明；在 KL JT 」 中 * (/「 r ). 片 ( J ( X ) 是 /< “ ; i > 与起 （.r ） 的，个 



: 大公因式 I 


特别地 /1(^> 的荇项系数为 KM 


£/C.r>/i(jr) *g(.r)/i(jr>) - ( /(jt) *f ； (x))h (x), 

4. 诹 明：在 KO] 中■如果 /(x),#aO 不全为零，并且 

+ = ( /{ jc ^ ) f 

那么 （《( jt )， bC ； t >) = 1 4 

5 ■设 filx ) K [工] “完 H …，〜 =1 

I 正明； Sll 果 （ 厂 t ).& t J) ) — 1 */= 1 ， 2 ，… -s= 1 #wi - 

那么 l /i <^；>/* ( x ) —/.( jr ) . g . ( x )^ ( j ：> - m ' g m (4-)) — 1. 

6* 证明，在 KDd 中两个非零多项式 /(d 与 jCt) 不互*的充分必要条 件區; 存在两个 
非零多项式 u(x) •使得 u Cx) f (^： ) ^ ^i( % deg u <Cd€g g ( x ) t deg tr(jr) 

<tkg fix) a 

7 * 证明 「ft KT . r ] 中 _ 设 /« D 与 irU ) 不全 为 U 染 fix )\ h < x ), g ( x ) I /K h , 那么 
~ /CxJ^C^) I h (jc) < f(xi w g'Cx) ) . _ 

8，在 K 圓中 t 给定一*个多項式 A C jt ) . 对于/ (> r ) , g ( jr ) e K O 〕， 如果 

«怎） |/^)一真(蛐. 那么称 /(x) 与发 U) 镌血 to) 罔余•记作 (mod 
设 fiUy^gt uye km , 1=1*2 •证明，如果 

/iC^c) = ^<x) (mad ACx>>,i = 1，2* 

耶么 A ( jt ) +/ e Cj ：)^ g} ( jt ) j} (mod H 





7.4 不坷约 多项式 * 拖 一 闽式分解定理 
f\ (x)fs C 龙 (jt> (mod h 

9 •在 Kt » h ，设 /丨 ,-“4(疋>两_互素，任意給定 r x ( jp ) , r , C x ), —, r .( x ) 

同余方程组 

^g(x) = r, (j> (mad /； U>) 

gix} ^ r, C.r) (moti /： (jr)) 

A_ 

g(jc) = nCj：) (mod f,ix )) 

f£ ； Cj >] 中必有解：并且如果 K r ) 和小 r > 都瘙这个同余方®组的解，鄢么 

irCx 》 三 dKx) (mod /i Cr)/ ; (^>*^/ t (jr))* 

*10. 求下述 A - 矩阵的行列式因子和不变因 J 1 : 

X^t 0 0 1 

Cl) A(A)~ 0 A—2 — f 辜 

0 0 A —2 

r 

fA — 1 0 0 

( 2 ) B < X >= 0 卜 5 -1 . 

0 0 A—5 i < ， . . ^ _ w # 德 • 》 _ 

7.4 不可约多项式，唯一因式分解定理 

7.4；1内容精华 

车 W 要利用最大公因式和互索的知 m 揭示数域 k 上一元多项式环 KDd 的结樽 . ^ 
• 从直觉判断 .一 个多项式如果它的因式最少，那么它是最解单的多项式■•从而它在研 
究 K[x] 的结构中将起基本建筑块的作用.由于 K 中住一堆孝 ttefeiCl>3 中任一多项式的 
因式，又 /U> 的相伴元是 /u 〕 的因式 ，因此 因式最少的多项式应当瘀因式只有 K 中非零 
数和相伴元这样的多项式.即 F 面要 研究的不可约多项式. 

不可约多项式 

定义1 JC [1 中一个次数大于0的多项式/【 X )，如果它在 K [> a 中的因式只有 K 中 



i 
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H 名项式坏 


的非零数和 /(.r) 的相伴元 t 那么称 /U ) 坫数域上的一 不可約多项式 r 否则称 /tx) 是 

可约的 4 

不可约多项式在研究数域 /C 上一元多项式坏 KU] 的结构中觸(|基本雜筑块的怍用 * 
定理1设 〆；!:）是町幻中一个次数大 F0 的多项式，则下列命趣等价： 

① /> U ) 是不可约多项式* 

© V/U)efC|>], 有 i 

③ 在中，从 I 可推出 

p ( x > I /<y) 或 fi ( j ：) I gix ) t 

④ ACr) 不能分解成两个次数较低的多项式的 乘积, 

上述是分别从因式的角度，从与任一多项式的关系的角度，从整 除关系 的角度，以及从 
因式分解的角度对不可约多项式的刻画. 

证明①设 Mi) 不可约 ■ 茌取 /Cr)eKj>] * 由不可约多项式的定义膊 

(/ >( x ) f / Cx >) pix ) 或 （/ Kx >«/( i )> = L 

从而 pix) I c ^ Cj ) ，/(尤) ） 或 Ki ) 与/(黑)互® •由此得出 * puy I /&> 或 pt^y 与 /< w 
互索， 

② 。③:若则据已知条件得, 〆 1>与 /( rj 互素. 于是从 pLl ：)\ f ( x } H (^) 

可樽出 P (^ \ g(^} m ' 

③ 4 ④： (li 如 〆 = p (/> 户:其中 deg ( x ) ^ dtig 则 p ( x > I 

piUiplixK 由已知条件得， p<z) \ p , U)^ pixylp . ij ：), 从而 deg pCxXdeg 丸 或 

deg 〆 本) Cd 味 jMar》， 这与所设矛盾 9 因 Jtt： 声0>不能分解成两个次数较低的多项式的 

雜， & WWV 7V • 

④ 取 P (丄場 个次数大 T () 的因式 ，则 存在.使得 p (. r ) 
h ( x ) g ( jr ) M 于是 

deg p ( j ;> — deg hix ) + deg 

由巳知条件得 .deg Wx>^cleg 从而 /:U) = G t 即 ft(T) +是 / iU ) 

因此这证明了 Wx) 不可離 ■ —' _ 

从上述的命題③与不可约多项式的定义等价，:运用数学归纳 法每证 得：在 fC HxJ 中.如 
果〆 d 不可约，且 

p(^y I jS t 

那么 / ，对于某个 

从上述的命题④与不可约多项式的定义等价•立即得出 .K[xl 中一次多项式麴是不可 
约的， 




不可约多项式•唯-尚式分解定理 
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二 ％ 唯一因式分解定理 

从不可约多项式的等价条件 © 猜测有下述定理 2 ,它掲示了数域 K 上一元多项式环 
RU 1 的结构 ■ 

定理2彳唯一因式分解定理） KO 」 中汗 - 次数大干0的多项式 /U ) 能够唯地分 
解成数域 K 上有限多个不可约多项式的乘枳，麻谞唯一性是指，如果 Ad 有两个这样的 

分解式： 

f<X> '^= 九 （J = q\ . Cl) 

那么一定有且适舀棑列因式的次序后有 

p t <Jt) q , ( x ) t t — 1 »2, * l * 

证明先证可分解性 . 对多项式的次数 it 作第二数学归纳法. 

当 《=1 时，由于1 _多项式不可约*因此命题为真， 

胺设对于次数小于《的多项式命题为真*现在來翁^次多项式 /U ), 若 /( W 不可约， 
刻命趨显然为真，若 /(M 可钓,则据不可约多琐式的等价条件④得，存在 /VU>€KDO, 
€ = 使得 

/( j) = / ( Cx ) /*(x) * deg <； deg /<_r) , i = H 

根据归纳假设和 /!(/ 都可以分解戒数域 K 上有®多个不可约多项式的乘积.从 
m /(x) 可以分解成 k 上有限多个不可约多项式的乘积，根据归纳法原理，对一切正整数 
&可分解性命邐为糞〆 

现在®唯一性，假设 /(y 有两个这样的分解式： 

fix) = /i, — (2) 

芦中九 U：)， 屮(:^都是数域 K 上的不可约多 项式」 U 2 , …， n j = l r 2 ■…山我们对第一 
个分解式中不可约因式的个数$作数学归纳法* 

呻时.则 /( /不可约由 f 不可约多项式的 M 式只有它的相伴元 

和零次多项式•因此从得呦（士>〜 /<:)• 从呵因此 
* 且九 tar > 〜％ (xi ■ ^ ^ ^ 1 

假设 / U ) 的第-个分新式中5吋约闲式的个数为!时唯一性成立』现 在来杈 f ： 


可约因式的个数为的情形， 

由 C 2) 式得，办 M I q x …俗 (次)_ 由于九 ( J ：) 不可约，因此九 U > 必能整除莱十 

不魴设由于免(工>不可约， Pi 此/<尤 ）〜 gi 从而奶（工>3 


其中 aejr , 于是从 （2) 式两边消去 p, ( X) , # 

Piix ) — p,(^y — ^ 」 j (3) 


根据归纳假设■有 J 一 I ■即且适当排列因式的次序之后，有 




p, (jr) — » i = 2 ,*" \ 畛，， 〜」 .； 二 

从而有 p t { x } 〜 q * <_ r ) ，2 ，… .ju 

根据数学归纳法原理 + 唯一性得证 • _ 

从唯一性的 ffi 明中可以曹出 ■ /(M 的任一不可购因式一定与 f { j ^ 的分解式中某一个 
不 可釣闲 式相伴•因此 /( b 的分解式给出: T 它的全 部不可约因式(在枏炸意义 卞》. 

研究 KDr ] 的结构的途径如 F : • 



«!>；} 中次數大于0的多项式/^的标准分解式; 




其中 a 是 / ( jO 的許项系数 （xi ，/) ^( ^) , “■，九（ 】) 是 k i : 两两不等的首一不可约多项 
i ^ n ， 2 ' …… /( 4的标准分解式是町4中有笨乘法的第四个雷要等式.它有件 


(4) 


*_ 唪 


f < t 两两不等的宵一不可约多项 




如果知道 XU ] 中两个次数大于0的多项式 /(. r > 的知 g 分解式 


《V 


那么 


44 心，離 > Cr) … 炎 Ha:) , 

岌 U ) ; 6^ (工)沖 f ； ry ‘..》 咕 ( x ) ■ 

f/(x)^c rl> ^ pr … /C 11 。 〜 <J ), 


>>r 




V 1 卜山 


(5> 


Ui ^ y . gU )] -蛘-叫…‘小當 〜、 1 ( z 卜砝 (辦 ㈤ (J:h ⑹ 

在整数环2她_-肝飾賴，預卿贿絲雜结 I 给读者 # 

定义 2 —个太于1的整数:⑽，如果它的正因数 H 有1和它■自身,0 么翁* 是一个素 
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数则称 m 是 合数. 

素数在整数环 Z 的结构中起 f 莊本建筑块的作用. 

定理3设 p 是大于1的整数，则下列命®等价： 

(1) 声是素数1 

C 2) 对任 意整数*，都有 Ak 或(声， <*)=：! I 

(3) 在 Z 中 ■从 p | 鉍可椎出或 

C 4) p 不能分解成两个较小的正整数的乘积. 

者数的等价条件 （3; 坷推 广为： 苦素数 P 能鸺除一些幣数…的乘积 .则沪 能 

幣除其中的一个 + • 

定理 4( 算术基本定理】任一太于1的整数 a 都能唯一地分解成有限多个素数的乘 

积，所消唯 -性 是指.如果《有两个这样的分 解式： 

a = = 奶奶… . 

那么 E 适当排列因数的次序后■有 

p , — « R i = 1*2 f Si 

算术基本定理揭示了整数环 z 的结构 u 
任一大于丨的整数 a 的标准分解式 f 

a ^ …貧；， 

其中 A 是两两不嘩的 素数心 是 IE 轚数,/=1，2•…， 


在 X 中，设 


# 


a 二产? 片… p ?/，: r ; Kr ， 


则 


( u ， b )= 


"i 1 ! i*j V . PlLllltr. -i 1 . 1 


P ： 


P 


M }= 矿 ‘ w ，， v p 泣 "欢 a 


7.4.2 典型例题 



例 1 设 / U)e K [. r」VEUeg fU )> 0 , 证明不列命題等价:： 

⑴ / U ) 是 Ki >] 中蒗一个不 可约 客项式的方幕 * 

(2> V ^( jr )6 K [ x ] •有或者 / UHrta ：) 对于某一个正整数 m _ 

(3> V # u >、/ Kx)e K [ r : M 人 可以推出 /( x >|« r ( x 域者 /(川齩（[> 

对于菜一个正整数•- 帀 「>:々！'： 



证明⑴二(2> 设 / U ) = 〆 (&),其中 Mjc ) 不可约，阳 N _ ■ 任取 gUy ^ Kl^lM 

( 〆 》，渡 ( J ：)>=1 或 />( 1 > Uc 龙），于 li (y (戈）•皮 (3 ))=] 或 / > ( jr ) | g f ( jr ). 即 </( x >, 

= l 或/(』) | u / (』>. 

«>冷（3> 设/(文）|哀(4*从（1)，如果¥|«61^都有/(了)从，<丈>*那么摒命題（2)得， 
(/ < x ) , A ( x )>- l a 从而 / Cx ) |^> a 

(3)0 ⑴假如 /( J ：> 不是某一个不可约多项式的方幕.则 / Cl ) 的标准分 解式为 

/(■ r )=冲;，（太)/^(无>…於（无)、 ，，. . ， • 

典中 2 a 取 fi { ^ :' upi'U > Wt C ) = /古 U ) … 〆 （：r ) 、则 f ( T ) = ;? ■从而 

/<工>|容(’3*(1).据命题<3)得，/(】）|其【^>或者 fix } ti * Cr 〉 对于蓽一个正整数 W1 ， 从而 

ckg /( x ) < cleg gU ) gE Pi ( x ) I pf uy - p ^ tx }. 

的 #)1 ■不可能的 u 后者推 出々 Criifttr ) 对某务 ye 坤 2 ♦… dh 由于丸 U 不可約•因此 

A 私卜 ， A :) m 由于它们的首赛系歎都为 K ■此矛盾•所以 /(:) 是某― 
个不可约多项式的方幂， ' -i »• , h 

例2在 K [ ir ] 中，设(/必>=|， 1 ^， 2 ，证明方 
证法一设 A U > ,& (* r ) 的标准分解式为 

其! （< r > = hiq \- (» fl ^ < x >*-9；' <^)* 

gitx ) — bjq ^ ( x ) …必 ( x ), 

由刊 /.) 二 Ui = 1 ， 2 .困此 /( j ：) 的标准分解式为 

= 從 p % ( x } p ^ ( xh ^ p \* Cr ). 

祐中 AU )(^=1，2 _”*^) 在兒 1 (1)，兄(1)的标准分解式中不出现„ 

乎是 


(/Ui) = qf m[ ^ % U) …疗 r. r - 〜 = < 贫 ” 心 ）‘ _ 

证法二显然•若 |装心) 且 q ( d | 沿 （ i >, 则 q Cr ) T /( 咖如)且 “(，） 

反之，若 c 2 (怎 ） I / C * r ) 抝 ( x ) M . c fl ( j ) I 沿 （ X ) •由于 {/, gi y = 1, / = 1,2, 因此 (/, = i — 

f 是存在心>、心）£和>]，使得 « Cx )/ U > - hi ^ Lr )^< x >^( x ) = 1 6 从而 


uUyfi ^ g ^ j ：) 4 ^ X ) gl (. r ) g 2 ( x ) - A (工） • 


因此 q ( x > l M '(八 由 上述推出 ^( fg^g )^( g } , g,) m 
例 3 设 / t 工 xwdeKO ], 其中 

m ，審，：骤 ％ f 、 t i I w i i ^ r i ^ ▼i i? 



证明：对任意给定的正整数 


f 尸 _(i) ㈡ g u) j h • 

证明充分性是锒然的 . 下面证必耍性■山卜一次多项式々古 的恐不 



可约的 ，因 此从 ^( x > 丨广（ X )可推出 H U )\ / U ) n 
点评； 

' 从证明过程看出，只要玄 u > 是 k 上不 w 约多项式，就有 guyif ^ ixy ^ gc ^ m ^), 
例4在 JCM 中•设 和 “+ AA + 心•令 

I - o o … o a —tip 

1 0 1 * ■ ^ 'Hi 一拉 j 

0 1 … O' 0 — uj 

A = 

■ »_ «•« 4 i-ii »'« » •«« •_:« 

•… J 3 則《 *、| o 0 ! 0 _ aft 2 

i L 0 0 ，•， 0 1 — a^j 

称 A 是 /( A ) 的友矩阵， 

(1) 求/(^>的友矩阵 A 的特征多项式 I 

•⑵ 如果 / U ) 不可约，求/⑴的友矩阵 A 的特征炮阵 A / — A 的行列式因子和不李因 
子，以及相抵标准形， ’ ' 

解⑴ 



A 0—0 0 a Q 

M J A *** 0 0 

Jf j^V j ~~~ ■■■• ■•囑 ■■><■<# _•,■ 

0 0 … 一 I X a*_ s 

{j 6 •” （X ，:1 A + a„-j 

按 ft 后一行展开，然后对于 （〃，„_!) 元的余子式也按最后一行展开，依次下去，可得 

I kl-A I = (Ar + (- l>(- I )^ 1> + -] 

= + afr - iA ""' 1 + A ~— :十…+ ai ^ 

于跫得 dU / U > 的友矩阵 A 的特征多项式等于 /(Ah , 4 

(2) / U ) 的友矩阵 A 的特征矩阵 AJ — A 的^雄行列式_子0_(；0 =以/— A | -/( A ), 
由于认-， Q ) 1 D ，( A ) v 且 /( A ) 不可约，因此 £> rt , 戒 s^ft iX )^ D m ( A ) * fib XI ^ A 

的段 一1 阶子式至多是”一 I 次 多项式 ，因此至多是 n - l 次多项式，从而 Q ) 
矣于是 A * iU ) = l ， 由此推毋£^(；0 = 1.于是 

( A ) = d 2 ik ) =… ― ( A ) ^ 1 * 

dAX) ^ 聲 I = fQ> ' ■' 

" KA) •’ U _ 

因此， AJ _ A 的相抵标准形为 、 '!,. ,， n - u 




. * t , I *! ► M • 

* 例5 已知条件同例4,如栗/(1》=^<；0,其中/^>是》±首一不可约多项式，哇 
^>3,$ /( A ) 的友矩阵 A 的特征矩阵 If — A 的行列式因子和不变因子 i 井姓求 JlJ — A 的相 
抵标准形， < 

解 /( A ) 的友矩阵 A 的特征矩阵 A /— A 的 u 阶行列式因 f iKn ^ ixi - \ I - / U ) 
ca ). 由于 a ,( A ) iau)“!eg ，厂 i - ti /» a > 不可约.因此 a “ ju 有且只 

有三种可能； 

情形 1 D * — IQ ) = 1,此时 D ^2 (A ) = *** — D | CA ) = 1* 

从而 d , a )^ d , ( A > = - ( A ) =11</. ( A ) = D .( A ) - p s {JO * 此时 AJ — A 的相抵标准 

形为 


dingU .-. K ^ a )}, 

情形 2 此时心 

4 ( A )4 ⑴… = I Xl — A [ = p 1 < A ) * 
因此 ^ I ( A ) = p ( X ) n 从而 ( A )= … ( A ) = 1 

此时 A / — A 的相抵标准形为 


情形 3 



d ' mg ( 1 * …， * 〆 ⑴ h 
( A ) = ( X ) = ' . fA > = 4 ■ * = 

u )= 〆 （ a > * 此时 < a > = J ^^-= P ( X } 


D | CA ) 




由于泌 （ A ) \ d^ t ( A ) “ = I 上 …， ft 一 1 ■ ii 


因此 

形％ 


叫 （ A ) 


^1 =| XI — A I — j^CA) * 

/KA) wd m ~* (A) — p(X J 、 d a ， (A 》 =’“ =tA) 士 1 此时 — A 的相抵棒准 


D ^ AA ) 


dl 叫 U,-“ ， UMA).pt ： AWpCO:. 

pwwwric 

UA> = … = Di(X) = L 


IV ， 






习题 7, 4 


L 证明下列多项式在实数域上和有理她域上都 fTn ! 约: 







釋 45 mi 闶式 • si _ 

_ ____ ____ _ —---- - - - - ^— 

⑴ y+W - f 

(2) 工:+-7十1* ' 

2. 分别在复»域、实数域和有理觳域上分解下判多项式为不可约園式的乘积^ 

(1) 怎 * 十3; • 卜， t 丨鵞 fl ， v T r ！ 

(2) /-KU 

3. 征明:在 Kj >] 中，当且仅当以文 ）1 广 
1. 证明： &K[x] 屮，对任意正整数 m 有 

5, 设 w 为正整数* 

£1) 在 Rl >] 中， d + m 是杏 对约？ 如果可约_莳写出它的标准分解式 i 

(2) 住 Q [. r ] 中，求出？ +川可约的充分必要展件十川在 Q 上可约时，写出它 m 

参准分解式， 

* 6. KD] 中 • /U > =〆 （A > .其中〆 A >是 PC 上首一不可约多项式 + deg /a)=w>4, 
/W> 的友矩阵记作儿求 Af—A 的行列式困子和不变因子,并且求 A 的相抵标准形 K 

7,5重因式… 〃 


7.5.1 内容精华 

一因式分解定理掲示了数域 JC 上一元多项式环的结构，每一个次数大于0的多项 
式 /(d 都可以唯一地分觯成有限多个不可约多项式的乘积 # 在/(I)的标准分解式中 •如 
蘇一个不可约因式九的羅播数为/ •那么 fl 然可以把九 U ) 叫做 / U ) 的置因式.此 
吋 1/(.1),Mi； ^ 由此引出下述定 X: 

定义1 KOI 中，不 坷约 多项式 pU ) 称为/( I )的灸道因式•如果 〆 Cr ) \ f ( ,r K 而 

严 :’ ，「 : u -j ， yi. i 

在 I :述定义中 V 如带= n . 那么 p Gm / <: .r >的 闲式； 如果 A = 1，那么称是 
/( J 的单因式；如果*>1，獬么称 ptr)m /(. ir > 的重因式。 

显然，如果 / D 的标准分解式为 

/( j ：) = ap\ y () />^ Cx ) V -T ^ J <1> 

那么 />. Cr ) 是/(上)的义重因式在 （1> 式中如果 4 = 1 = It 那么称 

/ U > 没有蜜 H 式， 



- S2 * 


第7 $ 多项式坏 


如何判别一个多项式有没冇倒式呢？凼于没有一般的方法求一个多项式的铽沲分 
解式，因此我们必须寻找别的方法來判断一个多项式有没有重 因式。 下面先看一个简单的 
例子•以便从中受到启发。 

设 /Ui^Cr+lP &JRO ]* 显然 /( d 有重因式 z+l , 如果钯/( X)看成多项式函 
数，那么对/《X)可以求导数•得 /U) = 3Cr+U\ 于是 

(/U) f /U)) = (JT + I) 1 . 

由此受到启发 t 有可能运用导数概念以及求*夫公因式的方法来讨论一个多项式有没有重 
因式的问厘 a 我们模仿实变傲多项式函数的求#公式，对于任意数域 K 上的一元多项式 
給出导数的定义 （ 

定义2对于 KLr] 中的多项式 

/(jr) — a m jr m … +a t jr 

我 ffl 把多项式 

n + (n— l)u『* ™ (■… +“ t 

称为 /(x) 的导数（或一阶 导数)，记作 /(. r \ 

的导数叫做 /U) 的二阶导数, ifi 作的导数叫做 / U) 的三阶导数， 
记作广 (x> ，等等 • /G } 的々阶导数记作/… . 

从定义2立即得出•一个 n 次多项式的导数是一个 n — 1次多项式 i 它的 n 阶导数是 jf 
中一个非零数；它的 "+1 阶导数是零多项式 g 零多项式的导数是；多项式 
根裾定义2,通过直接验证.得 

[/(x) + 发 (▲)]’ _ f (j：) + . 

[e /Cx)] f = c / f (x> ， c e K, 

LP(x)3^ /f t m e N. 

从前面的例子， /(. r 〗 t ， / U ) = 3 ( T + 1. 受到启发，擗测 ii 可证明有下述 
结论 f 

定理1设 K 是数域，在 /C[>] 中，如果不可约多项式 A &) 是的一个々(*>1>重 
因式 * 那么 P (:) 是 ,( 忑)的-个 k -\ 重因式 • 特別 ifei/U} 的单_式不是/<』）的因式_ 
证明 ft 于 Mx ) 是/的4重因式•因此存在 〆 x )€ KU」 使得 ' ' 

t /( x ) = /»( x ) f 卩 、 

于是 … 1 ^ ^ V i ( 

/<工） = kp k 1 ix > p l { xygij ：) + p ^ ixygix ) 

- P * 1 ( xylkp ^^ gu ) ^ pu ) g r u ^ ■ 


由于^尤)不可约，因此 

/»Cx)>^ # Cx)g(x>* 

从而 p(x) 1fkp f (Jt )g(j：) -f- ptx)H'(x) 2 m 因此 plxym /"Cr ) 的 A— I 重因武 _ ■ 

推论 1 设 K 是数域.在 KkJ 中，不可约多项式是 / ( d 的一个责国式•当旦仅 
当 〆I )是 /< x > 与 /(_ r ) 的一个公因式， 1 

证明必要性 • 设不可约多项式是/(以的一个表重因式则据定理1得， 

是 / ㈤ 的 1重西式 ( *一1>1)，因此 M ： r ) 是/( X )与/0：)的一个公0|僉， 

充分性 ■ 设不可约麵式〆是 /CW 与 / Ok ) 的一个公因式.则据定理1得⑷工)不 
m/kV 的单因式.从而 M，r)Ji/U) 的重因武‘ • . | : _ 

从推论1立即得到： 

推论 2 设? C 是数鐵•在 KDr ] 中，次数大于0的多项式 / U ) 有重因式当且仅当 /(r 
与/( X )有次数大于0的公 因式. ■ 

从推论2立即得到$ 

推诒3设 K 语数域， K[xJ > t * ，次数大于0的多项式/ U ) 没 ff ® 闕式仅当 
/ Cr ) 与/互 素,， a 

推论3表明，判断数域 <上—个坎数大于0的多项式/& ) 有没有 JtRJ 式.只要 i 计算 

而求最大公因式有 i 一的方法：輾转相除法:庥以哉们有统一的方 
法——辗转相除法判断 个多项 式有没有重因式， 

由 f 在数域扩大时.两个多项式的亙素性不改变，一个多项式的导数也不改变,因此从 
推论3立即 得到： • ，: T 

推论 4 设数域 F 包含数_ K ，对于 K [>] 中次数大于0的多项式 /U > */以 ) 在 KO ] 

中没有重因式当且仅当 /{ jO 在 F |>] 中没有熏因式，即 / U ) 有无重因式不会随数域的扩 
大而改变,. _ 

一个多項式如果:没有重因式*那么它的结构比较简单，便于研究它的性质 • 如果数域 

尺上祆_大于0 的多杏式 / ( 尤 》 有重因式，我们可以想 办法表 坤一个多项式 dar) , 它与 

/&) 含有完全相同的不可约因式 (不计金数） . 但是皮(幻没有置^式、如何求这个多项式 
g ( W 呢？设 

/ ( JT ) = « 〆 ’（』 ) & ( J ：> … (4：) • 

其中办 ( _r 〗 j > ，… _九 （ I ) 是两两不等的首一不可约多项式，搪定理1得 

/(^) = (^ r ) — ( x)h ( j :7\ 

其中 AD 不能被任何/>加 擦除 1 •其，..山于是 
因此用 （/Cr)，/ f <_T>> 去除/(X)所得商式是 ' 
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i ❽务项爻 v 


ci 声声 〆 ， 機 〆 ：「令 卜 、.*、(•: r ^O 

这就 是我们饕求的霞以），它没有重因式•槪与/ u >含有完全相_购不可约因式 （ 不计重 
»>« 这表明去掉 /( W 的不可约因式的重敢的方法進：先用辘转相除法求出 / Cd 与 /Cx) 
的首一墀求公因式 (/( JT ) ，/ ) ，:然后对 /( 幻与 （/ U ) ,/ U )) 做带余除法 f 称梅商式 
片 Or ) 即为所求的没有 t 因式的多项式 D 


7.5.2 典型例题 


例1縛断下逑有理系 # e 多項无重因式，如果有重闽式_请求槪^个多项式与它 
有完全相同的不可约因式 （不计龜数） _且这个多项式没有重因式„ 

fix } = - T 4 I 6 x + 20. 

用辗转相除法求出 【/( w ,/( x )): x — 2,，丙此 / u ) 有 m 因式 I ，•: ' T ’ ; ： ： 

#：用</以，/⑴>去除 /( ■^得商式为 P + Sj : —10,它没有霉因式.里它与 /(: r ) 有完全 
-同的不可约因式 (不 计重数 j . 

例2 求例 i 中的多项式 /( x ) 在 < JL - r _ j 中的标淮分解式。 

解例 1中 E 求出用去除 /G ) 所得商式为 P + 3: r — io , 舉式为 0,因此 

，瞧 /(jt) = + — 10 ) Cx — 2 > 

m = U +5 )(jt —2 )V ^ 

例 3 设 K 是数域_在 Km 中 , f m +仏 求 /G ) 仔霞因式的龙分必截 
条件. 

设<1^0，用辗转相除法求 /(. r ) 与 /( x ) 的敢大公 因式： 


Ai ix > — 3 ,T 


m 

U 


/(:) 

Sx 2 +£1 

| ^ : 

3/Cr> ;:: 

3-if* ,：, 

IL - 1 - • 'I 

db ， 

飞工 h 彳 

為一碑 : 

ta 4a J 

r, ( j) = 2ctjr-f3^ 

1 r , ,3b 

2^ U)= ^ ' 

1 ^ ^_4a 3 +27A r 


*r 


M JS 






>: 



/( 本)有 蕙因武 

^ W -\~27 b l =0. 

当 a = Q 时，上述结论仍然成立。 

例4 K[>] 中./(I )的次数大于令 

i T ( x ) / f*c + W .^ t K . 

证明：/<$>在茂上不可约当且仅当 V.r> 在 K 上不可约， 

证明充分性鼻知 deg gU )^ de E /( jt ) ,假如 /£ x>* K 上可约，则在 Kp] 中，有 

/(x) — /i < j:) fi (^r) * deg/ ( Cx> < deg/(x> */ — 1 1 2* 

•c 用 x + 6 代人，从上式得 


令 


fix -h /;> = /ti C ；r ^ h) /*{ .t + b ) ， . 

/,(■!：+&> ，显然 de 瞄于是在 中，有 


— ( j -),( x > < deggij :)^ = 1,2, 

这与 Wt ) 在 K 上不 町约矛 ffi . 碼此 f ( x ) 在 K h 不坷约. 

必要性之用 i 一办代人，则从 g(.r)^/(r 如办)得 W = ■从充分性证得的结 
论知、如果 /0r> 在 f< h 不可约，那么 gU >在 K k 不可约_ _ 

例 S 尺|>〕中，/(X)的次数大于0,令 

g(jr) s— f(x H- b). 

证明 /b) 有重因式当且仅当其 U> 有重阁式 
证明设/(2>在尺!>]中的标准分解式为 

fix } = ( jr)pf ( z ) … p: r ( jc )， (2) 

x 用: t + 6 代人•从上式得 

= ap\ v Cx+ (x + b 、 … ix + b) . 

令中（1)由私(1+«，; = 1，2，。.山_争6&>在尺 ± 不可约*齒此裾例 4 得必在 K 上 
也不可约， 『=1 ,2, …山 于是片 (x) 在 KU] 中的标推分解」 A: 为 

g ( x ) ^ ( jc ), (3) 

/< x > 有重因式 ㈡ （2) 式中有某秦 I , >1 ^ 


从充分性证得的结 


( 2 ) 


㈡ <3)式中有某爭4 彡”‘ * 

㈡及以)有重因式。 

例6设 /C 是数域，在 KO] 中， 

/(^) = X 3 + a s j ^ + £ j|X + ai 

求 /LrMf 遨因式的充分必要条件 # 


■ 



解 




令 g (戈} : 


f ) 1 叫 


t 


工一 T 丨十寸― f ) 知. 


=^ + 


/ J ! 


~ 十 ^ 


运 Hi 例 5 和阏 3 的结论得, / Cr ) 有重因式当旦仅当 


0= 4 卜_| 4 ) 1+27 (蠢¥ 




1 


+ • 


一 n — I + 4a ： + 2 7al , 


点评 


研究数墦 K 上的 3 次多项式没有重因式的充分必要条件是有实际应用的.例如，在 
密碍学中，部以娜樺-面上的下洚曲线： 

y : — _ , m -|?6 # 

其中 4 V +2 7 於矣0,来建立公钥密碍体系 _ 据例3的结论知道,这里关的条件正是 
3 次多项式+肛+4抉有重因式的充分必要彔件 3 

暇例 7设 K 是数域 T 在 KW 中,/⑺是4次多聯式.如果 2-2 是 /( X > + 5的三重因 
式 d +3 是 / U ) — 2的二童因式，求 fU K 

解由巳知条件禅 fJC —2 是 （ f ( i ) + 5 〆 二 /' Cr ) 的二甫因式，尤+ 3是 （/( r > — 2〕，= 
/ Cx > 的单因式， 

由于 deg /(1>二 4 ,因此 deg /U )-3. 从而 / U ) 的标准分解式为 

/ u > - au^zruish ' 

于是 f < j ) = a ( j - } — 一 8: r 十 12). 

根据 KU ] 中多项式的导数的定义，得 








~ 4 j ：" - f - 12 j：r \- f - b . 


由于 ^ — 2 職除 /< U 5. 兩综合除法得 


m 


a ~t , 6 5 


⑷ 


由产 r +3 整除 / Or ) — 2, 用综合除法得 


I7I 


a 4- h -2 


(5) 


联立 U )、（ 5 ) .解得 


64 j 
625 


■ 


234 1 
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因此 


聲 — 


28 | 
625^ 


+ |p.r' 

625 


1008 

625"^ 


234 i 

lm m 


例 8 设 K 是歎域•证明, K 1>1 中 一个， 1次多项式 / U) 能被它的导数 整除的 
充分必要条件是它与一个_次因式的 n 次幂相伴。 

证明充分性.设 /( BiKn + W *, 则 

/'(*r> = rta Ccx + by ] c . 


从而 /^”/(此 

必要性.设 /( x)|/(i). m ( fU ) ,/<果>)=«：/(1>,其中厂 1 2 * 是/ ^x) 的酋项系数 . 

由于用去除 / U) 所得的商式 gCx ) 与 /( x> 有完全相同的不可约因式(不计 
重数 且 W：r) 没有重因式，因此 

1 - - /( t ) ^ cguyfi ^ c ). 

由于如 ^ f ( x )= n , d€：g 疒 f . r ) =/ i _ 1 , 因此总 ( jr ) 

从而 /(i) pa( jH -A〉*. _ 


习题 7,5 


1- 判别下列有理系数多项式有无重 H 式？如果有重因式，请求出一个多_武与它有 
完全相同的不可约_式（不计取数）. a 这个多项式没苻1因 式,， 

⑴/<又卜 x 4 — W + h ' 

C2) fU > - ¥ 2 ^- llx - 1 2 „ 

2 - 对 r ■第 1 _ 中有重因式的多项式求出它在 Q [ jr]! 中的标准分解式。 

义在 Q [. r ] 中，/一 3 x 4 +2 x J -f 2尤 : 一 I U i . 

U ) 求一个没有重因式的多项式 Mr ) _ 使它与 /(. r > 含有完全相同的不可约因式（不计 

重数 >* - 'r ). V ^ ： i" i *T!]i , . , <i 一 

(2> 求 /&>的 标准分解式. 

4 . 举倒说明,在数域 K 上的一元多项式坏 K |>] 中•一个不可约多项式 piztm /(X) 
的导数的 1—1 重因式《会2)*伹是扒龙>不是 /&) 的 A 重因式 k 

5_设 K 是数域，通明;在 KO ] 中，若不可约多项式 P Cr : 》 是/(尤)的导数 / w 的*一】 
重_式(▲友 D , 并且 pum / G ) 的因式•则 r ) 是/ ㈤ 的 it 置赋 t 

6. 设汉是数域•证 明; 在 KUQ_ T 不可约多项式 /K_r> 是 /<a*y 的 A 苗因式為1>的充 
分必要条件为： PUV 是 /(d r 〆 产*^ (JT) 的因式 + 胆不是 ,/，*Ur> 的因式 

7. 设 K 是数域 . KU ] 中八如下所述，求 / U ) 有重因式的充分豳赛条件 。 

( 1 ) hp(x > JC 1 Max : -hh ! ， 4 •- t L t !i " ¥ 
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4 


^ 1 ut 多项艽外 


(2) fix) =^=x*' \^cx~h.d t 

(3) /( xj ^+ c ^- hr /. ' 

7.6 多项式的根,复数域卜.的不可约多项式 

7-6. I 内容精华 

唯一因式分解定理揭示了数域 K 上一元多项式环 KO ] 的结 构:每 一个次歎大于0的 

多项式都可以唯一地分解成有限多个不可约多项式的乘积*下一步的任务就是要决定 

KO ] 中的所有不可约多 项式. 由于一次因 式都# 本可约的，因此我们要进一步在次数大 

于 I 的多项式中寻找不可约多项式.次撤大于1的多琐式如果有一次因式，那么它是可约 

的 f 如果没有一次因式.那么它可能是不可约的，也可能是可约的_于是次数大于1的多项 

式不可约的#嬰条件是它没有一次园式•伹这不是充分条件 a 为此要研究 K |>] 中的多项 

式/以>有一次因式的充分必要条件，首先研究用一次多项式 T - a 去除 / U ) 得到的余式 
造什么样予 ， 

定 *1( 余数定理）在 KlaJ 中•用 n 去除/( I )所得的余式是 s 
证明作带余除法，得 

/(JT) = Ac J — ti> + ris) * cleg Kjt) < deg(x — a>, 

S 1 n r ^ O，m deg r ( rCW = r . 其中 r € K 、名， (' r 〕 =0 .则可以把 r (工 > 与 K 屮 

的数 0 等网，总而言之有 

/(工)= — cO 十 r , r 6 K , (n 

• r 用 u 代入.从 （ U 式得， /( a ) = G 因此用 』一 d 去除 f (, r ) 所得的余式是 /( u ), _ 

由定理 1 立即得到 2 " 

推论 1 在 0. 

从推论 i If 出/潘要引进多顼式的根的概念 ：:. , 

定义 I 设炙是数域， J ? 是 t 个有攀位无的交換环，且及―可蕃成是 K 的一个扩环•对 
于 /( i > e/co j ，如果有 c ； e j ? 得 /(<) ; 0,那么称 r 是 / u ) 在 j ? 中的一个被， 

/( X )在复数_实數域中的根分别称为 S 裉和实根^若 /( x ) € Q [ ar ] ，则/< j ：) 在 Q 
中的根（如果有的话）你为有现裉 s 」> ■ , , 

从定义 I 和推论1立即得出： . 1: : \ 

定瓏 2( Bezoul 定理1在 KO ] 中 a 是 / U ) 的一次搦式当鼓仅当 a 是/⑴在尺 



7+*} 多项式的相 .鉸 数域 h 的不耐约多项式 * 59 * 


中的一个拫= 

于是 KLx ] 中的多项式/(』.)有-次因式的充鈔必要条件是它在 K 中有根》如果 n 
是的 * 重因式•瓣么称 a 是/<工1的&重根」当 k ^ Z 时 d 称 为道根 t 当秦=1 

时称为 单根； 当 jfe =0 时 d 不是根 B 

对于 K [>] 中的》次 tn >0) 多项式 / U 0. 设 

/(y = u ( j ^ 一 q >mj — ( 工}*"/>5* ix)t 

其中 OA . …是 K 中两两不等的敢 * K - l ( i >,-, p , C ： r ) 是次数大于 1 的首一不可约多 
项成 . 它们两两不等.『-抓'二1_2•… •,• dl f 「十，，，—— hr „ ^： n . m 此有： 

定理3 «"[>]中 if 次(《>0)多项式/( X )在 K 中至多有 rt 乎根(重裉按重数计算 : U 

显然.当 «='□ 时，定理3也成立 & 

从定理3得出:如果-•个次数不超过 ri 的多项式在 K 中有 H + 1 个根，那么它必为零多 
项式，由此立即得出： 

定理4在 K [4 中，设 ZXx ) 与的次数都不 超过， I ,如果 K 中有〃十1个不网的数 
A “ : … “ H 1 I * 使得 

fic , > = g ( c t ) * i = l ，2 r .、* t + l ， 

那么 /( jT >^ fi ( j> P 

j | 证明设 A ( I ) * /( r ) —哀 (jt ) ，则 deg 4 Cmax{deg f^deg g i^n * 由于 * 

/*(>■)= f ( c t ) — ) — Ot i ™ 1，2,…十 1 

因此中至少有》+ 1个不 M 的根，而 de ® AUXn . 于是从而 

片(工 h … * / L _ j ' i : •“ _ 

定理 4 使我 #3 可以把数域 K 上的一元多项式 / Cry 与一元多项式函数/等同待.理 
由 如下： •- : ? :. = »、* ?■ ^ : 

if 意给定 / u ) e km > 吋以得到 k 到自 t 的一个映射 / m 卜 ^ */ u ) , v ^ e k 这 
个映射/称为由多项式/<#确定的多壊式函 :»* 也称为 K 上的_元多项式函数， 

把数域 K 上的所有一元多项式函数组成的集合记作，在此集合中规定 

C / fg ； JU ) *= / C ^)4 g ( a ), «2> 

( fg }( n ) t ^IfCaygCur Va € A \ (3) 

从 （2> 、 （ 3>式看出， /+ 心介分别是由多项式 

ftc . r > — j ( x ) + g ( i -) T — f { j ：} gijcy ：' ‘ - 

确定的多项式函数，爾此 CO 、 di 式定沈了集合 K w : k 的加法运算和乘法运算^易看出*零 

菡数是中的零元素，常值函数1是中的单位元素 f 赫雖怔 是一个有单位元的交 
换环， 称它为 k 上的一元多项式函数环， - 
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第？ 饮 多项式环 


定理5数域 K 上的两个多项式 /(x) 与 Mx) 如果不相等，那么它们确定的多项式函 

数/与总也不相等/ * 1 i * - 1; " - L * • 

证明设工)，假如侧 VaeKv 有由于 ir 是数域 ，它有 
无穷多个元素，于是根据定理4得，矛盾_因此 P … ■ 

注意•定理5 IE 明中的关键是 K _ 中有无穷多个元索 


设 K 是数域 ■把 多项式 /Cr) 对应到它确定的多项式函败/，这是 K£±M K wl 的一个 
映射.显然它是满射；从定理5得出，这个映射是单射，从而您是双射，由于多项式 /(W 
+发(|>对应的多顼式函数是/+心多项式对应的多项式函数是/>,因此2 f 映 
财保持加濟运譯和乘法运算 • 

定义2设犮和 V 是两个环，加果存在从 R 到 f 的一个双射 b 它保持加法和乘法运 
算 .即对 見有 


ff(a ^ ffia ) +5^(^) 1 • 4 V r i !i 

0 iab ) = 

那么称 cr 是环 R 到尺的 一个同构映射，此时称环汉与 R' 是同构的，记怍反兰矿. 

从上面的讨论袁即得 到:设 K 是数域•则 

从而可以把数域/< L 的一 疋多崤式/ ( zt 匕足一个争轉)与数域 K 上的 - 元多项式_ 
数 /( 这是一个映射)等同起来， * 

4. f 

由 Bezom 定理立 w 傅到； 在 K：[>0 中这一。是;/(X》的一次因式当且仅当弟项式函数/ 

霍 a 处的函数値 /(d=0, 这使得我们可以运用 g 数论的知识来研究数域 K 上的 不可约 

多项式 • ‘ - V I \ it - 5 rti 

现在來研究复数域上的不可约多项式有哪些.设 


/Xjc) — + ” % 十為 : r 十撕， € CLr: 


且 deg 假如, i :> 极有霞福 ，则羽 fe € C •有/ {怎) 尹0撤于是函数 



4( z ) 


I 1 

JiT } 


的定义域为 C _ 类似于变霣函数 r 复变量的多魂式函数与导数，且复变遛函数的导数与四 
则运算的关系，以及重合函数的求导法则，都像实变量函敢那样 ，■此 9 |&化>在复平面 C 的 
每一个点处都有导数，此时称制 O 在复平面 C 上解析 。 

Mi 41 +幻时 t \ mz ) i 的变化趋势如何？我们有 


I \ — I ayZ m 1 十 + 0^+ (^ 


^ I 这 I —I + **■ + £J| Z + 1 




6 多■式的枳， a 数 m 上的不可 约 多项式 




Hi 


\ \ z \ n — ( \ a 

直觉猜测：当 Id 充分大时，有 

| a , | W I _ 一 （ I 1 2 I 『：十…+1 a ! ; I 2 I 十 I 〜 | ) > 0 

为了论证这一猜测是真的.令 

M — max{ I a^x | ?…，I I ， 


r \ M 1 H -… -h| i I I z I "T I «fi I J. 


£1 0 I } 


于是当 kl 


1>0 时*有 

I I ? |『 } H - 十 I I I z I 十 

^ MCI 5 ： I ^ 1 + … +1 e I + 1 > 


M 




1 — 

z 

二一 Mi 

z 

1 一 



7 


1 < M ■ 1 ^ 


Hi 


W ] r £ 


从而当 kl — 时.有 


M ^ I 




z 




<I a . I ! z 卜 ㈣ 




M 


因此，騎 1 十 m 时 •有 


f(z) 1^1 a H I I £ |* — (| a^\ I z I - " 1 + .__ +l 〜 I I r |4H W 1 》 


> 1 a 頁 I I z 


M 


! 


* l 



0 


于是*当时，有 




# U ) I 


f_= I / 

1 


r/<^> 


r 

z 

m ^ Cl 11*1 

+ … + 

a\ [ 1 z 

l+l ^ i) 


鸾 


M 




I Cl 


it 一 




Ot 当 I = I —+ 


所以 


uT + *： +|0 ll uW +| a /, TT ] 

J 0( jc > l ,—0» 


于是存在 r > 0 , M E >0 , 使得当 UI 时•有 

t K M } , 

显然办 dfS 圆盘 M < r •上连续报据 _ 存界闭巣上的连续函数必行界（指定的祺 r , 
因此 < PU > 在 W | 搖 r 上有界 ，即 存在 M , >0 . 使得当丨 s 1 时 ，有 

I ^ P ( i ) \^ Mt 


综上所述得 T v zee , 有 
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1 mz ) |< rmx<M 萬丄 


这表_ #(。在复平面 ci ： 有界 • : u - mMWMi 

根据复变函数论的 Liouvill 定理：在复平面 C 上解析且有界_函数必为常值函数，得 

0(s} — h, V ^ & C, . 

其中6是某个非零复数， 从而 

_/ ( 定 ） = 去， V : e C. 


由此得出 = 这与 dug 矛雇，因此/(方)必有复根，于暴我们证 

明了！ 


定理 6 (代数基本定理1每一个次数大于0的釐系数多项式至少有一个复根_ 

定理6被称为 M 代数基本定理”是因为在19世纪以胳求代数方程的根是代数学的最證 

爵课题 •这个定理的第一个 严格 证明是_斯 ( Gauss ) 乎1799年给出的 * 后来他又给出了四 
个证明 dordan ， Wey ] 等人也给过证明^ 

由定理6立即得到:每一个次数大于0的复系数多项式都有一次因式^从而次数大 f 
I 的复系 数多项式都是可约的 ■ 于是得到； 

推论2 M 数域 t 的不可约多项式 H 有一次多项式 B 函 

定理 7 (复系数多项式唯一因式分解定理1每一个次数大于 tT 的复系数多项式在复数 
域上都可以唯一地分解成一次因式的乘积 • • 

因此次数大于 D 的 复系数 多项式/(工>的标准分解式为 

/(涔> = a ■ — q >、 （ jr — q >‘3 … (j 一 ⑴ 

于是立即得出： 


推论3每一个《次复系数多项式怡有个复根 （ 歌根按蠢数计篇） • 
显然■当 = 0 时，推论3也成立 • ^ 


至此我们完全决定了复歎域上的不可约多项式 【 吼_论 2), 从而细化了复系数多项式 
的唯一因式分解定理 * 


利用复系数多项式唯- [月式 分解定理，可以得出数域 K 上的《次 （ d 】 多 [式 /( 
的复根与它的系数之间的关系： 4 / ―: ^ 




一设，/ U = jr _ f 〆 +…十 丨 r 十如它 Klxj.n >0, 把/【 > 看成复系数多项式. 
设它昀 m 个复根为它们可能有相同的），则在复数域土有因式分解 ； 

= (x Ci )CB ■ 右 t 》 * “ Csf — )、 （5) 

把 （5) 式的右端展开.并且比较各项系数得 ， - 


= 一 （ c , +Q + … +« V > , 





多项式的根 . 复蚊 域 I : 的不可约多项式 • 63 • 

• • (h) 

攻 •-* = <一 1” XI * 

J si < *4 ^ 61 - 4v |il ! h 

mmu * * * 

C 0 = ( — 1» W，- 

公式 《 S ) 称为 View 公式- 

* 复系数多项式唯一厕式分 If 定理在 A - 矩阵的枏抵的判定上也有应甩. 

定 X 3设 AU > 是 C [ A ] 上的 n 级雜零矩阵 3( A ) 的每个次数大于0的不变因子的标 
准分傷式中，出现的所有一次因式的方幂（相同的必须按出现的次数计算)称为 UA ) 的初 

等因午。 

从定义3蕾出，如果知迪了 A U ) 的不变因矛，耶么可以唯一确定出 A Q 、_等因子* 
反之，姻果知道了 MA ) 的初等 KS 子、也可以唯一 确定出 A < A ) 的不变因子考虑到以后的 
应用.假定 A ( AV 的秩为 / U 于畢 A ( A ) 的不变因子有《个，我们把 A ( A ) 的軔等因子中同一 
个一次因式的 方幂按 降幂#列，并且当同一个一 次因式 的方幂不到 n 个时,就在后 f 补上 
通当个数的1,以便赛齐《个方幂.于是有 

, ( X — kt ) k ^ , …， CA — AiJ 1 ^ 


— Ai ) J ^ i (A w ) l<; i … * (A — A ，) V _ 

由于式中出现的一次因式的方幕（除去零次幕以外）就是 Aa ) 的全部次数大于 o 的不 
变因7 1 的标准分解式中的一次因式方幂，因此 （ 7;式中的 * 次因式方春 g 当分别属 f A u > 
的各个不变因子*注意到 A ( A ) 的不变因子具有 性质: 

d t <A> I dr^i (A) * !•= 1 f 2 , *** r n ― 1 . 

因此尤(又>成__0>式中_^—次儀_的最有_減, ( A ) 应当雛 ㈣ 式轉 个一次 
因式的次髙方幂。如此卞去*换句话说,<7>式中第1列的一次因式方幂的乘积就 JiAU ), 
第2列的一次因式方寒的乘积就是 尤 ^ ( A ), … ，第《列的一次因式方幂(可能是零次幂）的 
乘积就是必 tth 这样从 AQ ) 的初等因子便唯一确定出了 ACA ) 的不变因子 t 由此立即 
得出： " S ： 

定理8 CDQ 上两个_的《级矩阵相抵的充分必要条件是它们有相同的初等面子 a 
付于数域 K I :的，，级矩阵 U 它的特 ftSi W 阵 AJ - .4 是满秩的《级; I 矩阵（因为 
\ Xl - A \^ m 由 TAf - AWn 个不变因子的乘积等于 | jU _ A |. 因此如果—/1|在 K 
DO 中的标准分解式是一次因式方幂的乘积 * 那么 kl — A 的每1、不变闲 P 在 it [ A ] 中的标准 


# • 
} 

A1: 

一 

A 

{ 


% ^ 
%/ 

2 * 
A : 
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分解式也都是一次因式方幂的乘积，这时所有这些一次因式的方幂 （相 同的必须按出现的 
次数计 _) 是 AJ — A 的初等 因子. 按照± 面一段 的议逛 A 的不变因子与初等因子亙 
相唯一确定 w 因此与定埋8—样,有下述锫论， 

定理9设是数域 K Ji 的 a 级矩傳，如果它们的特征多项式在 K [ A ] 中都能分解 

成一次因式方_的乘积，那么 M - A 与 W — S 相抵的充分必要条件是它们有相同的初 
等因子， 

今后我们把数域？ T 上 n 级矩阵的特征矩阵 Af —為的不变因子就叫做 A 的不变因 

子*如果 A 的特征多项式 Uf — 在中能分_成一次因式方事的乘积•那么我们把 
AJ — A 的初等因子就叫做 A 的切等因子， 

设 AU ) 是 CDU 上的《级满秩矩阵 * AU ) 的初等因子比起不变因子较容曷求出， 

走理 10 设 AtAl 蠢 C [ Xiit 的”級满秩矩阵_通过初等变换把 A < D 化成对角矩阵，然 
后把主対角线上每个女數大浐0的多项 式分解 成互不相同的一次因式方幕的乘积，那么所 
有这些一次因式的方郴（相同的按出现的次数计雰)就;是舄00的初等因子 e 

* 证明设為(^>经过初号变換化成了对角矩哞 G ( A >； 

OU> - diagdU ： MU> ， 'MJ0}, 

其中每个 A ,( A ) 的 IT 项系教为1,设 & U ) 的标准分解式为 

MA ) = U 一 Ai >* i . (A — 知 ".U — ； L ^ 1*2, — 

若 / t . u ) 二1，則各个一次因式方幂的指歎为0,现在把 GU ) 的主对角线上每个相同的一次 
因式方幂桉遥升幂次排列，使幂指數最高的方幂位于 U >元，次高的位于 （„— 】 U 元， 
这祥得到的滏叛阵记作 L ( A >•逮时 iu ) 的主对角线上元素其有 （f • U 无整除 ( i + J W +1 ) 
元 的特点 如果 ft 证明 Gin 4 LfA > 相抵，那么 A ( A ) 就和 L ( A ) 相抵，从 
而 LU ) 娩是 AUV 的相抵拇准形 * 于是 L 0 U 的主对鳥域上全部一次 因式方 幂耽是 AU)M 
初等因子，而 i a ) 的这呰一次因式方幂正是 ca ) 的所有—次«式方幂 ■ 

首先对 ； L 的方幂进行讨论.考虑 Gf A ) 的相邻的两个主对历元 A , U ) .心 q ( A ) , 其 

^ k it >k t ^ Xm a I . . , 
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# 


( CA-Ai J*‘*g ■ U > — A . U ) > 

—CA — k \ (gi ( A ) *gt CA )). 

同理可求出(^<4>的一阶行列式®子为 

CA — Ai ”“ 什 1 ( 心 ⑴ >. 

这表明 QrU ) 与有相同的各阶行列式因子，因此它们相抵*通过每次调整主对角钱 
上相邻两个多项式的 （ A —厂 ） 的方幂的位置，可以得到一个对角 A 矩阵 G r U K 它的主对角 

线上元素是按照 A — 幻的升幕排列的 e 据上述知与 GU ) 相抵„ 

现在对于考虑 A — A . 的方革_依次进行下去.最后使得到 L ( AK 从而 G ( A ) 与 
L ( A ) 相抵。 ■ 

设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，如果它的特征多项式 Uf — Al 在 K [彳] 中 能分解 成一次 
因式的方幂的乘积，那么酊以按照定理10所_的方&求出汲的特征矩阵 Al _ A 的初等 
因子, 

fflf 面指出，可以把数蛾 长主的 一元多 棚式 与一元多项式函数等同荇待 M 从酣我们利 
用通数谁的知识证明了代数基本定理，进而决定了复難域土的所有不可约多项式，现在我 
们反过来要运用多项式的理论来解决函数论中的-些问®.定理4表明 ：数域 K 上个 
次数不超过? f 的多项式，被它在 K 的 ir + l 个不同元素的值所唯一确定 • 于是在实际何题 
中，如果变懂^与变量 t 之间有确定的依赖关系(即爾数关系 V ,并且通过观測得到当 r 取 
||+]个不同的值 0， f ! **■•*〜 时，: y 的对应值为 A ，必，…， rf F . 那么我们可以找一个次数不 
總过《的多项式 / U )， 满 M /g = ，用多项式函数>=/(尤)来逬似地插述 

y 与 j ： 的函数关系 《 此时把这个多项式港数 3 r =/【 W 称为鳳来涵数的插值15数，或播值多 
项式 I 求揭值 函数的问题称为插值问祖*下面介領求揷值多项武的一些方法， 

定理11设 … ， f _ ，数域 K 中《 +1个不伺的数尤，…，义 t K •则中存 
在唯一的一个次数不超过 h 的多顼式 /( H ， 使将 

/( r ,) — d t ^ i — 0* 1 ?2 **-* t <8) 

证朗据定理 4 得，满足 (8) 式的次数不超过 n 的多项式 / U ) 如畢峨么它是唯 
一的.现在来证存在性. 

先看一个特殊情形*任#淑灣 i € {0,1, •••，》}，设 

d n = = d f - } dr ^ **■ ^ d H = 0- 

如果存在一个次数不超过《的多项式/ 得 

fAi %) ^ d f — 0» j ^ i ; / i(cj = (9) 

那么 /■ ( r ) 有”个不同的根 “ ■•”山 t . c ,* e “由 f : deg /, Lr > < n . 嵌此 

fiix ) — a f i.x — ™ 


t 10) 



_ 
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由于既此由 U 0) 式得 






d 


( c 4 — >，•*<£：*， c^j ) <Cf J p**{ci — •) 


* 


把( m 式代人 u ⑴式得 


/, (^ t ) = d . 


( ，c — ) …（怎一 ^ — c m > … （4 — c *) 


((■ — f 0 】，.*【!：_ — c ff , 13 ( c § — £ f t j ) … tr , _ C 

显然(12>式给出的 //( y 是次数不趨过 n 的多项式满 ; r ( d > 式。 

现在看一般情形，令 … 2 ' ” 


/( x ) ^ 2 d , 


O — Cu ) •••(，一 C |_] > Cjt —— c^i ) …（，—— c 


Cr ( ~ (Ci — ) ( C | 一 cvhi )***( c / - c ^) 


_ deg / UK » •且满足 


f ( c ；}= ^ d , 為 He —ki i 


^<€ i — c m y 

< CV —£ V) … Co — C P - i Xc . — Ci+j )—(Cj — c n ) 


d ” 


公式 ( 1 3 1 给出的多项式祢为拉格朗日 （ Lagrange ) 插值公式， 

定理 ！1 中求插值多项式还可以用牛顿 （ Ncwtdn 』 插值公式： 

J h、 = «ii + u y (.r — C4f ) ■“〆 jt — A K‘r 一 f ，> + … 

你 i : _ 11 & % H fi . p p 分 《, Cx — c<y j 嫌 一 幻）、"（1 — h 

其中系数可以通过把 x 逐 Kfc 用〜岣■…, g 代入而从（14> 式求出 w 
定理 U 中求插值多项式还珂以用待定系数法，设 

/< jr ) = a m x a + u『 A + 

由于爵求 f ( c ,) = d ¥ ^ i ^ 


i ^ r 』 十… + a 1 m + i 

XU 1. … WI , 闪此 坷以 得到一个含未知数 ^ a __ r 


(ID 


( 12 ) 


(13) 


_ 


(14 i 


as y 

的 w + 1 个 


方程组成的线性方程组•它的系数行列式是范德蒙行列式，这个行列式不等于 仏 因此方程 
组有唯- 解，， " 


7, ( k 2 典型例题 


例1在01>]中■求 a 的值，便 / G ：) 在 Q 中有重根,并且求 
出相应的重根及其電数。 

解法一是 / Oc > 的重根 

㈡ X — «：是/(^>的重因式 

㈡ c 是 (/ U >. / < x > ) 的因式， 

川辗转相除法求■当0舞3財 * 


多项式的權_ M 故峨上的不可约多項式 


^是/( X )在 Q 中的_裉 」 r h 、 

♦, ，•： ■ u *-, - j'f t -r ■ 4 j • 

0 ^ ia 1 — 9 ri * + 2 16 ci — 0 ( a £ Q)fi x ~c 長 jt + 的因式 

当 a =3 时 ,（/ U ),/ U >) = 1 .从而 /( d 狱有重因式，因此 /(# 在 Q 中 S 有重根 ■ 
综上所述、在 Q 中有重根当且仅当 a ^ O , 此时2是/<1>的重根 .用 x - t 去除/ 
采用综合赊法•易求出2是 / U > 的二歌根， 

解法二 / Ct ) 在 Q 中有重根 

=> /( J ：) 在 Q [ X 3 中有重因式 

㈡ 4 * ( 一 3>: • 4_ ( — 33 T ti' 一 18 • ( —3> * a * 4 4- 4a 1 +27 • ^1" — 0 

㈡ 4 * a 5 -9a 1 + 216^1^0 

a =0 或 — 9 fl +216=0( 舍去） 

因此 / U ) 在 Q 中有重根的必要条件是 a = G .， 再看它是否为充分条件.当 fl =0 时， 

f ( j :) — jr * ™ 3 jr * + 4 

= jr l U “2) — U + 2 )(：r — 2) 

— - f j : ^ — ；r — 2) 

-(文一 2 > J (x I i ). 


因此 /( x ) 在 （ J 中有重根翌且仅当此时 2 是 / U > 的二重根， 

点评： 

觴法一具有普遍性,解法二是针对是3次多项式,利用了 7. 5 节的例5中关于三 
次多项式有 S 因式的充分必要条件，从而变得比较简捷 w 

需要注 S t KDr] 中的多项式 /(4~y 在 K 中有重根的必嬰条件是 /Gr) 在 KDr] 中有重因 
式，但这不是充分条件_即•可能在 Kb3 中有重因式 vM /($>在 K 中没有霞根. 
例如 .Q&] 中. /(*): 勾 Cr 1 一 卟有二重_武 W — 2,但是 /(WfeQ 中没有根*当然也就濟 
#S 根了，当 K 是复数蜮时 .CO] 中时_式尸㈤在 C 中有®根当息扠当 /(or 〕有董 

因式》 J 

例2设 K 足数域 . it 明： K [./] 中两个次数大于 （> 的多项式没有公共复根的充分必要 
条件是它们互素， 

证明设 fix ) , g ( x>e K 1>1, 则 

/ UV 与有公共复根 1 : n . 

㈡ / Cr >_ j ? U ) 在 C [ x ] 中有公共的一次雨式 
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㈡ / U ) 与在 CO ] 中不互岽 
㈡ 与在 KDr ] 中不互素. 

从而 /'< x > 与发 ( x ) 没有公共复根当且仅当 / U ) 与 # x > 在 KU ] 中互素。 ■ 

点评： 

在例2证明过程的第二步的充分铨_用了复数域上每一个次数大于0的多项式都可 
Pi 分_成一次因式的乘积 ■例 2的结论使我们可级利用转相除法判断 KDiO 中两个多项 
式有无公共复根，并且如果有的话，把公共复根求出来 sc 是/(2)与的公共复根当遇. 
仅当 _ r — r 是</(之），总0^>的因式_ - : 

例3 QO ] 中 •/(工>=/ — 3之 1 +怎一3，度(_) = /一^+2¥〒土十1. JXs ) 与 g ( d 有 

无公共复根？如果有，清把它求出来* 

解法一用辗转相除法求出： 

(/( x ) t ^( x >) = X 1 + 1 5= (jr — i )( x +0. 

因此纟和〜纟是 / U ) 与的公共复根 4 

解法一 fi x ) ^ jr a ~ Sx ^+ ji : — 3 

一 3 )+<x 一 3> 

={^ H - l )( x —3), 

/ r ( x >= x A — jr 1 +2 x * 一 4： + 1 
^ ( X 4 4 * 2JT * -|r 1 ) — M x 

— ( jr 3 + l) a — 龙 ( X s + 1〕 

= Cx ? 4 - 1) + 1 — _ r 乂 

于是 （/( z > ，尿 ( jt )) =/ + 1 = ( or —/ Kx + f >. 

因此纟和一 * 是 / Or ) 与发 ( x ) 的公共复根， 

点评； 

例3的解法一用糖转相除法求 (/(*> 是普进通用的方法 4 _法二通过因式分 

解來求只对一養特殊的多项式适用•因为没有二个通法来把 KDc ] 中任意 一 
个次数大于0的多项式分解成不可约多项式的乘积^ ^ 4 

例4证明：在 KU 2 中，如果 _ r — d /<， ） •其中 m 是任— 正整数，那么 

，一 a _ | /< x ”. 

证明令由于 ！一“/(?>• 即 H | 发•因此 a 是段在 iT 中的 

拫.从而 = 于是/<’> =其 （“> 这表明是 /( jO 在 K 中的根。因此 

n ™ ： f ( x ) sr 从 rfjf 有办使得 j { j：y : / i ( x ) Cx — a "), 不定龙』用 代人 + 从 
上式得/(■1："')=-/以，)(2" 1 — < 2，），于是 ■ 



多项式的 m . 复数域 I 的不 w 『约多项式 * 即 • 

点评： 

例 4 的证明主®是利用 T 根电一次困式的关系■以及一元多项式环的通用忭质.如果 
不用•元多项式环的通用性质，躭很难把道理讲淸楚, 

例5 中，有 

P + 疋斗 1 1 十 jr fl ^十 

其中 rn % njeN m ^ 


证明 


把上述多项式看成复数域上的多项式•每此;二 通 . 由于 y =：u 園錄有 


1 + 比 + VT = 0 ^ 


W^ + w Jwtl 士 = I f ui + u/ = D, 

从而仅适 2 十 1 与 y 〜 j _ w 十 ： 1H : 的公共鞑根.据 B 柳 14 定理得 - 尤一 w 是它 ffj 的 
公因武，从而它们不互素，由于互素性不随数域的扩大而改变，因此 /十 ; r + i 与屮 


y - i 十在 Ql ^3 l || 也不互索*又由于二次多項式 J ：; +工+1在 QU] 中没有一次匪式, 
因此它在 Q 上不可约 ■于 是在 QU] 中，有 


点评： 


x : +7+1(】加 +， H +? m . 



甸5的证明充分雁示了掌提理论的重要性。利用根与-.次因式的关系,丑素性不随数 

域的扩大而改变，中不可釣多项式与任—多项式的关系要么互業，要么能養除它，就 
证明了结论 ■ 几乎不用什么计算•也不需要什么特殊技巧 ： 

例 6 证明 t . QU 〕 中，如果 

X 5 + JT +1 

那么1是/_(^)的根， i = l ,2。 

证明由已知条件得，存在 KdeQ [ aO t 使得 

1 /■ ( 〆 》 + j ^ tC ^ P ) ^ 十 x + I ). (16) 

,^ . _ I 

ig w=- ^ 一 、删 w 1 + w+ 1 ^01(w®)*+4-1 = 1 = 0 * 


X 分别用似， ti 产代人，构 （ u 式得 

/i (1) - I - JJt/f j < 1) = 0 ( 

AUy + n^AiD = a . 

联立解得， f ( i > i = G , A ( l ) = CL ’ 

因此 1 是 / Ux ) 的根， hl . 又 



点评 t 

例反的证题思路是为了求 / rUK / di )， 酹要列出两个方程■利用已知的®除关系可写 
出关于整除的等式<1们_从 (16) 式的具体情形_，应当把 x 用三次单位根加,切* 代人， 
才能得到关于的两个方程》 

例7设 K 是一个数域， t ( jr>eKUJK 的次数《大于 ( K 证明： 如果在 KU ] 
中./<: rM / ( / ). m 煶一个大于1的整数，那么 /G >的复根只能是0或单位根 + 

译琴任取 /(# 的一个®根 f ， 则 /( c ) = 0， . 

由于在 KO ] 中 •/( i >|/(/), 因此存& AU ) eKEr ] ，祕 

/< x ” = ii ( jr )/( jr )* (17) 

jt 用 c 代人_从（〗7>式得 fX ^^ h( t ) f { c )^ 0 9 于 ® c w 是/(尤）的一个复根， 

尤用 c •代人，从 ( m 式得/(#>=^( 0 /( 0 这 0 ,于是 〆 也是/( X )的一个复银, 
依次下去可梅, C ，， 〆 ， 〆 ，*“霉是 /&) 的复粮*把 /( Z ) 看成 Ct >] 中的多顼式•由于 
dm /&) 因此/<^)^有几个复根（重根按重数计算 i , 于是必存在正整数扣便得 
〆 = 〆 对于某个正整数纟</_由此得 ft 〆 （ 〆 ，__—因此 〆 或 〆 从 
而或 C 是单位根》 _ 

点评： 

从例 7 的怔明过程看出，运用一元多项式环的通用性质才能把从 r 是 / G > 的复根推 
导出■“•雜盛/( ㈤ 的复根的遒理讲淸楚_否则.不仅道理说不清楚，而且容易产 

例8设 K 是一个数域， /0)6 KU ] 且 deg = 证明： f ： 是 /( i ) 的 A t K 

根 U >】 》的充分必耍条件遒 t 

fU'y = fie ) — *** = f^ u ic ) — o , ^ ic } ^ o . ns ) 

证明必要 性. 设「是 /( y 的 a 出 H 根则在 c [>] 中. j —( 是/(』■>的 * 茁因 
式，从而 X — c 是 /' Or ) 的 &一1 重因式 •于是 1 — r 是 / Wx ) 的 1) — 2重因式 n 依 
次 F 去可得 ， X — r 是 / U ) 的々 ：i E 因式•… .1-( 是的]重因式 n — r 不是 
尸”&>的因式.因此 

/£>) = f (€) = •，一 0 , f h} ic) ^ 0 , 

充 分性. 设复数 c 使得 ( IS ) 式成立，则 f 是 /( j ：),/( x ) •■”•产-氱楹, c 不是 
f m (文)的复根，从而在 C |>] 中，：一 r 是 f ” （ X )的单 因式， 于是 n 是 U ) 的2 
fi 因式.依次下去可得， n 分别是/ …♦_ 〆 （ f ). /(4：) 的3重一】 ® 因 

式_因此 C 是/<工)的 A 重复根_ 

例9设 / 0 e >— 3 ^ +5^*+^ x+ct QM -—2 是 /( JT > 的 3 重根 *求』•力 , c * 



7.6 多项式的根 _ 复歎域 fc 的不町约多项式 


解据例8的结论， 一2 1 /( W 的3琨拫当且仪当 

f(-zy - ft - 2> - /<- 2) = 0,/^(-2) #0 .. 

/■"(.ir) « Ax 1 4- !5a* J 十 Zuj ： +* l> f 
f ix^ — I2Y 十 30x -h 2u . 

/*(x> = 24jr + 30 f ^ , ， …、 ， T I 

解关于的方程组 

(C— 2) 4 + 5 X C— 2V + 鉍一 2> a + 2) + r = p, 

, 4X(—2) 1 十 15 X (— 2)* 十 2*(—2) +6 = 0, 

12 X C-2) 1 -f 30X <- 2) 參#， 0 ， 

Ik. 

得 6 t 6 — — 4 f c = _ 8 ， 

例川证明 ^ 数域 K 上住意一个不可约多项式在釐敗域内役有 重根. 

证明设 〆 工)是 Kl >] 中的不可约多项式，它在中的标准分解式力 pix )^ 

« • 其中的首项系数由此#出 KU ] 中没有 敗因 武-从而 

々( x ) 在 C [ x ] 中没有重因式，于是 /> U ) 在复数域内 没有®根. ■ 

点评： 

例 10 的班明的关键是利用了 w 有深 : 麗因式不随数域的扩大而改变 ” 这个结论， 

例 11 证明 ; 在 KO] 中，如果 /(X) 与一个 不可哟 多项式 ^ 有公共复根*那 

^ sp ( x ) | /( x >, 

证明由知務件得 • / U ) 与 ） < ， r ) 在 C [ I ]中有公共的一次因式 * 因此在 CO ] 中 • 
(. rU )^< r ))^ K 从而在 K [ i 〕 中•： /'(. rh / M . rn 关1由于 J & U ) 是 K 上不可约多项式. 

因此 fi(X)U ( 工 ) • _ 

点评； 

例 L1 证明的关键有两点 t 第一，互素性不随数 _ 扩大而改变，箄二 •Kl>3, 中，不可约 
多项式 ACr) 与任一多项式 /Cx 》 的关系或者互素，或者 Kdl/CWU . 

从例5、例6,例 7 M 10、例11等題目看出.掌捶一元多项式环的通用性质，掌__整除 
关系，首一最大公因式 * 互素性 •有无重® 式都不随数域的扩大而改耷 '掌搪 fC |>] 中不可 
的多项式与任一多项式的关系等理论，可以比较容易找到解廳思:路,而通能把解题过程写 
得.楚明白，不至于食糯不清. 

例 12 在 Cj >] 中，求/ — 1的标准分解式， 

解（:是的复裉 ㈡〆 一1 = 0 

㈡ (是次攀位根， V'J d 






_ 
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爾 7 0 多项式坏 


由尸恰有〃 t 两两不等的〜次 
的标准分解式为 


位根 s 1 # t I f " * 


* p * 


•r 一 1 ,其中，因此 # 一 1 在 co ] 中 


: r ’ 一 I = (JT 一 1><j? — fH I — 浐）… <ar —f 】)• (19 )： 

例13设; r 11 — 〆 是数域 K 上的多项式 Ca 沪 0)* 求/一 a ， 在 Cl >] 中的标准分解式《 


__ V. ' _ 

JT 用 f 代人，从例12的/ — I 的标准分解式 (1 幻得 


从而 



JT " _ 沒 ，= (JT 

例14设/<是一个数域,尺 3 
设 K ,令 


— a$}( X — 诚: >… f — a$ w : ) < 20) 

一个有单位元的交换环.且 J ? 可 请成是 JC 的一个扩环, 


* ^ (/< jr ) & K [^ J |；/( a ) — 0} 


(20 


设人其 （W .证明 


(1»九中存在唯一的首一多项式使得 

J * ^ {h(x)m(Ty \h(x> 6 K[^DN (22? 

Q >如果 R 是无零因子环.那么第 （ 】 >小题中的" 〆 』:）在中不可灼 . 

证明 a ) 在人中取一个次数最低的首一多项式•记作 rnh ) •任取/(1)€二，在 
K [ x ] 中 ，用 mU ) 去除 /(: r ) , 作带余除法 s 

/(jr> = h(x}m(^) + r(x) i deg rf,r> < dtfg tn tx). 

假如尹0，1用<?代入，从上式得 


fia > — A ( a ) m (< j ) 十 Ha ), 

由此得出， Ka ) = 0, 从而 Kz ) 6 J ■，这 与》1(念> 的取法矛盾•因此 = 鄭 1 = 

•从而 （22) 式成立 6 

设首一多项式 ( a *> 也使得 

— (x) I A(^ 

则漪 UM OT , <戈）且 ( X ) I m 4从而切 （ X)〜 TOi (工） • 艾由于它们首一，因此釦 （ x > 

— mi ( x ) e 卜二 1 

(2) 假如 在 KO ] 中可约.则在 KO ] 中有 

m' :、= mi {x)m* (x) * deg m ( Cx> <1 deg n?(x) = 1 , 2 * ， 

I 用《代人，孤 i ： 式得 CPI 


U 多项式的植,越数域 1： 的不 HT 约多项式 


_ 
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* 


! / • 」 mia ) — m , 

由于 且 R 是无零因子环，因此 ini Ca )^^ 或者 m * (沒 ） = 0, 从而叫 或者 

九•这与 wi (- r ) 是九中次数 At 低的多项式矛盾。所以 " Kx ) 在 KDrl 中不可约 
例 IS 在例 U 中•取 K 为复数域 C . 取尺为 C [ A ], 其中 


A 


. 



求 L 中的次数最低的首一多项式 m (^) 


* 


解八 1 



一 1 



0 


0 


1 




2 CA -/) 


因此 

令 


A — 2A 4-21=0. 

/(_r > — 2 龙 +2 * 

则 /( A ) =^ A 3 -2 A +2/^0* 

从而 /(A ) 6尺•由柯 M 的第 (1) 小题知道 ㈣ (_r > | / U ) ,在 e [ x ] 中, 

/Cx) — Car — U — (1 — I’)]- 

显錄， x — tl 士 I_> $ - 掴此 m{jc}^= f{jt) |p| L 


mix) = jr : — 2* 

点评： 

闸 15 m Ja 中次数最低的首一多项式 m ( T ) 在 CO ] 中可约.这是因为 C [ yU 是有零因 
?的环，例如， A —(1+*> J#CUA — a — f >/ 垆 0 ,但是 

[A — （ 1 十 0 HTA — <1 — ；>/]> A B - 2 A + 21 = 0. 

因此 A — U 土都是 C [ A ] 中的非平凡的零因子 • • 

供 W 设 A 是数域 K 上的71级矩阵*证 明： A 的特征多项式的 n 个复裉的和等于 
iKA ). r 个复根的乘积等于 | A | « 

证明 A 的特征多项式/4>为 

/CA) 1X1 一 A | = A ，一 U(An^ { + … + (― 1)_ 1 A U 
设 A 的 n 个复根为 r t , q ，…心.据 Vieta 公式得 

— ti ：( A ) = — + (_ ) ， 

(―1 ) 叫 A 1 司（一 1 ) % ( a …, 

因此 r 3 + C S + — - fr ^ trCA ) , c ^ c 1 *^ c n = IA I ， _ 

例 1*7 设 卜/ ，其中 a 是大于1的正整数，证明：对于有 
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m 7 康多项式环 


壤明在 q > ] 中. 




^^3 ^|r .，.fA s= iQ 


jf—i = (x —j ) c 4 ： —e> (X ^ fy -- (x—r 1 >, 

当时，； r * —1 中: c *- 4 的系数 a ，— = £} ，由 VktQ 公式得 • C 23) 式成立 
*例18设 A 是有理数域 h 的 3 级矩阵 s 


/ 


2 


A ft 无初等 因子? 

解 


J 8 
卜2 —14 
如果有，瑭求出 A 的初等因 f 


一 3 


'1 


4/ — A 


[A - 2 一 3 — 2 

—I A — 8 — 2 

2 14 A 十3 


0 


A — 8 
- 10 A + 13 
2 A - 2 




-2 
2 U ■+ 2 




1 0 

Jl 1 iO l：i 


1 

0 0 

o A : — ！ QA 一 13 

一 2 (a — n 


0 

A 2 — 十 9 0 

0 2(A-1) 

A - ㈣ 

r j 

: 

0 

2U- 1> A — l 


i 0 

0 

r 


‘一 "It. 

0 U -3)' 

1 0 


*1 


0 0 

X — 

I 



C 23) 


_ 


因此 Z 的初等因子为 3) 

例 M 求一个次数不超过3的多项式 / U > eQ [>]* 使得/(0}-5^<1> = 7,/(-1) 
=9 t /<—2)^13* 

解法一 用拉格朗 H 插值公式•得 

< r — U ( 工十 1)(^4- 2) ? ( jr - Q ) Cx-h ] )(a +2) 

<0 - I KO-i- 1)(0 h 2) ^ ' t 【一 oT(l + IK] +2) 

(x — 0)(』 




f (^) 


解法 


丄 (x—Q)(x- I) (x^Zi , Trt 

(—1 -0)(—1- 1)(—J -f ， 2j 卞 P 

-r H - 3 j -" 一 + 5, 

用牛顿插值公式，得 


■ — Mmm. 


2 - 0 )( 


1 )(x + I > 
- J )：(-2- hT ) 


/ Car ) = 14 。 + 十叫文（文 — 1) l ). 

因为 /( O ) = r > ，所以 叫 = s B 因为 /( i ) e7 ■所以 



多项式 的根* 复敷 M L 的不可约多项忒 
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5 十 a • 


从而 W| =2* 因为 /C—1) = 9, 所以 

9 5十 2 ( — 1) + 1*1 "1)( 一 1 一 1) 


从而 I 


从而^ 


、' 因为 /( 一 2)=13, 所以 

13 = 54- 会（一 + 3(^ 2)( — 2 一 1 ) + hj 2)( —2 ^ IH ^ 2 +1 ) 
* 因此 


fix)^ S 半 ix+3xCx— n (其一 lKx^l) 

匕 W 十 Sx 1 — 2x + S, ■ 1 ’ 

解法三设 /(_ r ) 土 asY + u ^+ d , z 十知， 

用待定系数法求出 fl , = l . a 2 -3 t ai =—2* a ^5* 姻节留给 读者皂 芑我 

例20 设 Qr *t * … * t \ 是数域 K 的《 +丨个两两不等的兀素，¥ 

Fix) = (x— Cq) (j — Cl >—<x — C H )• 

把拉格朗 n 插值公式用 尸0>以及 ^/)00，1^.^来表示. 


n 


解 F ’ C !) = TT (x = c , ：) ^ TJ <x — f , 】 + … + JJ C 】— c f ) fc 






于是 F f u t ) n ( v , 一 c ,). 从而拉格朗日插值公式可写成 


j 私 


例 21 求所有4 次多项式，使它在任意自然数七的值都是 整数. 

解设 /(j 。 =m, + a j +“yf jt—VH n 3 j ： (j~1)( t—2)H-|iX# — 1 )<j—2 )( 工一 3) 

( h 笑 0) .如果 / b ) 在任意自然数 t 的值都是整数，那么 

a) uo = f(o) ez, = /a>e z t 




<2) 2! 吣 =/(2)— 崦一念 m, 疙 ^ ! 

C3) 3U) 写 /U) 一椒 — 蝌 6Z* 

<4) 4 [< i 4 ^ JX 4 ) — Ma ^4 Hi _12 a 3 — 24 «：i ^ Z ¥ 
i 2 % = % = «i =2! * a 5 =3= 4 ! w 4 ，则 

/( x ) 十告 asxCr — 1) - h ^ aixfx — IHx — ^> 

+ ~a t joix — 1 ) (工 一 2)(3 ： ^- 3)* 

其中 a p \ai ,at ^ a % f a t £ Z , 耳 a 4 ^0» 

任取正整 数〜有 


C24) 


聲 
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第7铥 0 




— 


fin ) = -h ^2 « + h ( w — 1) + ~ w ( jf = l )(n — 2) 十^ — 1 ) (" 一 2) ( 一 3 ) 


^ 十 a,+ C ； a^ 4- CJa) 十 C；^* £ Z, 

因此所求的所有 4 次多项式都是肜如 （24 >式•其中 i 且 a ,^ O n 

例22设/(工)、势(工) 6€|>]，证明；如果且 JT 1 (1)=廬— 1 ⑴，那么 

证明 设 max ( deg /* ( r ) , d^g W _ r )} = H •不妨设 / ( i ) 的次数为显然 

/ r ( ⑴ fl 广 1 fl ) = 0 ■如臬鱺斑明 

ir 1 ^) u 广 1 ⑴ + 

那么由于广 * ( o )= f 1 ■且厂 1 ⑴ nm ) • 因此 /( x >-^( x >. 

设 / Cr)，/(y — 1的标准分解式分別为 


两 


fix ) ― aJT<jj —Ci > r ^ t 


鼸 


/< X > — 1 = fl JJ ( JF — 為 J 


_ 


■ 


其中 = n = 显然 


■= 


因此 


f l <o) = : fo.cip-v^j^jr^ci) 

\ r y mur i (iu = 

根据 i s 节的定理 1 •我们有 

/ — (/⑴一 ！）' 


=(义 
m 4- s , 


(it * t ) # 


=IX <4 ： —f,) r - ! * (j!— d t yr x * h(jty f 

一卜 im> 1 #麵1 4 广二？ i ， 1 l! d 11 1 

其中 m 不能被 J — C ■除 “ = 也不能被幣除 " = 12, …, - p 是 




S ^ ~ l ) 十 2] Q , - 1) < deg / = n - l . 

ir ^ - fk 


另 — 方面，我们有 


m 






£ ； (r a - 1 ) f — I)= S 

i _:】 • j—It. 


$ 


r _ — m 



1： 


因此 


— Cm 十 iXn —1 B 


= 2 n — (m + f ) + 

由此得出 + K 即 
I 广 1 ⑻ U 广 ⑴ h + L , 

/( x ) = g ( JET ) ；> J || 


从而 


■ 



7. 7 实数域 J: 的不对约；项式.苽系权多项式的实根 • 77 • 


习题 7*6 

L 设 /(_r »= / + 7*r 4 +1 9 jt 3 + 2 6.r : + 2(Ji + ft t Q[x] ，判断一 2 是 f 是 f ix > 的根， St! 果 
是的话.它是儿重根？ 

2. 在中*— 7/ + 4文+』,求 a 的值，使 /U) 在 Q 中有重根，并求出 
相应的重根及其重数. 

3. QCi ] 中 、 fi :、 二3? — — JT 一 2 +2 〆 一 3文 一 2* /(怎>与其 Ce > 有无 

公共复根？如果有，请把它求出来， ’ 

4. 设 /C:c >【X 4 — 5 x * +0^ +&T+9&Q[』] ，如果3是/(文)的二重根，求 a ，办 B 

s. 证明 t 在 ff U] 中•如果太 .+ 1 1 /(无 1 ^ 1 >，那么 w '+11 /(^ ) ,其中备是任意 
自然数. 

6. 证明：在 QU ] 中 •如果 ，十 I !/〗（/卜那么1是/,(尤)的根.1=1,21 

7. 证明：加架数域 iC 上两个首一 f 可约多项式 /( r) 与只 （x) 肖一个公共复根.那么 

8•设 Ktx ] 中»次多项式 

f ( jr ) = + … 4- a I jc + a fl 

的 ” 个复 fti 是，付于求数域 K LUh … bb “ 为 t 根的多项式 i 
% 设 AeM w (K)*A 的不等于零的主子式的 M 髙阶数称为 A 的主秩，记作 prfAh 征 
明 : 及的非零特征值的个数 C 重根按重数计算）不趙过 pr(A), 也不超过 rankCA), 

10, «明！如果《级实矩阵 A 的主对 角茏全 为正数，那么 A 的特征多顼式的复裉中至 
少有一个其实部为正数. 

下列钶理数域1:的矩阵 A 有无初等因子？如架有.清求出 A 的初等因子 .， 

f 0 1 Oi r 1 —3 3 > 

(n A = -4 4 0 ( (2) —i —6 13 j . 

—Z 1 2 i—l —4 8 ^ 

12. 求有理数域上一个次数不趙过 3 的多埂式 /&). 使得 

/( I ) ^ 2 , fit ) —3, /(3) = 1； / C 4) = 3* 

13 - 求有理数域上一个次数尽可能低的多项式/( X ),使得 ' 

/(0) = 3, /(!> =4, /(2) = 9, /(3) = 18. 
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第 7 带多项式环 


7 _ 7 实数域上的不可约多项式，实系数多项式的实根 


7-7.1 内容精华 

由于把实数域扩充成复数域比较容易实观•祖此找出实数域上的所有不可约多项式, 
可以利用复数域 li 多项式的信息. 

定理 I 设是实系数多项式 * 如果 C 是/匕>的一个复根•那么 c 也是的—个 
复根’ 

证期设 /^) 』+ …+ 〜 -+ U , e R “■= U ,】，*“• n ■出于 r 是 / c „ r ) 

的复根.因此 ^ 

a〆 ■十〜_ 〆 '■』+•” +aic H - a,i = 0 * 

两边取共轭复数，得 

J, ~ **11^1 ^ + … + q = 0 

即 /{^>=0. 因此 e Ji / U > 的一个复根* ■ 

定理 2 实数域上的不可约多项式只有次多项式和判則式小于0的二次多项4, 

证明： 设 / CrWllU ] 是不可约的•把/ ⑴看成 复系数多项式，根据代数基本^理 t 
/< X ) 有一个复根 c , i i ,； • s ;! r 、 - ^ 1 , , •， t (J 

情形] < m ， 则"二>在 U 中有一次眄式 I — t 由于 / u ) 不可约，因此 
/< x ) — c ^— r> B 从而 

/( j ：) ! ^= cjCjt — r ) * a ^ R * 

佾形 2 cr 是虚数则据定埋 1 得 W 也是 :/%) : 的—个复根 # 于是在從^中 

Cr 一 c) I fd tx — d 丨 fix}, 

由于， 一 i ■与 jt 一6互素，因此在 d >] 中 

Cn) (汝一 f) [ /(:> • 

即 ^ " Ccr +^> j ： H -4 ?d | jffx ), 

ffj 亍 c 十 e 与 rf 都是实数.因此在 R |>] 中 

- r 1 — i€4-e)x -f or if f (: rh 

由于 /D 在 ] r l * 不可约，因此 /(j > 〜 （； r 」一（ r+f) j+cf 》•从而 

/(才> = 4 i[> J 一 ( r + f ) x - ha"] t ^ & R * 



实敗域上的不可角多職.实系数多项式的文报 


馨 
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由于 / u > 有虚根•因此/« I )的判别式小于0 • 

反之, U 中任意一个一次多項式是不町 约的； 判别式小于0 的 二次多项式由于没有 
实根，因此没有一次因式，从而也是不可约的 * ■ 


从定瑰2 和唯 一因式分解定理立即得出： 

定理 3( 实系数多项式唯一因式分解定理 } 每一个次 数大于0 的实 系数 多项式 /( Z ) 


在实数域 t 雕珂以唯-地分解成―次因式与判别式小于^的二次因式的乘积=即 

/ ( 1 ) = a(x — < r , V ' "*<.r — c , V f.r 4 p,x + ) Vs + p t X + f /,)*、 


U > 


其中 《 是 /(. r ) 的首项系数 Kt 


r > 是两 W 不等的实数以灼 A M A ，办 ）* …， Cp , •% > 是不 


* # 


同的实数对*且满足 ¥—4 私 <6, 卢都是_负整数_ — 

从实系数多项式的分解式看出*如果虚数=是/(1>的一个复根，那么5也是 / Cr ) 的一 

个复粮，且它们的重数相同《 W 此通常我们说 i “辛率岑事—等：中串 f 孕寧率 亨申 由此 

立即 得到； 1 . _ 

推论 I 实系数的奇次多项式至少有一个实根. , 

下面我们来研究 * 一个实系数多顼式/(^>有多少个不同的实根? /( x > 的旃有实根在 
哪个区间内？ （_ 实根的界的问題 h 对每一个实根能否找一个区间包含这个根而不包含 
其他根？ <即把实裉分离汗> •然后 我们闻去求每个实根的近似值， 

先看实系数多项式 /< x > 的实根的界的问题•我们可以更 一般地 讨论复系数多项式的 
复根的范躍 N 再由此得出实系数多项式的实根的界 

定理4 设 … fu + a 是一个 I 系数多项式，其次数 
令 


Vf — max : 丨 1 , | 


* 


I t ) 


( 2 ) 


騎 I 參 i + 了 


M 


时 


fi>l sT 1 + "• Hrat2r+Gij I ■ 


(■3) 


M 


证明当 M=0 时，结论显然成 $：• 下设 M 尹 0, 当 Ulgl+Aif ，有 u [>〗 a | fl ；| 

Um 




M 

Ul-r 


从而有 


= Mi ] z l ^ 1 

5^ li ^^r-l 1 : I 


、 M 1 - l f， 、 M l U 卜 i) 

〆 1 * I — 1 1:1 — 1 

+，”+t 怎 1+ J > 


~H … 11 e | f I “ 




■ 
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m ? m 多项式坏 


| + …十 I ap l + l £1 ， I 

> I 1 + •*• + = 十 A I • 

从定理 4 得出，当财，冇 

I /<a) I ^=1 n m z m +ia 『 1 sc ir " J + … +a ! 書十办 



^ I |—I G^i 樂效纖 . 免： + 办 13> 0* 

因此 / Car ) 的复裉全都在以鹿点 为圆心 ，以 i + A 为半径的蒯内 • 把这一结论用到实系数 

4 I Mm ll 

多 项式上 ，便得到， 

推论 2 设 /< x ) 十 t ^ x p 1 H ■…十 a 』j ■十 〜， 是一个 实系数多项式.其次数 

#1別•令 


M = max{ | a^j \ . | 邊 — 3 I • \ a L U | 砌 I h 

则 /( B 的实根全都在区间 （一 内， ■ 

Ihl 1^1.1 

从定理 4 还可以 得到： 

推论 3 设 /< J >=口 / H A !’十…十 ill X + £ j 0 是一个次数大于 0 的实系 数多项 
式*则对一切充分大的 IE 数的符号与《 〆 *的符号一样。 _ 


例如 ，设 /<』> =/一 1+ ] ，我们有 M = 
f —2,2» 内, 


I,】+ 


M 


1« 




2 s 因此 / U ) 的实根全都在区间 


注意：求出了一个实系数多项式 / Ld 的实裉的界只是表明--如果 /( W 有实根，那 
么它的所有实根都在 这个区 间内，但是不能肯定 / Cr ) 一定有实根 w 

如何知道 / U ) 有没有实根？如果有的话，实根的个数（不计重数>是多少？如何把实 
根分离汗？对这些问题的第一个今人满想的阅答是在 1 S 29 年由 Stwm 给出的 + F 面我们 
介绍 Slurm 的方法，先给出_个概念： 

定义1设^ 是一个非零实数的有限序列 6 如果 qr , + s <0, 那么我们说，在 

第/十1项有一卜 变号. 这个序列中变号的总数祢为它的变号数 & •个有限的实数序列的 
变号数定义为去掉这个序列中的0以后得到的序列的变号数. 

例如，序列一2,0,1,0,0.3, 一4 _5的变号数是3, 

定理 5 (Sturm 定理 > 设/⑷是一个次数大于 0 的实系数多项式，对 /(3 与尸 Ort 做 
下述略微修改的辗转相除法^ 



实数 域上的 F 可约多项式，实寒数多壤式的绂韈 



fu) = qi D/'O > — deg /. C x) < deg f C,r) 

fUx 、 = qtis)/ (s, y - /, ( x i ,deg / . Cx) < deg f ： C.r ) 


f 


<4> 


— 穿 •(】)/, (jt), 

由此得到 p 个多项式序列： 

/。=?/， /】=/、 /”,*•，/._ (5) 

称系列《5)是/( X )的榇准序列.假设区间使得 /( a >^0 T 厂 ( A ) 矣 (K 则 /( x ) 在区间 
内的不同实根的个数筹于 V ,- V ^ 其中 K 表示序列 八 的变 

号数。 

* 证明据7, 3节的引理得 ./,( d 是 / T . r ) 与 /< x ) 的一 个最大 公因式，令楛闬 
/.<次> 去除 / GO 所得的商式*则办 U ) 没有重因式，且办 ( JT ) 与 / U ) 含有完全相_的不可 
约因式 t 不计童数 h 于是办(文>与 / U ) 含有完全相同的根（不计 重数》 ，但办 Xar ) 没有重 
根，由于， C : r ) 是 /( x > 与个最大公因式，因此 /( W 也是与 f t ” Or ) 的一 
个最大公因式，/ = 0,1,… ，5—1 •令 KU ) 是用/, (.r ) 去除/,(1)所得的商式.则从< U 式 
可得 

gn fjr) — q t (x)A (X) 一心（ : r ) ， 

^i (j) = (j-)^ 2 C jr> — gj Cx), 

( 6 ) 

guitar } = ggCj 0 gA ^)* 

其中私 （d = l . 这样我们从的 __ 列(幻得到了一个 序列： 

(jt) m * 仏 （ : r) n,(，> ‘ （ 7) 

称序列 （ 7 ) 为办（文>对于區间[“6]的一个 Sturm 序列，其中 go ia )#0 *^y CW #0, 序列 
的特 点是撕 没有重根,且忠 CO 与伽没有公共根（这是因为笔 xh =1, 从而沁 U ) 
与的首一最大公因式为为了求/(文)在坯间（^.6)内的不同 
实根的个数.就只要去求 u ) 在 u .幻 内的实根的卜数，我们用 v h (昇）表示序列 

.U) * 总 _ < 奴）， … ， (8) 

的变号数，显然 V %(尽)是“的函败,《€1>*办]^如果我们能埤明:当 w 从』变到&时 •每经 
过取 Or ) 的一个实根 * V *{ 容)的值就减少1,而在其他情况 T , V ,( y 的值保持不变，那乌勒 
&) 在区间 ( a .« 内的实根的个数躭等于 vAgy - v ^ gy . f / u > •沁因此 

Vc 6 R . 于是序列 AU )，/ V ( H ), …，/每序列勸 
u ) 的变号数相等 i 序列 JV ⑻，/，如与序列心（&》，沿（幻•…蟢,<6>的变号牧相 



等，从而 V , ^ VAg ) ，因此 - VJg } 

由于序殚 【 S ) 涉及到多项式阶 ( , A u ) •.“ ( J ) 在 V 姓的值.而计算实数序列的变 

号 数霈嬰 事先把其中的0去掉.因此我们必须考虑多项式勸 

内的全部实根，把它们按由小到大的顺序排列成 m < c t <■••<；〜 ，并且令 q u , r w t i =、， 
亍是区间 （ a t &) 包含 m 十 i 个小区间： 

(to ^Ci) fiC\ 1 … ， （ r_ ， c^\ )* 

_ 于在小区爾 Cq 心 , > 内没有 g^Mrgi ( X )，…•私（文 } 的实根，因此据 Wdernr ㈣I 关于连 

续函数的筝点定理得 * 每一个多项式見 ( z)(j = o ，1，…， s ) 在小 IM ( c , • 3 内的值保持相 

同的符号 + |=0，1，，•、?（ f 是对于 Cr ,,~ E ) 内任意两点 VV 即当 

«跑通<0「内每一点时 * vv (貧》的值保持不变,~0,1•…，也容易通 明：当 《蹯遍 

每一点时， v ; 的值保持不变 ■ 证明如下 t 垛《 e ( g , c ,) ,我们来证 w ( #> = 

K (見 >• 如果 a 不是序列器 a ( x >， 沿(疋>，… ， g # Clj ) 中任铜一个多项式的根，那么每个 # ,(太） 

_ K _ I >， F ^ 上没有根.同上理得 = 现在假设 u 是某个多项式心(上)的根， 

谜然 0< kCs . 因为 

( 工 ）= qi (^)gi (x) — g kh} (j:} f |](9) 

井 IzU . ( i > 与尺，没有公共根 ■ g . 与心 + 1 ( w 没有公共根•所以山 （ 式 n 
^ i-j ( a } g k ， tU \<0 9 因为在区:网 l «， Cl > 上勘叫 （ xJ 与 it ㈣ D 都没有根，所以.| (叹）与 
洛 -*{«) 同号.仏-山）也与仏】 （ W 同号 * 从而 g k - x ( u ) g k ^ Cu )< G , 于是敗列心-〗(13),0, 

A : 的变号数是数列 ？*-|(1£)，#*(«》，^^(；1#)的变号数也是1 11 由此推出^ 

K (发 I 同理 ，*f 跑遍的每一点时， V * (皮)的值保持不 变，® 此我们只霱要考察 w 经过 
“<’=1，2，"，，财>时.^【#)的值如何改变 & 

情形 I c , 不是犮 f < j ) 的根*则 q 黾某个心以）的®- M : 中 0< k <^ 在 U •叫 >内任取 

”点叫.闻上理得出， V ，（嚴)，在内任取”處如两理有 w = 
V % (牙)，因此当《经过 G 时,的值保持不变* 

M 形 2 G tel 的根， r ! i 于心⑺与 g ^没有公共根.因此 F 是的裉，从 
M KtOr ) 在 * r . H ) 内没存根 • J ■是心&>在（^,,1^,)内的愤保持相_的符号，由^ <: _ 
是^.|->的单根， H 此 

g * t ,17> — (x ^ c ,) p ( jt > . p ( c ,) 0* <]0 J 

j ’ c .) 内取 一点叫 •在 ( (|’fHti >内 取一点 《J •使得 tiisijjl 找有实根_于是 
^在[«』，礅]上的值保持相网的符号，即与 pu _> 间号 • 曲于勸 【《|)与户 f « i ) 反 y ■，因此 
办< " 」匀/> ir _ U 乏号；山 P 月, U _ ) 与 〆㈣ 礤，因此办 （《: ) 与 j 岡号。设 r 是， Lr ) 的 


i . i 实 ft 域上的 不可约 多项式，艾系数多项式 m 根 • • 


/敷根。由于 

fix ) — g ft Cr )/,( jr ) = (jL — cJpixy /. Cx ). 

因此 = 中 HU 关 o : 从而 -= 于是有 

f Cx >« l(x — c t ) H1 pijT ^ ki ^) -!- (^f ^ Ct y ^ p (. T ) k ( x )}* 

= Ipij ： ) /,X^ ) + ( jc ^ o ) 1 1 pi x) Ai ;r ) ) f * 

由 :F / i ( J ) I / ( j ) * 因此 /.( e ) I ( r — c . y ( pij } k (. r ))\, (A M < x > I (,i — c t )( p (. r ) k (. r)y , 
由于 Kq ) 尹 0 •因此 feCjr ) l ^( x > A ( j：>> f , 从而（户 Cjc ) 秦(方)/由矛. 〆 （ x ) = 
g t (本>/,(疋》《因_ 

Cjf ) = tp ( x ) -h (x > wjCx >* 

于是 aU 与 〆 q i 同号 _ 从而 n ( «i ) n ( 都与 〆 r J 同号 & Mj 此 K < »I ) 尺 s ( H ] ) ■: fj . 

Sa ( Ug)gi ( t <2)>0* 于是数列 tgi < M t ) 的变号数是 l 〖而数列只 1: ( A 5 >的变号数 

为 0* c , 当然也有可能是序列 g ( Jt 奶， •••$ 的中间某些多项式 g 4 C 0< ife < S ) 的根,此时与慵 
形 J 前面一段的论述同样的理由瓣.乘論具 *-! (_ ) I g * C tf ^ > * g * t 1 ( «j > 的变号数与数列 
j ?* iC « t ) ，私 t 〜 . J ： % ) 的变号数相同 s 因此 ' (0- V Bf (赶 ）= I , 即当 《 躱过 g , ( X )的 
一个根 c 时的值减少 h 至此我们完成 f Aurm 定理的征明 . ■ 

Smrm 定理既能求出一 1、实系数多项式 /U ) 时不同的实根的个数•乂能把实根分 M 
开(见本节的典型例題的例8、例 g 和例 ig ), 当我们把实根分麻开后，如果想进一步求 m 
实根的近似 船那么 可以用 i t w : R 乘 计算， 有关实根近似值的算法在计算被_的书中可以 
找到.这里就不赘述了 # 

7.7.2 典型例题 


例1求多项式1在实数域上的标准分解式 s 
解记 、据 7. 6貧的例12•在 CU ] 中，有 

= (I 一 j )( x —抄… tii ) 
当 o <*< w 时■有 er ~^ = 1 - 由于^浐二丨終^^丄因此尹^矿—^从而 i * r ，扇 = 

2 co ^, 

惰形 1, n = 2 m~hl H 此时有 

x 2m " 1 — J = (x — I Ka ： — $)i JC ^ ^>*** () (x ^ - ^ 1 ) 


t JT ^ I ) / x ： ^ 2 fJC€OS 


2 k 


2 m + 1 


+ 1 


)■**.( 


_f — 2 a - c 0 S 


2 mji 


Hh 1 










B 4 


* 


多期式环 


(工一 1) 


m 

m 


a? 1 — Zxcon 


2 jhf 
2 m + l 


<121 


鑛[形 2 n — 2 m m 此时有 f^ = e TTSr 


从画 


jt*- — 1 每 （x — IKx —f)(jr — … (j: — ){x — )<jr — f™) 


(jr 


1) ( Jt * — 2 xc ⑽赛+ : 1) … ( j !^ — 2 jcco 5 ^ 十 :) 《烹 + l ) 




(x-l)(x^l) 


wr-1 

[ 1 ( - 

1叫 \ 


一 2 xco & — + I 

m 


(13) 


例 2 求多项式 /+1 分別在复数域上和实数域 h 的标准分解式 
解先求太_ +〗的全雜复根， 

2 = r(eos^+isin^) 是參+1 的复根 

㈡ 1 ^( cosn5 + isinfid) = cosw 鲁 isi n 兀， 


A 


㈡ 




<=> 


令 


= 1 且 rtff=7r+2^n t^C B Z 

1且_遵土也-托2 

n ' 4 . •:!1: j 

輯 iu±iht +igAn m±l}M fk e z 




1 * 


0,1.2 




易证叫 ，《J| ，… ，叫 -I 两两不等，从而它们是 x" 十 1 的全部复根，因此; r" + l 在 CDc] 中的标 
准分解式为 


当[)<々<«时，有 


J：" + 1 = — Cx — w^i) , 


XI 4 ；l 


— e 1 


i j - 


从 iWm 


一 ▲— t _ 


于趋 





M 


2 cos 


(2 是 + i ) it 


情形 1 rt = 2 m + l v 此时有 


'^ Kf * ^=— i 


从而在 R[_r] 中 T ^ ] + l 的标准分解式为 

+1 = (j —瑪 ）（j： — Wt _ h_.Qt 


)(j ” tt 1 … ）（i —似 




2 -rcos 


2m + 1 


+ I 


^( jc : — Zxcos 


(Zwi ~ 3 )k 
2 m + 1 


十 1 Ujt -h i) 




实敷域 】1 的不多项式，实较数多项式的艾根 


■ 






x 1 




情形2 此吋在 KDl ] 中4 -1 的标准分解式为 


十 J = (JT ― W u H r — W tm ; 

— (— 2 xcos + ”… ( i 


)(jr 


hH-t 


2jccos 


( 2 m 一 3 )y , t \ 
2m +1 ) 




2 ■娜 (气- "打 + 】 

I 111 


3 ? — 紅 COS 1 ) 兀 + 1 ), 


例 3〖 iE 明 


t 


_ if Z^t — wnr 、1 

咖 WTT 咖… cos &TT 兰 P 


证明在例 1 錐公式 （12) 中用 一1 代人，得 


— 2 =一 


哏 (2 + 2 咖為) 


从而 


■3TW 


4 

TI 


cos 


k 


Zkn 
2 ㈣ + 3 


n 2 咖 


km 

Zitt 1 


由此得出 


2 ■市 


u 


COS 


kn 

2 w_I 


例 4 证明 


A … d 


sin ^r-sm ——sin 
2 m 2m 



1) 省 


2 m 


y >« 

戸. 


证明从例〗的公式 （13) 以及下式 


! ) « X 


气 


Tr 


( x ! - 1) ( j^^ u + + …十 y + ? 4- i > 


籌 


JCr- 


+ + …+ x i 乎 g + A 


JJ - 2 太 cos ^ + ] 


( 15 ) 


( 16) 


( 17 ) 


■ 


( 18 ) 


• r 用 1 代人，从上式得 





S 6 


_ 


_ 7 尕多期式环 


J : 是 


iU 此得出 


T7i :=: 


n (2-2 coa ^) 



Sr - 泠 


— J | 2 sin : 


kK 

Zm 


v’"i 




2 m ^ 



例 5 设 A 是实数域上的 《 级斜付称矩阵，证明 ：如果 A 可逆，那么/ I 的特征多项式 
/ CA > 的不可约因式都是二次的， 

证明根据 f 高等代難学习指导书 （ 上册）>第 s 章 5. 7节的例 7 ，/ a ) 的复粮是0或纯 
虚数， 如果 A 可逆，那么 /( A ) 的复根都是纯虚数 * 因此 /( A > 的不可约因式都是二次的 • 


例 6 设 / ( 工）十 tidf -1 + …+ £^4*+% € R [_ r ] ， 证明 ： 

(1 >若〜（/=0，1，*_、《)全是正数或全是负数，则 fU ) 没有 正 实根； 

(2) 若 （ _ l ) W _ O 0 ，l * …，" 】 全嫗正数或全是负数.则 /< x ) 没有负实根. 

证明（ I )设 ",G = 0 … •„) 全遜正数。匪如 r 是 /( jr ) 的正实根，则 

/( r ) — «„ f n + £ i ^. jr " 1 H - + a ■(: 十屯 > 0. 

这与 r 是 /( i ) 的根矛盾.因此 / U ) 没有正 实根. 

设 a 山= 0.1，…， 71) 全是负数 5 偃如 t 羼 /(A 的茈实裉肩 /£ e )=^_<r，+ 〜一〆 1 +… 
+ fll H ■岣<0 •矛盾 • 因此 /U1 没有正实银 _ *3：^ 

i 2) 类似于 (1> 的证法，请读#自己写出 0 _ 

洌 7 设实系数多项式/ ( jr ) 攻 V + d , J 2 +知 * r + df 。 的3个复根雜是实数，证 

m ^ i > za Xm 

证明设/(4的3个复根为实数则 

- c t ) 3 4- (cj - c 3 )* + (cj — <■] H Bk 

= 2(r| 十 f! + rf ) — 2(c| c r + c t c M +£ ： 〆 】） 

在 2 [(cri + c , — Zcic n — 2 dc 3 — 2^^] — 2( cj ^ + c 2 ^ + ^ r ( ). 

= + c ^} 1 — 6( nc f + ci c 3 + c E c s > 





义:数 M i : 的 f : 可约多 壩式* 实系牧多项式的实根 

= 2 ( 一 £i ? ) J — 

从而 ■ 
例 S 求 /( x )- a - — I 十 I 的不同的实根的个数， 

解 在 7. 7节的推论3后⑽•我们已求出了/&>的实根都在区间(一2,2)内，为此只 
要去求 / U ) 在 i 一 2,2) 内有多少个不同的实根. 

对 /( 纷和/ {=)=3^—1做略_改的辗转相除法，即把每次得到的佘式反号以后 
去除除式： 



于是 / Or) 的标准序列为 

: A = 〆 一 I 十 1， f v - 3^ - 1,八=|^一1 A —警- 

23 f * 

从乃 = 一 7 知道，因此 / ( w 没有重根 * 现在来计算 /( 才）的标准 j# 列 

在 _2 与 2 处的变号数 ^ 



于是 V =1, 从而 /&) 在 t 内的不同的实根的+数等 f v :_ V : = h 由1 

/( h 没存歌根，因此 /(/) 的实根的总数为 

例 9 对于例8的 /( jt'K 求出它的实根所在的 (K 间， 陡区间 的长度小于+ 


# 


8 J ; • 


第 7 窜多项式环 


解从例8知道, / U ) 的唯一的实根在 (一2,2) 内.先求 / U ) 的标准序列在此区间的 
中点处的变号数= 1于是 /( W 的实根在 （一24) 内，接着求 / U ) 的标准序列在 
(― 2* cn 的中点处的变号数于是的实很在 < —2* — ])内*再求 /( W 的标准 

序列在区间 (一2, —1) 的中点处的变号数： V 4 因此 /( jt ! 的唯一实根在（一|^ • 

1) 内， 

例10求/(1> = / 一 7 x —？的不同的实根的个数.并 風把这 些实根分离开，使得每个 
实根所在的区间的长®小于 


解 M = ma 5 c (0 f 7 f 7}=7 t — 1 


M M 

― $* l +^ j = S a 于是 /( x ) 的实根都在区调 




8,8> 内， 

对 / O ) 和做略加修改 的辗转 相除法，得到 / U ) 的标准序列 


t 




3 - 一 1 ， f% = Sx 1 — 7 ， f s 


3 


+ 7， 


从 / 3 二+知道 


T 1 




因此/(1>没有重裉 



h 

A 

h 

/% 

变号数 

一 8 

一， 

+ 一 

— 

+ ’j 

3 

8 

4- 

+ 

+ 

+ 

0 


于是 V )1二3，％=0,从而/(3有3个不同的实锒 # 

为了把 /( d 的3个实根分离开，我们相继求 /( JT ) 的标准序列在区间中点处的变号 
数.每求 t 次.都要选择合适的小区间 a 




0 


/, 


fi 


#1 


f、\ 


2 


3 



+ 


十 


+ 

+ 

會' 


+ 


+ 


+ 


变号数 


n 




0 


于是在 ( 3, + ) 有 / U ) 的一个实根, 


7 实数域 k 的:不 W 约多順式.當系数 多项式 的实根 
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_ 


/o 


h 


ft 


h 变号数 

*P 3 




+ 


+ 


導’ 




13 

T 


于是 fu ) 的努外两个实酸分别在< 



+ 


4* ¥ 


13、# 13 3 . ■, 

f .卜 — 


例 U 设 /( d 是实系数多项式_它的次数证明：如果对任意 K 那有 
/(0為0,那么存在两个实系数多项式 gi ^)、 hU ) ，使得 


/ ( a :) = g 1 1 j > 4 - h 2 ( j ) 


证明把 /( x > 因式分解，得 


/( j :) = aix — c x ) r t *" C；j — c ,)' 十 A + 7 i ■ W + - i - r “产， ( 19 ) 

其中 n ， …， G ® 网两不等的实数 ， in , > ，….〔 ~ .心）是不同的实数对， H 满足 
/>?-% 、… ' r " k 、 .…之都是非负整数 fl 由于 /(f)>CU/e K.!S 此 


/>f 一叫 <3,户1上…. "nn _ …， •…之都是非负整数，由于 /( f )>0* V /6 R ■因此 
d >0. iiiv .〜， r , 都足偶数（假如有 q 是奇数，则可以找到 f 使得/(/)<0矛盾》.设 


2 r ; •则 


/( 文 ）=_ 2c, jt 4- cf )4 … （ X s — Zcpc 十 d ) r : 


+ pix )*^ •*•(/+ p^jr + 和产 . (2Q) 

则 ( 2 0) 式中出现的二次多项式都形如 y + fe 十 g 其中用待定系数法可以证明 
这种二次多项式可以表示成 

+ fe + e — id%x H - ) 2 + id t 3： (21) 

分别比较二次项、一次项的系数以及常数项，得 




4十 cfi *■ 

2 J t 十2</:疔: 


( 22 ) 

(23) 

(24) 




7 . « 存现数纊 fc 的彳、可约多项式 


m 
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习题 7 


1 .设 a e .求多项式 f 一在实数域上的标准分解式 * 
Z . 设 a 6 R ‘，求多項式 f + a * 在实數域上的标准分■式 ■ 

ti 

3. 


COS 


kn Jm 


证明 

in 

W 明 ； i 1 sin 


m 


普 


证明 ； I I 


m 


8, 证明！立 cos 


-— "冒 

2 m 3 

o 

(2 忐 一 1 >开 

1 p 

2(2m f i) 

- - — 

2_. 

是 tt 一 

•/2m + I 

2trt + 1 

2« s 

(2 备一 Du 

_ s/2m + 1 


一 2 m 

(,2k 一 I Jir 
4m 

2- 

i 2A 一 "IT 

i 

~~ L 

M rj 




\m 


9. 求 /( W ^ r + +12 Y + “一 9 的不同的实根的个教，并且把这些实根分离开 ， 使得每 
个实根所在的区间的长度小于 

m 求— SY +8= n 8 的不同的实根的个数*以及这些根在哪些相邻的螌数 
之间， 

11. 证明；如果实数域上的 II 级矩阵 A 与 B 不相似那么把它们看成复数域上的矩阵 
后仍然不相似。 


7.8 有理数域上的 f 可约多项式 

7 . 8.1 内容精华 

有理数域上的不可约多项式有哪些？如何判别一个有理系数多项式 是否不 可约？本 
节将对此予以讨论， 

设/( X ) € Ql>] ， 由于 / CW 与它的相伴元只相差一个非零有理数因子 > 因此 /( 怎>与它 




的相伴元在有理數 M t : 钉相 M 的因式，从而/(工)在 Q 上不可约当丑仅当它的相伴元在 Q 
上不可约.这样我们可以从 / U > 的相伴元中选择一个最简单的多项式作为代表研究它的 

石坷约性 。这个 代表很自然地 i * I 以如 F 选取：例如， / C - r ) = 士？ + jJt -2 x-hl = ~(3. r 1 

+ 2 j : 】 2 x 4 - 6 > . t 2 x " — 12 :r + 6 就是与 /1> 相伴的最简单的多项式 a —般地 * 

设 /( d 的各项系数的分母的最小公倍数为则 / Cr > = im /< xh 其中 m / CW 的各项系 

‘ … . r ' ^ - tft 

数都为被败.设相 /( x ) 的各项系数的最大公因数为山则 mfU 、 ffi ^ U 其中 ffU ) 

的各项系数的最大公因 数为士 U 于是 f / U ) 就是与 / U > 相伴的最简单的多项式.由此 
袖象出本原多项式的概念. 

一 、本原 多项式 

定义 i • 卜非零的整系数多项式 ird ) ,如果它的各项系数的最大公因数 R 有±1.那 
么称 # U ) 是一个本羅多项式. 

从前面一段知道•任何一个非零的有理系数多项式 /( d 都与一个本原多项式相伴 
W 就是一个本原多项式）迸一步可以证明：与 / U ) 相伴的本原多项式在 相蒂一 个 
IE 负号下是唯一的.证明如下： 

设 fix j sh {a }, 芪中 guyjiix ) 都是本原多项式 u 6 Q 、 则 i? u) : 

设士其中 />、 gez . 且二 ： l 

■T P 

则 pg(jry = qhi ^. 

W _ 

设 = ^hfX 1 , hix) = y^.CjX * ， 

:，_cr 

M'l p ^ , 

f_0 I <B|j| 

从而 pb t = qe ■“ = 0 , 1 ， … • 《 ， 

m 

于是 q \ pb t = 0 ( 1 *«* 

由于切 */>>= U 困此 

q I b t *i — 0,1 ，… 

由于丰原 * 因此同理可土 1，于是 〆 工）=士/,(1). 

从上述结论立郎得到本原多项式的第一条性质； 


7 . 8 有瑾数 域上的不町约 多项式 
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性质 1 两个本原多項式在 QUJ 中相伴当旦仅当 g ( x ) = ± Mx ). 

由于任何一个次数大于0的有理系数多项式都与一'个本原多项式相伴，因此我们只薄 
要去研究本原多项式是否不苽约*由 f 因式分解#及到乘法，瞬此自然要御:两个本顧多 

项式的乘积是否还是本原多现式？: F 面的性琢2回答了这个郝 • 

性质 2( 高斯引理1两个本旃多项式的乘积还是本原多项式 ■ 

证明设 

/( 龙 > = 必 #* 十 …+ a| JT ★ ，气 ，: 4 f 1 rr 1 Pf r ^ ^ 

• , , ^ b ^顯《！）^!^*^ # ** { 

垃两个木原多项式 ，设 

h{jcy = + cvr 争 g ， 


其中 Cj = = ⑽ l v . lt 聲 f «. 

假如不是本原多项式 ，则 存在一个索数 P •使得 

p I c t w < u 0 * 1 ， 2 ， **，，n + m, 

由于 /(#) 是本原多项式，因此 P 不能伺时整除的每一项的系数。 
JUQ < k ( n ) 满 & 

p | 窃 "〆 | 0 .p | flH t /i>o*. 

由于本原的*因此存在满足 

p \ h * p \ . p \ , p % hu 

考虚 /*( x ) 的次项的系数： 


于璲存在 
⑴ 
kzy 


€i^ t —议奸队 +… -ha^-t6i-\ + a M b f 4- a^i6 H -s + **' 
ltU ] K <2> W 式以及 pU _ ^得 ph * 知，由于/，是素数 ■因此 P\a, 或户 H 矛盾、于是 

A ( x ) 是本原多项式* _ 

我们想寻找本撖多项式不可约的充分条件，这不容易直搂找出,我们可以反过来思 
考：从一个本原多项式可约能够推出什么样的结论？从 f 可约多项式的等价条件得出，如 
梁一个次数大于0的本原多项式可约，那么它可以分解.成两个次数较低的有理系数多项式 
的乘积 n 从高斯引理可；_一步肓觉判断它可以分解成两个次数较低的本厭多项戎的乘 
积，于是我们猜瓣有下述性爾, 

性质3 -个次数大于0的本原多项式 gCW 在 Q 上可约当且仅当 Wr ) 能分解成两个 
次数较低的本原多项式的乘积， 

证明充分性是显然的 •下 面证必要性；谀本原多项式霣 Cl ) 在 Q 上可约，则存在 
发 〆 jr > eQ [- r ]，/= 1*2 .使杻 

gix} = gi C^r). deg < deg gC.i) a = 1 f 2 




* 
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第 7 次多项式外 


设其其中本原多项式则 

^^/ tllj ^> A ? fjr ) 

由于//1 ( < J ：) 也是本原名； li 式* PI 此 r , r : = 二 I 从而牙 ( X > - 士 /i ( r >/i ( J ). 显然 
ckg / Mx>=deg A < x><cleg 容 必 要性褐 fi £. • ■ 

r 述性廣 4 给出了本原多项式组成的集合的结构 s 

性质4每一个次数大于 G 的本原多项式可以唯一地分解成 Q ± 不可釣的本軍 
多项式的乘积 & 唯一性是指，假如有两个这样的分解式； 

只 (I) = p t (j ： )pt(x)" m p l (j：) tg(jr) = 仍 > …(|^< 工） • 

则$ = ^瓦适当排列因式的次序后，有 

pi ( x ) =±%(工 >，I = l ，2 V“u •，、在 

可分解性由性质3得到，唯一性由 Q ]>] 中的唯一因式分解定理的唯〜性以及性质1 
立即 得到。 

利用性® 3钉以搏到整系数多项式在 Q 上可约的充分必赛条件： 

推论1 一个次数大于0的整系数多项式 /( z ) 在 Q 上可约当且仅当 / U ) 能分解成两 
个次数较低的整系数多项式的乘积. 

证明充分性是显然的， F 面证必要性，设 fix ) = f * f U ) ,其中穿是本願多项式， 
rez , 由于 /(:) 在 Q 上可约，因此片 U ) 在 Q 上 nf 约据性质 3得* 〆 ，)— { x ) h ： U >. 
其中 Mj ) 是本鹿多项式•旦 deg A f ( jr)<deg g ( x ) f i = UB , 从而 / fx ) ^ [r h t f x )]4 ? Cj ) 
这表明 / Or ) 分解成 T 两个次数较低的笹系数多项式的乘积* _ 

二、 整 系数多项式的有理根 

一个次数大于1的整系数多项式/匕)如果有一次因式,那么 /<_ r ) 可约 • 因此次数大 

于1的整系数多项式 / U ) 在(}[>：]上^^可约的必要条件是 /( x > 没有一次因式 • 丽 /( W 有 

一次因式当且仅当 / U > 在 Q 中有根 B 于是我们先来研究一个整系数多项式在 Q 中有根的 
必要条件、 

定理1设 1 十一+屮 r + % 煶一个次数„大于0的整系数多项 
式，如果^是 / k ) 的 ，个 有理拫•其中是互素的整数，那么 

证明设，其中 r &2，，/ 心) 是本原多項式 e 设含是 /( ar > 的一个根， 

ill ? ", 5 j -^1^ Jnii iff ^ " 舊 

则 0 =/<爹 >= r / l ( j > a 从而爹也是 / t 。) 的一个根。〒是在办]中“ y —責 ）l/i(JC) . 

H 此山>„由7〖 々.，/) = 〗，因此7是本原多项式.据性质4和高斯引理柯 




« a 則数域 t 的不可约多项式 
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卜 jfi ( 龙 ） .=(put — qigis) » 

其中 g 1 J )— 人- or "'' H . r + 迪本原多项式 „ T 堪 

/(jc) = r( jfox — g)^(x) 

分別比较 （3) 式两边多项式的 ff 项系数与常数项.得 


(3) 


函此 


声 1 A ， 


= rpb^-i 

■ 

gMc - 


rqh 


■ 


从定理 I 的证明过程看到 r 如果 f 長 / U > 的一个有理根，且 <心0=-1,那么存在一个 
麵系数多礙式茛( X )，使得/ Cx > = ipx — q ) g (^ i m 当土 1时,两推出 

■ * r e » . i i • ，•“ “ TT ; 1 /? V 〜•一 a ^ M 


/(l) 
p — f I 


e z , 



p + q 




因此如果计雾或•雜么 I ■不是 /<x> 的裉，这个判断方法在求靈系数 
多项式的有理根时有用， 


三、釀系数多项式在 Q 上不可约的判别方法 . 

利用定理1可以判斯^个二次或三次整系数多项式是否在 Q 上不可约:二次或三次整 
系数多项式在 Q 上不可约当且仅当它没有有理根„ 

注意：对于四次或四次以上的整系数多项式 /( x ), 如果它没有 有理裉 /那么只能说明 
矜工)没有一次因式，还不能说明 / U ) 在 Q 上不可约*面为/(勤 可瞰 有二次因式戒次数大 
于2的因式，这表明，对 f 四次或四次以上的®系数多项式 /Ci ) •没有有理根 R 是/( X ) 
在 Q 上不可约的必要条件，但不是充分条件 a 

Fl 爾来探索本原多顼式 / Cr ) 在 Q 上不可约的充分条件， 

设 /( x ) /—』+…十:十办是一个次数 it 大于0的本原多项式.为 r 探 

索 / U > 在 Q {:不可约的充分条件，我们来分析如果 / U ) 可约，那么能推导出什么结论, 
由于本原多植式的各确系数的嚴大公因数只有土 1,因此任何一个素数都不能蘿除它的各 
猶系数 I 我们考虑这样 一_ 的本原多項式 * 存在^个索数 p 能繫除 f 项系数以外的一切系 
数•但是 A 不能整除首项系数_即/4<1,,>0,1,_.*,«—1,而 pU .. 假如 /(X) 在0上可 
约.据性质3褥 

/( j ：) = ( Aj 111 + …士 hi 十〜十…十 q )* C 4) 

其中表 （ POtK …，… _/) 都是艟数•且 b m ^ 0 tQ #0 , m < n , L < M ,= 

由 （4) 式得 




已知 pk ,, 因此 n p Ic ,., 不妨设 Mh __ 叉已知 /4«,_ .因此九 ji . />u - , r •挞存在 
AC _^ i ) 使得 

P f *‘p I h' ，…， p \ Vi tp^ 6 *. 

出千 w = 十〜 g - i + …十 a a 十〜,，，良 /> u "因此/ > m 于 phrj 此 /心”又 

JN 私，从而于是只要#1^，那么/^>在(？上不可约.这样我们擦索出了 /(» 在 
Q 上+可约的充分条件，这就是著名的 Ekemmn 判别法 :■ 

定理 2 { Kiscnstcin 1 判别法】设 * 

/(■ r ) = 1 + …十 a t x += a , i . 

是一个次数 ft 大于0_本腺多项式 u 如果存在 g 个素数 /»* 使得 

n ) 户 | “ = 0，1，… . n — 1， 

C 2) p ^ a m , 

m p is Uiu , 

那么 /(_ rr 在 Q 上不可约， u 

注 ：定埋 2 中的 /( JT ) 是一个次觳大于 0 的整系数多项式吋*利用推沦 K 从 /(_ r )& I 约 
得出 （4 y 式•因此在定理2中，把 v ( jf >是本:原多礪式"换成 ** /( Z ) 是螓系数多项式“仍然 

成立- -I i t * •: Tl 父"鏵、 • 2 ，./ 1 % . ’ 

利用定理2可以征明 5 

推论2在 Q [ i ] 中存在任 fi : 次数的不可约多项式 H 

证明任取止嵆玫》，设 / U ) 二/+ 3 H 符含定现2的所有条件，因此/4>在 
CT 上不可约_ u 

有时直接用 Eisensteiri 判别法无法判析 / Cjf ) 在 Q 上進否不可约•这时可尝试利用 7 •态 

节的例彳•选择一个有理数 M 通常取1，或 一 1>,如嚴用 Eiseiistem 判别法能判断及 U ) i = 
/( r +6) 在 Q 上不可约，那幺 /( jt > 在 Q J ； •不可约： 

对于 Eiwnstcm 判剧法中的 3 个条件，很自然地会想 :如果 改成存在素教 # ， 使得 

P I ti *' i ― H …， n ， p ' J ' I ^ 'f a . p 

那么 / ( W 是否在❶上不可约？为了捋答这个问题.我们考虑由教域 K 上的分式组成的桨 

合 Kb ' 它有加法和乘法运雾，成为一个有单位元的交换环 （ 我们将在本章 ？ ， 13 节详细讨 

论这个环 h 簏然 tKU > T 以看咸 Jf 的一个#坏，利用教域 K 上一元 多项式坏的通用性 
璜可以证明下述结论： 二 

•定理 3设 fi ^)= a h ^ i ^ _; 十…是一个次教 w 大于0的埜系教多项 
式 * 如果存在一个索数 p ■使得 
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■ 


p I a. 


2 .w ， p "K an ^ ^ a m 


那幺 /( x ) 在 Q 上不可 约. 

证明骰如 fix) 在 Q 上可约■.则存在两个次数分則为屮 
多磺式 /iu) ， /fC 戈)，使得 

/( x ) ^ 

不定元 ,r 用 Q[jO 中的元素士代入，从 （5) 式得 


_<%<>“■= 整系教 


(5) 


f (x 


丄 w 



( 6 ) 


在 （6) 式两边乘以：，，得 


” (士卜/叫士广八(士 


(7) 


显然0广 （i > 是整系数多项式-1 次教为 《, • f =1 *2 




n 


fl(4 + JT+ ■** Hr a I + llo T 


由已知条件 • 据 Eisensidn 判别法得， ㈣ 上不可约 • 这与 （ 7J 式矛偷 ■ 因此 f U 3 

JT 

在 0 上不可约 _ ■ 

定理 3 的证明很琦洁，这将益于刊用了教域 K 土一元 多项式坏的通用性质 a 

在本 a 7. 12 节的典 ® 例题中, mm 介绍判斯整系数多项式& q 上不可约的又祌 


方法 


4 


. K .2 典型例题 


例1 4^ /( ^> = 3 x l 十 Sjt 5 + 十 3 ~r — 2的金部有理根* 

解 a 产 3 的因子 只有士 = — 2因子只有: tl :,±2, 于羅 / CW 的有理根只可 


能是: 


± 1 , ± 2 * ±j 


2 

士 T ' 


因为 = 笑 0,/ (一 所 以士】 不是/( X ) 的根 • 


考虑 2 T 因为 


r (-l) 

p ^ q 


— 4 

m 


iz 


* 



m 


第 7 牵多项減_ 


听以2不是 / Or ) 的根, 
考虑一 2 .因为 


n I ) 

p—q 


i| 

¥ 


声 + 分 


4 


所以需要进一步用综合除摩籴判断 一 2是不是 /U 》的根, 


3 

g 

6 

3 

— 2 


— 6 

-4 

〜4 

2 

3 

2 

% 

一 it ― 

0 


-6 

3 

_20 
- 一： 



3 


- 4 


10 


-21 


这表明一2是 / U » 的单根 fr 于是 


/(1> =(翁千 2)(3^ + 2? + 2^ — 1 } 


考虑 j . 因为 


/⑴ 亡 18 

P_q— 3^ 


1 



i ) 


4 


P 十 § 3 + 1 


1, 


* 


所以霜要作综合餘法 a fll 3去除+2/十 2 x—I * 可得出+是 / U 】 的单 jfi . H 得出 

/Cr) = (j ： -I- 2> f x - \ (3^ + 3 jt + 3> # 


显然？ + T +1 没有有理根 C 因为土 I 都不是它 的根》 ■因此/ < x > 的全部有理襁是一 2 -和 

它们都是单根， ? ' 

例2判断 /( 尤— x + I 在 Q 上是否不可约 
嫵 /〔」）的有理根只可 能是士 h 由于 

/⑴=1 + 2 — 1 +1 尹。，邊一1) 1 十2本 m #。, •鼸, 

因此 / U ) 没有有理根，又由于 d e g /( or )= 3 , 因此 / U > 在 Q 上不可的. 

例 J 判断/&卜4: $ —27? + 12 〆 一 15 jt +21 在 Q 上是否不可约 ;■ 

鳙 素数 3 能墼_首项系数以外的一切系歎 * 但不能整除首项系歎4,且3321 ■ 
/ U ) 在 Q 上不可约^ z '； 1 

例4判_ + I 在 Q 上是否不可约 • 

解将代人 i ，得 


3 


因此 
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fix 十 I > =M + 1 ” 4 2 ( r + ” 一 1 

— ,r 4 -t- *1-/'' + $x : 十+ 1 + 2x + 2 — 
=» *r 4 dfe 64? 4-2i 


素数 2 能整除 dr ) 的昏項系数以外的一切系数，伹不能整除首项系数1 ■凰 n 因此 
发&)在 Q 上不可约.从而 / U ) 在 Q j - 不 W 约， 

例 S 设户是一个素数*多项式 

/ -h :产 B + …+ 1 + 1 

称为於阶分圆多项式 s it 明八0：>在<3上不可约. 

证明我们有 


〔』——【>/ 〆 』> = _ 〆 一 


X 用 T + 1 代入•从上式榭 


1是 
我们知道 


X f^u + n^ u + in 

= j ^十 /*r 广 1 十…十 cj x' p * 

jf(x) 5 (X+ iy=x ^ 1 + 户 x’ _a + … 十 c{^ 




十… + p 




p( 


[) … {p — ^41 ) 

kl 


y < k<p 


由于 ( xn ^ i . 因此 

k \ 1 (/> — 1 、… ip 一 & 十 i) 

从而々 I 1 _<# ，又辨 1, 

因此^4：>在0上不可 麴1 从而 A “)在 Q 上不可 约. 
点评: 



，- M 


据 7. 6节的例12以及 


ix — 1 } C + … + + 1 ) ■可得 +> r #_ * + …十 


J + 1 =( x — f ) U — f >… U - r 1 ) ，其中_由于 /* 最素数，因此对任意 i ( ! « fi ). 
都有 (f 其中 iq < P _ 即 f ， ev“,dlwMp 原 a 次单位根，羅然它们是全部本原 p 
次单位根•倒此 〆 …士怎+1掻分圆多项式 • （关于分脚多项式的定义可参看 

i m 

4 有限詳和紧群的表示论》（丘维声恶〉第 127 页的定义 D 

例 6 判断 /(. r ^ V+^+l 在^上是否不可约■- 卞 . r ; 

解 / Cx > 的有理裉只可能是士 1 .由于 /( 1 》= 5^0 1/(- 1>= 1 一 3+1 尹 Q , 因此/( ^ 
没有有理根，从而 /( ar ) 没有_次因式.龈如 / U ) 在 Q 上坷约，则 


/( 工 )- kUt x 1 + 屮 -i + a L . Hh t .r w + H 


⑻ 


苏中以| = 0_1.2)«>仁03,2)都是養数，比较 (8) 式的首项系数得于是 oa 与 


urn 


, 


7 你多项式坏 


同为 U 或同为一： U 不妨设 = U 比较（8》式的奠他系数得 

Af = *01 

£1^ 夸句办 I ^ hr , = 0 t 

abh\ H- a、bn — 3 ■ 

= L • I L 1 厂、 _ 3 _ 

由第—式得，匕=一也，代人箪三式得 •!!,（ 私一砌 由第 四式樽 ，叫 与如两为1,或同为 

一 1_从而心一仇=0* 这与〜 （^-沈3矛®•因此 /( W 在 Q 上不 可约， 

例7证明：如果 p '， pw ， p t 是两两不等的素数 U >1>. 哪么对于任意大于！的整数 

/!•都有 …矣是 无理数 .* 

证明由于 t \/p / w , >’ =夕 , a _因此 d 卜二是多项式 I " — // 2 …八的一 

个实襻1, %<iu yp , p： ^p t — 有埋数 _ 那么， 一 川 An ! 在 Ql > J 中有一次因式由 j 
rt > “ 因此 • 〆 p p …丸在 Q 上可约又由于素数 / h 能整除 X s — 九 p 2 … p r 的首项系数 
以外的所有系数，魁是九不能整除首项系数1，且•因此/ —内 办…仏在 Q 

上不可约，矛盾 * 所以是无理数_ ■ 

例《设■、/!都是正整数 * fl 树< 〜证 || t 如果/(文)是 Q 上的 m 次多项式，那么对任 
意素数 h 都有办不是/&〗的实根 • 

证明胺如^ i /(: r > 的实根，则 /( B 作为实数域1.的多项式有一次因式尤一由 

〒、办 、’ = / u 闪此办 G 多项式45 <■『 ）f x _ — 户的-个实根从而 g ( D 作为实数域 J ： 的多项 

式有一次因式 x —办\于是在 RU ] 中 •/(_!：) 与不互素 n 由于互拿性不撖数域的扩大 
而改变*因此在 QCxJ 中 ./ U ) 与 也不互索•义由于素数声能整除 Cr ) ㈣ 首项系数改 
外的广切系数，但不能整除首项系数1 •且 〆 >声,因此 Wx ) 在 QJi 不 可约. 从能整 

除 / G 乂山此得出这与珂此祝不是 /(X) 的实根. ■ 

点评： V 1 '‘ ^ ^ • 

在例 8 的证明中_关键是要考嫌多项式 r ) , K 及科潮 S 素性本随数域的扩大而改 

变，利用 Ql >] 中不坷约多项式与任一多项式的关系的结论。由此体会到掌振理论的倉赛 
性，要 善于运 用埋论去解决问题 

例 9 设（是某个首一整系数多项式的复根，/< 3 )®以 r 为复根的次数輋低的貧一_ 
系数 多项式 ，证明上不可约 fc 

证明假卸/<怎)在 Q 上可约.则 / LH 会/ 〆 _!■> / ：($> ♦其中 jM . r > 是首一整系数多项 
式 ■ & deg /j Cj) < deg /(^) ti —1,2, 由于 0 = / Cr ) = /i GCr >. 因此 r 是 /; < 尤)的复掘 
或者 r 是 / f tar ) 雜 靠根，这与是以 v 为复裉的次数簸低 的首 “ 整系数多项式矛盾。 






因此 / Cx > 在 Q t 不可釣， ■ 

例10设 ) 是首一整系数多项式*且姒 •!■) 在 Q 上不可约，证明 I 如果首一整系数 

多项式/( I )与户有公共复根 * 那么存在酋^整系数多项式/?&>，使樽 

/(. r ) — gixypix ), 

证明由 : P /(0：>与有公共复根•因此在 Cj >] 中， / O 》 与有公共的一次因 
式,从而在 CU ] 中， /( W 与不互素 * 于是在 Ql >] 中， /( W 与#樂不互素*由于 
卢 x ) 在 Q 上不可约，因此 〆 ，即 M _ r > 是 / U ) 翩★个不可约 因式， 又由于 /( x > 
与 〆 的貧项系数都为1,因此与 /»(*> 都是本原多项式。据本鹿多项式在 QDt ] 中的 
唯一因式分解定理褥.存在整系数多项式 #0：), 使得 

= p ( x ) g ( x }. 

由于 Mx ) 的首项系数为1.因此的首项系数为 U 鼸 

例11 设 /CW +财石+〜是一个次数大于0的整系数多 瓒式. 证明 ：如果 

〜 + A ■ + … + A 十是一个奇数，那么】和 一 1都不 fi /(J) 的根 a 

证明由 T /( I ) = … + a : +如是奇数，因此1不是 Aj :) 的根 * 设 /< x ) = 

叫丄/ > _其 中友 （r ) a 本原多项式 “n f 7 :槪如 一 1是 n r >的根•则0 = / ( 一1 > = 

mgC — lh 从而 g (- 1)^=0 y 于是有一次因式 W 9 振本原多项式在 QO] 中的唯一 
因式分解定理得.存在幣系数多项式 A Lr ). 使得 r > — ( r + ] > A ( .r ) * :i ■是有 
^ /< x ) = m (x + I )/ 1 (^). 

- r 用 I 代人,从上式得./(1> = 211^(1),这与 / U > 是奇数矛盾 • 因此一 1 不是 /( JT ) 的槪 a 

■ 

点评 S 

例11的证明由于运用了本原多项式在 Qt >：) 中的唯一因式分解定理，因此不需要什么 
计算躭证明了 —1 不是 / u ) 的根. 也球以_用〒述方法证明这一结论 :假如一1 
根，则 4 

0 = 八一"= £ j a (—] + “，.】（一1广】+ … 1) 士 Oc , 

当 * 是奇数时 I 从上式得 

+ a ~-j +… + £ii 二 a w T 如 十…十的+ %• 

于是 议* +屯— ■ + … + a ! 十叫 ㈡ 2 (以 ■+ a ，— ; . •，+ « i ) • 

这与已知条件矛盾 ■ 当》是偶数时.类似的计算可得出与已，知条件矛盾 _ 因此 一1 不是 
/( x ) 的根 n 

例12设 f ( a 、 是一个次数大于0的首一整系数多项式•证明：如果 /( © >与 /( u 都是 
奇数，那么/(1>没有有 理根， q " | I . V〆 ， 
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» 证明假如 / U > 有一个有理根 心由于 /( d 的首项系数为 1* 因此 A # 为整数，干最 
是本原多项式*且 JC 3 ™ &是 /(. E ) 的一个因式，叉由于 /($) 也是本原多项式，因此据本 
原多项式在 Q [ x ] 中的唯一因式分解定理得•存在整系数多项式 AOr ) ,使得 

/( x ) = —厶 ) A ( X ), 

•r 分别用0和 I 代人，从上式得 

/(0) — h ) hiO ) * /( 1) = (1 — 

由于一& 栉一 ah 必有一个逛偶数*因此/<0>和 /( n 必有一个畏偶数 3 这与已知条件矛 
盾，所以 / u > 没有有理根„ ■ 

例13 设 /( Z )= ( JC ™ fl t ) ( JT — (1 5 )-’*<太一1)^1.其中£1"句•…， G , 是两两不等的雜 
数.证明 / U ) 在 Q 上不可约暑 

证明假如 / C « r ) 在 Q J ： 可约，则 

/ Cx ) = t^)gs (^) , degg ,( x ) < n . ^, (^)6 Z £ x ] ♦# = 1 ， 2. 

^用~代人.从上式得 

一 1 = / (〜）=沿 U /) 容 ）■ } = H …， A 

从而奶 ） 与恐 r >—个为1 .另一个为 一 1, 于是幻 （％ ) +^ f ia f ) = G = 1,2, n •这 
表明多项式 (jf ) 有 #i 1、不同的根 a ;，4 i , …， ( z n , 但是沿 Cj :) 十 ( x ) 的.次数小于 
t 闲此必 (_ i > M,ffjj /( a ) = — C _ r ). / Cr ) 的首项系数为 U 这与一 giU ) 的 g 

项系数为负歎矛盾 《 因此 / U ) 在 Q 上不可约， ■ 

例14设 — 免 K 本一珣 ）… （z —〜）+ 1,其中 a , * d » — 是两两不等的 

«数〜 … ? 1 • > ' P ' - 

(1) fit 明：当《是奇数时, /£ jt ) 在 Q 上不可约 | 

(2) 证明：当《是偶数且 n 会 S 时 */U ) 在 Q 上不可约； 

t 3) 当 n = 2 或4时, / U ) 在 Q 上是否不可约?: 卜， 丄 斤 

U > 证明假如 / Or ) 在 （} Jl 可约*则 

f ( ^> = ^ j ^) j § rt ( x),deg fr t ( x ) C n , g v {^) e — 1,2* 

: r 用 \ 代人，从上式得 

1 ~ /( A ) =茗 i ( 蟫 ,） 犮 !（ 屮）， j — 

于是 A 与心 （ a , >同为1 * 或同为一 , U 从而 . 

扪 — gz Ca , > — 0 t ; — \ i 2 , …， 

这表明多项式沿01：>—沿（无>有 it 个不同的根⑴ .«* 押衡•:但是^(“一^(^^的次数小 

于因此从而 / C 怎 * 于是 deg fix)=Z deg g ! (_ r ) r •彳这与 B 
知讀是 奇致矛 盾*因此 / Cr ) 在 Q 上不可约. _ 




7.8 tr 理数 M !: 的不可约多项式 
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(幻证明偎如/(^)在 Q 上可约•由第⑴小厘的证明过程得, /( x )= g {( 年). 从而对 
切吃 B ， 有/«>=趕(£»0,不妨设 


<C fiff <; a t < a, C « s < a,* 


: r 用 u ( + 士代人.他 /(j ) 的表达式得 


//^i -h 





由于 



1 、 T 1 1 

■ «I 叫 

a j - + Xi_l > - j f 3 , … t 

a. - y > (« — 1) ^ i- = -- 「 ? . 

i 因此 



m 


2 







p 


I 3 


2 2 


5 

2 


i 

I 


_ 


9 

2 


由于， I 是偶数•謂此 




1 1 
^ — ■ — 

Z 2 

15X 63 
64 


3 

2 

> 1 


5 1 7 9 




2 i? 3 
~ 2 ~ 


/卜十 Y ) 士 — T ❼一砌 — y ) … ( a M - a , ^ y j +1 <- Ml - 0, 

矛盾.因此当 w 为偶数且时，/( X )在 Q 上不可约 4 _ 

(3) 解1 «二2或4时、 D 有可能在 Q 上可约。例如心 一 1) (厂 f j 丨+ [〜， 

■ r(jr — 3) (^r + 1) C j ： + 2> + 1 = x * + 2 j : 3 x T 一 仏 + J 

= C ^ x. — I) : T 

例 15 设龙一叫 V …（方-〜 >3 + u 其中 ar ， ar .，"， 〜 是两两不等的 
败 数， 证明 / Cr > 在 Q 上不可约„ 

证明 假如 / U ) 在 Q 上可约，则 

f(jr) = (x >^：<^> ，deg g t (T) < 2/1*5, (. r ) ^ Z[x],i = 1,2. 

x 用〜 代人，从上式得 * 




m 
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: # 多项式坏 


1 — fta t > — )^2{ a ,), ; — 1 _2_ "*，《_ 

FJfe g \ 与 g t ia f ) 同为丨.或同为 一 U i 

由于 /(. r ) 没有实根，因此心（工> 和 ^< x ) 都没有实根_从 | ff 吣（ 4 )，沁 U :), …， g * U .,) 

同号 d =]，2* 于是不妨设 gAa } ( a 2 ) = *-=^( a «) = i 1 ,2. 

情形 1 奶与哀 2 (文)中窜~个的次数小宇 b • 不妨设 deg 釣 ( xXn _由于仍02,> — 
l =0 d = 1.2, …因此多项式心 tjr )- l 有 n 个不同的根于是< (^ J - I =0. 从而 
/(怎)=沿(嫜,这与 deg 於(本><細矛盾. 

怙肜2於 U ) 与仏( X)的次敢 獬等于 ，,,■由于 u s + … •也都是仏（: r) 一 i 的报.厥 
見（: r) — 1的首项系数为1，因此 

^ ( t ) — I — (x ― tij ){x — a - ) ■"(x 一 a, > ， i = 1,2* 

从而 

/ Cx ) = [ Cx 一 如 M*r ― a a )■’- ( jr 一 a m ) 十 1 ]: 

=— y 2 ( j ^ ^ Qiy^ix 〜 a *)_’ + 1 + 2 (.r - a , Xx — 点 ：） … （j — ct _ >. 

掏此推出 +2(1 — … }( jr — a 2 )***(, r — a ,) —0 , 不盾， 

由于 deg 沿 (: c ) + deg 贫 D = deg f t :) = 2 n .因此只有上述两种可能的情形•从而 
/ G > 在 (1 上不可约 ■ 

例16 有理系数多项式 f ( JT ) = X ‘ + +1/何时在 （ J 上可约？ 

解 t ?找 / U ) 在 Q 上可约的必要条件，设在 Q 上可约•则 /( J ：> 有一次因式或 
者有两个二次因式 6 

情形1 /<x> 有一次因式，此时/&>有_个有纖壤 JU 从而尸是二次多壤式 
十 v 的有理根，于是判别式〆一如是一个有理数的乎方. 

情彤 2 /U> 有两个二次因式*此时 

/ Cx ) ™ ( a 3 x * + a ^ + iin )(/ j ： L r f 十 hiX + # 0* A a ^ 0. 

比较系数，得 

1 « • • : ^ - 4 # % n ；^ • * ’:」•• 

^ = Qfhl H~ £f | 备 2 • 
w = < i ； A'fi h a • 

0 ™ + “ 铧 /,i I 丨 ' 〆 G % 

v = 

不妨取 a t — \ 為 =1 •于是 A , =^ tfi , ii^fc — a \ +ao »i <^0, v = a.ih ,Bp 
i & a i ’0,細 = Ot u = + * v = Uuh 9 ^ 于是 1 j V • ’ 

M r - iv= ih h ^a^y — 4M Q b Q = (h Q - a n }\ _ ■ 



有趙域 fc 的不可齣多项式 


1 QS 


* 


若 a #0* 则 Au —mi *k — 2 od ^ a | ，奴 3 : c 4 •* 于是 ： V ; • ll ? 

一 《 = at* 

综上所述 ，/(d & (J 1: 可约餅必要条件是 ^ • 一 4 V . 是一个葙理数的平方 r 或者 v 是 


个有理数的半方_且士2 ^- u 是有规数的平方. 

下两来证上述条件播/&>在 < j 上可约的充分条件. 

M 着 u £ — 4 v=eF t JI 3 从而 


fix ) — 


x 1 导 nr 






尚此/&>在1?上甩约 . 



若 且_ 2 4^— 14= ii ? •则2咖 一 af = w ■从而 

( jr 2 + U|_r + a n >( j * — + x 1 -f ( 2 ai , — af ) x ~ + 

^ -r* + itr a + v.. 

因此 /(d 在 Q 上可 约. 

至此我们得到了 在 Q 上可约的充分必要条体是4 J —如是 - 个有理数的平方 f 
或者奴是一个有理数的平 Ui 土2 v ^— w 是有埋 数的平 ■方 a 

_ 例17设是 n 次有理系数 多项式 为大于1的奇敢，且 p ( ar > 在 Q 上不可约. 
证叨：如果 n 和 q 证的两 t 不同的复根，那么 C | + q 不是有理数， 

证明记 = g 假设 r 是有理数■由于 

0 =5 p { c t ) — pic 

因此 q 是多项式好 U > *= jP ( d ) 的一个复根，由于 t 是有埋数.因此茗 ( x > 是有理系数多 
项式-由于与 AC ： r > 有公共复裉 Cl , 因此耷们在 Cl >] 中有公共的一次因式 x - c x .)k 
而不互素，于是它们在 Q [>] 中也不互素，由于在0上不可约，因此 p ( jt ) IgUh 从 
而存在有理系数多碉式力 U ) 懷得 g <. jc ) = pij ： m ^> . 由于貧与粼才）的次数相等，因此 
AU > 是非零有理数 s ，由于 n 是奇数，因此首项系鹅*的首项系数的祖反数 》 


从 ffj — 一 1* 于是 ^ j ^ — p (. x .) ^ 


^ 用 i 代人得 t 贫 q ^ 


^ ( T } - X J?< + ) = 


一皆) 二 〆 壹》 ，从而，<|^ = 0. 于最声( X 》在 Qtc ] 中；# 一次因式 f 由于 

山屯^了>=^:>].因此/)化)在<3上可约*矛桥，所以是有理数。 ■ 

点评： ） . 1 ■ * i r ：^. ▲ 

例17的现明的思路是利用 d 是的复拫，得出 = 由此受到启 
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发 去考虑 多项式: ■使得 r 趣的一个2根.从而 r : 是 P ( x ) 与 〆X )的 

—个公共复根 ■ 

*例1 8 用 ZU] 表示所有整系数多项式组成的集合，证明：对于多项式的加法和乘法 t 
ZDJ 成为一个环，里它是整环 * 

证期 zl >] 是 QCrf 的非空子集 „ 显然 z |>] 对于多项式的减法和乘法都封闭 • M 此 zO ] 
是 Q |>] 的于环■显然 QM 的辱位元1也是 z [ r ] 的单 位元. 由于 Qj >] 是交换环，且没有非 
平凡的零因子•因此也是交换环，且没有非平凡的箏 因子， 从而 ztr ] 是 整环， _ 

* 例证明$ ZDO 的可逆元只有士 u 

证明设盈(：)是3^.*1的可逆元_则存在 WxiezDc 〕, 使得从而歧⑴ 
是非零整数 a ，紅^ >是非零鮝数 fr •从 ab = 1得出<1= 土 I , _ 

争 例 M 证明 t 在 ZM 中，/(文>与 g (戈)相伴的充分必要舉件是 /(: r ) = 土容 ( x)v 

证明充分性是显然的.下面证必要性，由于 /< x ) 与 g ( jtr ) 相伴，因此存在心 
ZpcJ “ =] ,2,使得 

/ C - r ) = h gU ) = h x ( 

从而有 (jr)/i r fx)/(x), 

若 , 则 Mi )=0 , 于是结论成立。 

蕾 /(x>^0,IM I=AiCx)A a (j :), 于是是社工]的可逆元，从而士 1■因 
此 /(』） 二士 gtx) ， _ 

，例 U —个整系数多项式且 〆 士 1), 如果在 Z [ r : 中的因式只有 
士丨（即 Z [ t ] 的可逆元)和土户(上）（即 j ：) 的相伴元 〕 ，那么称 〆 ：)最 Z t 的不可约多项 
式 * 否則称它在 Z 上可釣 s 试问中的一次多项式是杏一定在2上不可约？ 

解不一定.例如 . x — 3 在 Zj ： j | 不可约的_而2工一 6的因式2 _ _ r —3都既 fC 等乎 
士 1，也不等于±(2文 一 6>,因此 2： r — 6在 Z 上可约 ， ， 

点评： 、 ， 

从例打看到，一次多项式 2 x — 6 虽然不 能分娜 埤两个次数较低的多项式的乘积，但是 
它®在 Z 可约的，这表 明虽然 在数域 K 上的一元多项式坏 JC [ I ] 中 ■ p c j) 不珩约的充分 
必要条件是它不能分解成两个次数较低的多项式的乘积，但是不宜把《不能分解成两个次 
数较低的多项式的乘枳_作为不可约多项式的定义_否则很齊易误认为 z|>] 中的不可约 
多项式的定义也是不能分解成两个次数较低的多项式的乘親_肉此只有可逆元和相伴元 
才是不可约多项式的本赓 ■ ^■般地，在镰环 J ? 中个元素旦 d 不是可 逆元》 如果 

它的因子只有可逆元和 a 的相伴充，那么称 a 是不可约的 ； 否则称 a 是可约的^这个定义 
可参看<袖象代数基础 i (丘维声编著)第】57页. 




ff 理数域上的不可约多 _ 



* 例22证明 s —个次败大于0的整系数多项式声如果在 Z 上不可约，那么它在 Q 
上也不可约 B 

证明假如在 Q 1.可约，则据本节的換论]得， 〆 心(^丄 〆 )， 
deg pi ^), g t (. j ： ieZ [^]. t = U 2 a /Kd 的四式 & 既不等？ 士 / mj ), 也不等于士 H 否则 
玢（工>等于土 〆 x > ，这不可能），于是在 Z 上可约，矛盾 • 因此在 Q 上不 _ s 

」_ , t d F H 1 4 •’ M <• P ,1 U 3 •: - • ' u ^ >r (■ 

点评： 

例 22 的逆命题不成立例如，一次多项 式匕一 6在 Q h 是不可约的•似它在 Z 上可 
约。对于本原多项式，逆命題才成立•见 T 面的例23， 

* 例23 证明： 一个次数大于0的本原多项式 / Kjt ) 在 Q 上不可约当且仅当它在 Z 上不 
可约. 

证明充分性由例22立即得到 # T 面来证必要性. 

假如〆工)在 Z 上可约，_ 在 Z]>] 中有因式贫（工）•它既不等于± 1,也不等于 

±A(_r ) •设其中 h(.ry £ Z [ j ] t 由于 AU > S 丰原多项式，因此 
deg ^<^:)>0 & 从而 

deg^C^) 1 <C deg p(x) , 

同理， deg A(i)>0, 从而 deg jrfxXdeg pUh ? 避在 0 f : 可约.矛盾,因此 〆 x ) 

在 Z 上不可约峰 鼸 

* 例24证明 n 个次数大于0的皸系翁多項式如果在 Z 上不可约,禪么它一定是 
本原多项式. ^ 

证明假如不是本原多项式•则它的各项系数疗异于±1的公因数，/,,于是 pi ：,) 

= m # U)， 又由于 deg 〆 ：£>>{} •因此 于是 i»C_r) 在 Z 上可约，矛盾，因此 
是本原多项式《 ■ 


习题 7. 8 


1 . 求下列多项式的全部有理根 t m 

(1) +P — 3 jt+I t C2> 2x' 牛細 +9, 

2. 判断下列整系数多项式在有埋数域 .(：. 是否不 可约： 


< H x 4 ^ 1 + 2.1' 1 + 10; 

(3) ?+ 工 ，_ 3jr + 2; 

(5) T^ + lSx 1 +6^-6( 


(2> +4 j :+3; 

(4) 2/ —+_r + lj 

(6) 〆 一2_r 4 十 2x —3f 
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C 7> / + + (8) 为竒索数； 

C 9) P + 声 j ’+ 1 ，/?为奇素数 *0< r < 於； t 10) x ! ^-5 x +1 4 

3 . 设 n >\ ,址:明 ^ 个两两不等的裝数讷儿何平均数一定是无理数 _ 

4. 设 m ,7 i 都是正聲_，具羅两两不等的素数证用，如果 

/Xd 是 （J 上的 m 次多项式.耶么 ■〜… P , 不是/&>的实根 

■ 5,设卿第 g +似* f 6 x + f 是整系数多项式 Him 装 (《 + 队是奇数，那么 t ( s ) 

在有埋数域上不可约， 

6 - 设 /< r )=^ r - 十… + “:. r 十咖 是一个次数大于 D 的 整系数 多项式，证明 t 如果存在 
一个素数卜使得 

P * pl ^\ , p )- a T . />> a „* 

a / ，那么 / um —个次数大于或等 f r 的在 t ? 上不可约的因式 u 

• 7 - 设^十…是一个次数为2»十1的整系败多项式 a 证明: 
如果存在一个素数沁使得 

P I “cm … ， P 2 - /r ja^i ♦/»! £1^ , p % a iin i * 

且/^1叫.那么 / Cr ) 在 Q 上不可约， 

良设 / U ) =忍 〆 + … + a _ x 十砌畢一个次数为 w 的整疡数多项式 ■ 证明、如果 a u ， 

+…十 a ,. ，（一丨 >〜 ■ +- a 十仏都不能被; i 怡除•那么 fU >没有整数根， 

I 在 Q |>] 中把片+^ + ^+17 + 1+1 因式分 

r I 

噚抓设 n 是大于1的 整数. ^ 芝 y ■ WMt ^ n 不是素数.则 g ( r ) 在 Q 上可约 * 

7.9 多元多项式环 

7. 9.1 内容精华 

—、 ri 元多项式的概念 

平 iTi ： 以原点为画心，半径为 r 的圆的方裎为 

y 1 一 H 4 0. 

(1) 式的左端是: T 和7的二次多项式 ft 

空间中以原点为球心，半径为 r 的球面的方程为 

x l - I *- y 1 十 〆 一 r : =- 0 




(2) 式的左端是的二次多项式 ■ 1* 1 … —— 

上述例子以及其他例 f'S 明•儒要油象出多元多项式的概念， 

定: it 〖设 K 厝一个数域.用不關 f 尺的《个符号 a 作表达式 

24…方> • ⑶ 

其中 …，“ 是非负整数*(3>式中的每一项称为一个单磲式称为系 
癱、如乘只有有限多个单项式的系数不为0,并且两个这种形式的表达式相等当且仅担它 
ff ] 除去系数为0的单项式外舍有完全相同的单项式•顺么称表达式 (3) 是数域 K 上的 it 元 
多项式.把 箝号七 a •…^称为 if 个无关不定元 • 

关于《元多项式的定义麁当把撤两点 5 它是具有形式 (3 J 的表达式 { 两个《元多项式相 
等当 il 仅当它们含有完全相同的单项式(除去系数为0的单學 式外) ,这第二点使得 I 元 
多项式成为鍛基本的《念. 

在 JS 域 K 上的《元多项式中 • 如果两个单项式的(/= 1 鲔譽指数都对应相 

等，那么这两个取项式称为同类项 ,* 在《元多项式中 * 我们把阇类碘合并成一项，从而各个 
笮项式都是不同类的、 

数域 JC 匕一个 it 元多项式如巣它的所有系数全为0•那么称它为零多项式, ® 为0, 
n 元多项式的重要特点之一是它有坎数的_念.对于攀塽式.把它的备个不定元的幕 
指数之和称为这个单项式的次數，对于一个 rt 元多项式/, a , , x.) ,把它的系敦不 
为0的噼项式的次数的勘大值称为这个 if 元多项式的次数 4E 作_ 零多项式的次数嫌 
定为一 

一个”元多项式 .rj •设它的次数为 m . 有町能有， I 个单项式的次数都为 
w ，因此无法利用单项式的次数来给单項式祥序.从字典的排序方法受到启发,把每一个 
单项式的各个 F 定元的_指数写成一个 n 元有序数组，对于 r 元有序非负整数銳规定一个 
先后顺序： 

6 … ) 先于 * j ”… ） 当且仅当 

n = = /£-i 4. >/V. 

记作 d tiV * …， »*"，/*), 

显然， 《 元有序 非负鏃 数组的先于关系具有传递性 。 于是利用这个先于关系就可 Ei 给 
仏个《考多项式的各个单项式排序， ' 

单项式排在单项式 A r , v ri _ 蚌 •. ■於的前面当 i 仅当 i _)> 
(A ds ，•••，/_》-这种排序方法称为字典排列法.按字典排列法写出来的第一个讓義不为 
0的单项式称为元多项式的首项，要注意.首項不一定具有最大的次数， _ 




二、 《元 多项式的运算 

数域 K 上所有 n 元多项式组成的集合记作 K [ x , ，為 •…, Jv 3 ;rt 在这个集合中蟪定加 
法运饵为把同类项的系数相加.规定乘法运轉为 




iJl 1 ! 


jf (，f 1 ■■■ ，■工 1_ 


(4) 


* 


其中 


■1， 


崎 1 r 


Si ■_* ^ ：f ! ^ 




， a ] 成为一 个环，它有单位元索 i ，它是交换环，称它的数域 k 上，, 


容暴酴 fiEKE^i ，為•…, xj 成为一个环，它有单位 j 
元多项式环， 

”元多项式的运讳与次数有 fl- 么关系？显然朽 


deg ( f + g ) < max (deg /,deg g \, (5> 

乘法运算与次数的关系是什么？在数域 K 上的一元多项式环中，有 degC/g) = 

de « /+d 味6证明此等式成立的关键是先证明#的首项等于/的首 项与名 的首项的乘 
积， 由此受到启发，在 KDr^avr.. ，: r B ] 中，先证明下述缙论 s 

定理1在 K !>,， a ，… *$_；! 中， 两个 非零多 项式的乘租的首项等于它们的酋项的乘 
枳，从而两个非零多项式的乘积仍是非枣多项式_即 KDr t 是无零因子环„ 

证明由于首项是用;字典排列法确定的，因此设/ • ；>的 首項为 

axf 1 对 1 (夂9^0}，犮 (A 必，…， x_ ) 的首廟为 A 神 jrJ* … jrJ* •去证 喊对 1 妙 * 知” * 

是 /ff 的首项 & 为此只耍 BEC 和+奶，九十仍，…，久 十办） 先于中其他单项式的耶 
指数组就行 f 6 /#的其他单项式的 幕指数 组只有3种可能惝形 ； 

(九 + J " A ■…_ 化 + A ),(6 十免，… * d q^Au + j tt i , + ,， • …“，十厂 >， 

其中《九，户”… f ^ ) 1> { | ! f …， g , 

显然有 


( Pi +叭，*“，九 -^ q .) > (pi 4- jj +入）. 

+，•“*，/>■ > ( f , - bq ] •…，4十 </„>, 

(*i +免 * …，乂 +〜>>(“ 4- j | **"，人 + j m ) m 
由传递性得，（户 * +屮+★)>(£】 +/ i ，…乂 + h)w 

因而证明 ' J ： …、是 / if 的 首项. ■ 

其次我们要引进齐次多项式的概念： 

定义2数域 K 上的 n 元多项式^^心^^+”^+^称为抓次齐次多项式，如果它的毎 
个系数不为0的单项式都是 m 次的_ 

rfj 定义2得，零多项式可以看成是任意次数的齐次多项式， 


7 . 9 多元多项式环 _齡 1 • 

嚴然， Kh ■•• d . a 中两个齐次多 项式的 乘积仍是齐次多项式•它的次数等于这两 
个多项式的次数的和 s 

对于任何一个„元多项式/【力 ，，_， .A K 如果把/中次数相同的单项式写在一起， 
那么/可以唯一地表示成 

m . 

fiXi = 乏] / i ( Xi ，工1，…⑹ 

致:中 7" = def ? /% f , Cxj * o , …， O 是 I ’次齐次多项式，称它为/<_』:，…， . r ， 》的 I '次齐 

次成分. 

利用【6 >式可以证明下述结论： 

定理2 £E K [ j - ■ j :: . jt — j 中， deg /其 =deg /+ cleg g . < 7) 

條明着中有一个鬼零多项式，则 （7) 式成立.现在设/_0•震共 Ovdeg 


deg J i Wl 





./ 「 / 丁 a + …卜 / „. 片 = ❿ + 兑：十 

… + 只" 


于蓬 





+… + 八沁 + … + iW * +… 

1 - 

( 8 ) 


其中 / A 是焱的次齐次成分因为众式 0 _仏尹 0 ,所以于 M h 足 
m + j 次齐次多项式。从而 （ kg = m 十户 deg/+deg _ 


三、数域 K 上"元多项式环 t 的通用性质 

tr 元多项式之所以成为锻基本的概念.是因为 n 56 多项式环 K [为 • …，心]具有通 

用性趣，即 

定理3设 K 是^个数域•及是一个有单位元的交涣环•并且 R 可以看成是 JC 的一个 
扩环（即 K 有一个子环凡与 K 同构 .a K 的单位耷是凡的单位元）、 K 到 R, _同构映射 
记作 r. 设 h，f “ <是 R 的元索，令 

/t^i ，•!：” …*; ) = X …; r：r 卜 - - 2 ^ r(A t 叫 ■ >竚 … O ， 

3 / W . 

则 < r t . 是 . K . … ^ J 5 il H 的一个映射，它使得 

fT#! • 心 — •!• _ f i = 1 * …， M I 

把 (( j-i ..〜 A ) 在此映射 F 的象记作 /(h */: t …，〜>*如嘏 

j^C®i tXz ,^* .i_ )Stl" ， Xr ， “* ，尤 ): =vA ( •尤 z ， “. i j?> f 

"fixi iJCi »"*■ ,-Cii)irC^i tXi f^-t-317.) = #(‘!：」，JTr， … ••rJ， 


那么 
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，•，， fi .) + ifCf , w ? = hit ^ *#|，■•_，【，）* ， 

/(/i #ii •. i m \gih = pU t ， t t ，… . t ，} ， i } v 

即峽射这 ••，_〜■ 保掎加法和乘法运 . W 映射免, , r t .〜. 称为 X _ ，: r ” …， X 』.用/ 士 -…“ 
代入 * 0 

IE 明的关键是由于 JC [ x , ❿，…，申^?个，|元多瓌式/<々，為，…,土_ >的表法唯一, 

因此上述定义的由 KU . •“./■]:_!? 的对应法则是 — 个映射 • 定理3的其余 

结论的证明都楚很容易的， ' ' 

定理3的意义在于 s 只要把数域 K 上” j £ 多项式环 KU , 七]的结构研究清楚 

了 * 那么对于任意-个可以看成尺的扩环的有单位元的交换环 I ?,从 KLr , 丰有关 
加法与乘法的 等式可 以得到 i ? 中许多有关加法与乘法的等式•达到事半功倍的敕果， 

特别地_ ，々，…，中酶有零次多现式添上零多项式組戚的子集 S 是 

K I 的■个子环 * 显然 ， r : u i -- " 是尺到 S 的一个间构映射，因此 K | r 卜 

… ，义 ] 可#成处 K 的一个扩环，从而 r ”, r ，…， a 可以用坏 K [ xj ，々^仏]中任意《1、 
元索 代人， a 这神代人是保持加法与乘法运算的_ 

四、《元多项式函数 

设 ./ < /彳夺”… ■ 2 ■ > €■ * x 2 ，… .* r (」* 对 賢败域 K 中任意 《 个元素 t 、 ， r : * 、，将 

x , ^用 r " Q . …， f _ 代人•得到 /(n ■ r ■专… • £■■ > € l 于是 n 元多项式 

，…，秀导 r 墘合 fr 到 k 的一个映射 t 

/ ? K -— ^ .K 

ic A *cs t ***,^) I -- /(i t , c ： **** t r f ), ' (9> 

把这1、映射 / 祢为数域 K 上的一个 ij 元多项式函数 

— a 然.零多项式确定的涵数是零函教.自泳要问=非零多项式诱导的瘢数是杏一定不舉 
f 函歎？这对于数域 K 上的 n 元非零多项式 f 回律是舞定的 。 

定理4设 ACr *，^, …，是数域 K 上的《元非零多项式，则它诱导的„元多项式函 
数 A 不是零函数. 

班明对不定元的个数 n 作数学归纳麼 • 1吋，已怔数城 K 上一元非零多项式诱 
争的涵数不是零函败_艇设命题对于 K |； x ^ … • Xd ] 中的非零多项式成立，现在来看 

」中的非零多療式，“••&>.为了利用归纳假设 t 关键的想给是把 

/K .r|，Xj 1 , X* ) — u t) * rmi 个 ） + a 】（， 卜 … ， x,-】~f … 

+ ) jt ； t 1([(]) 




辛0,据归纳偃銳 


■ S*fi -*"• ^*-=1 

ft q . …，“ q K ，使 jlf L 


其中 u , ( jt | t —« s ^ i ) € K[xi t ■** •才 , -1 ] * f —0，1 *，".s * 且札 （ a ，•— • ppgflEBBliSBlS 納觀议 i 
uAx t ) 诱导的涵数 K 不是零函数，因此存住 cp …， h 〗 G K ， 使得《 ( n ，… 

#0*不定元 XI ,_ r z .… * x * 1 , A 用 q ， f: s .… “ j , i 义 代人 ，由 （ 10〕式得 

h(t 、 ，cy ,c 【 \X m ) — WoCiTjt*"' fi, * … ， c 『 t )x m + … » 

f* H r (f I * ._* *Cr-| )i (1J ) 

则 ( II ) 式表示的多项式 A ( cy » …,是一宠雜零多项式 * 因此它诱导的函数不是零爾 
数，从而存在使得 


( U ) 




h ici ，<?t •… , <?«-! c „ > # 0, 

于是 n 元非零多项式 Ha … ,_rj 诱导的函数不是零函数. ■ 

利用定理彳立即得到： 

定理 S 设 /C 是数域，在 Kl>, … • a ] 中•两个 n 元多项式 /(. rp.r:, …， ■/ >与 
g(x t …^ ) 相等，盥 .& 仅当它们透导的多项式函数/与 g 相等， 

证明必要性惩显然的1充分性利用定理4立即得到。 _ 

我们艳数域 K 上所有《沄多项式函数斑成的集含记柞 K —, 在这个集含中规定加法 
运彝是函数的加法，规定乘法运算是函数的乘法•即 Vh …■■: JfK % 令 


(/ + ^ > U ". .€： ） 

< fg ) ( r 1 ^ if ，…， q ) 


4 vi 




dti 


fici - ti ， …，十茗“ i . Q . … iC ,) 
fit 1 ] * f ? >^<c i ， e w ) ， 


如果 


fiXi ， JT_ *x M ) + Jg^te f-Tj * … .j" > = it C Xi *x ： * •”， .r 


f( j：i , x 3 ijr . ) = p ( jp 4 f . r s 




+ 


那么有 


/“、 * c E .*““、》+ gU : ,^| — /if (■. * Ct ，•” ，（*> * 

/(q - q ， … ， q ，，“， = / Mr t ， c E * …， g > ， 

钃此上述定义的 是由 多项式 MA *為彳“4)诱导的《元多釀式函数 ,/ g 是由多:嘛式 p 
( A ，為 ，… ㈤ J 诱导的"元多项式_数_从而上述定义的加法和乘法的确语 U 的两种运葬. 
容易验证 , K _ 成为一个有单位元的交换薄^称它为败域 K 上的 *1 元多项式函數环,由 it 眞 
多项式/ 1 々，々，… . D 对应到它诱等的 n 元多项式函数/,这个对磁法则是 
Klx , .♦■•_;〕到 K w 的一个映射.显然它是满射 i 由定理5得出，也是单射，从而是双 
射，由上述议论知道 w 保持加法与乘法 * 因此0湣 H 个同构映射.从而环 K[xi . wj 与 
环同构的 。 于是我们可以把数域 K 上的 n 元多项式 /( x t ，•“，心)与 n 元多项式函 
歎/等同着箱 L 注意元多项式是指表达式^元多项式函数是指映射，只有在证明了数域 
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K I:醜 u 元多项武环 


骨 


J 与 R h 的 7 J 记多项闲数环同构之后 * 才能把 


元多项式 /(. r , .A ) 与由它诱狰的《元多项式函数/等同看待* 

设 /( jTi *xi tXi , — tX B ] f K 是数域，如果有 ( c ! K " 備 _ 

/ ( r : T )= C ) ♦那么称 d : 4-" 元客项式，… i , f , >的一 f 零点 * 1 K 

取实数域，若2 T 则亡元多项式的筹点组成的集合就是平面上的一条代豔曲线, 


它也■是方程 /( X,W = 0 表示的曲线二3,鑭三元多:现式 / b , y , 3的零点组成的集 
合是空飼中的一个代数曲面，它&就是方程 / lx >^=0 表示的曲面. 一 般地，数域 K 上 
_组《元多项式，它们的公共零点组成的索合称为代数簇 Ulgebrdc variety 夂 研究 代軚簇 
是代数几何的一个基本内容， 


五、数域 K 上 i » 元多项式环的结构 

岍究数域 KJz -元多项式环 KJ >〕 的结构，我们! i | 以带制徐採为出发点的 • 利用带余 
除法 证明了 K [ i ] 中两个多项式的最大公因式存在（可以用辗转相除法求出），扦且嫌大公 
因式可以表示成这两个多项式的倍式和，进而得到两个多项式互素的充分必要条件是1两 
以表示成这两个多项式的倍式和，利用这个结论证明了不可约多项式的几个等价条件 ■最 
后证明了 Ktr ] 中每一个次数大于0的多项式都 能唯一 地分解成有限多个不可约多项式的 
乘积，即证明了 K [>] 中有唯一因式分鶬定理，从而把 KDd 的结构搞清楚1% 

研究 K [ x ] 的结构的上述途径是否适用于研究数域 K 上《元多项式环 
的结构呢？其中«> 1 . 

对于数域 K 上的一元多项式 /【 a ~> r 它的首项就是次数最高的项，因此把 / Or ) 的首项 
消去后，它的次数就鼸下来了，从而可以对作为被除式的多项式的次数作数学纳法•证 
出 fC {>] 中有带余除法 K 

对于数域 K 上的II元多项式/(々，為，…,^_),当 n>l 时.它的首项不一定是次数最 
高的项 * 因此把 /tx, * …。 ） 的首顶消差后，它的次数不一定能_下来 。 从而当， i> 1 
时滇[勾，為，…，右 ：) 没有带余除法 ■ 1964年， H. Hironabi 引进了 A 元多项式的除法算法, 
1965年 Byckberger 使用除法奪法对于，為]中由单项式组成的乘法封闭集 
中 • 引进了頌序的概念 v 使得多项式相除后所得的余式哦__定. 

由乎1 «> 1时 .K .…中没舟带余除法.因此研究它的结构就不能从带余 
除法出发，在 K [ r s _ r 中■整除的槪念1不可约多项式的既念仍然拈有的 

定义3在 K |> 3 ，…,中，对于 如果有 h 使得那么称片整除/,记 

作发 f /;否则称不能轚除/ * 记作 容>/•舞 g 整除/时，称貧是/的一个因式，称 f 塾 g 
的一个倍式 s _ 
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容易看也，& K ^: … ] 中 * 懷除关系具有 I 义身性、彳 v 递性，但是不具有付称性 - 
r 定义 4 在 JCOrirXi ， …， jc 」 中，如果 / U , H | /• 那么称/与裒懋相伴的.记 

作/〜尽* 

I 利用 KC 右,々 ，…； J 中多项式乘积的次数公式容易 i 正明 t / 〜 If 当且仅当存在 
使得 

… ] 中有了因式的概念，当然也躭有两个多项式/与 g 的公因式的概念•类 
似于 KU]. 我们蚵以在 K[x, *x, ，…, a ] 中定义两个多项式/与 g： 的最大公因式的槪念，但 
馳于 KU a mj 中没有带余除法.因此不可能有辗转相除法•从而暂时还不知道任意 
两 t 多项式迠杏一 定苻最 尺公因式存在•到后面我们再来冋答这卜冋题. K|>” w -rj 中 
两个多项式的最大公因式如讓是 K 中的非零数，那么称这两个多項式互索 • 

定义 S 10> 1 ,心..”^„]中次数大于6的《元多项式/^4^^，_*^0,如果它的因式 
只有 K 中的非零数似及它的相伴元.那么称〆 a 3是 K 上的不可约多项式 t 否则 
称 ，J： : ■…， xJIt 可约的 * 

由定义5和乘枳多项式的次数公式立即得到：一次多项式都是不可约的， 

•• 命题1 Kl > r ,, 勒，… a ] 中，次数太于0的多项式•…,不可约当且仅当 
它不能分解成两个次数较低的多项式的乘 fU 

证明必耍性，设 … >不可约，则它的 码式 U 有 K 屮的非；数以及它的 
相伴元、因此它不能分_成_个次数较低的多项式的乘积。 

充分性 • 任取 piJti »-tz p …，:的一个次数大于0的因式 gt ^\ _呀* ，则存在 

hXxi * a：f i ** p »^„)& K [ jC | pCj：i »**• 9^1 $*** tXuiki^i fj ; 3 *•••# 

x „ )* 由已知条件可推出，如 g /i (，n .- r : • a > 叫*从而 /? (丄 ：_ … . 』 _ > = r 容 ( a ，尤: - 
… - t „) _ Jt 中 r 6 K 1 3 7 " ■楚 pt i ■■:，…，…*〜]. 因此 pc j*h ，… ._1\)在 
K 上不可约 # ■ 

由命题 I 的充分性立即得到 ， K [ ^ m … n ] 中次数大亍0的多项式 
/(A •….^)如果可约.那么它能分解成两次数较低的多项式的乘积。如此下去.两 

得出|/(6，心 能分觯 成有限多个不可约多頊式的乘积，进一步可班明这种 分解是 
唯，即如果/<勾，办，…. X .》有两种方式分葡成不可约多项式的乘积 E 

I 

f iXj t ■•- ， X _ ) — pi trj ， JTj ， •" . J * 》-"芦 , （JFj • JT ,) J 

褒 tJ ： i ，-， tO =;qi ( xi ， JC 2 . … .办 ）•*，（：！ tXi •…， Xii >， 

那么且经过适诌排 列因式 的次序可使将 

pAj ： l ，之2 〆 “，』_)〜％ ( jcj ^ t •*' • ) f i = 1 f 2 t rS . 

于是在…,: T _] 中也有唯一因式分解定理： 




定理 6( 睢一 因式分解定理 } K [>,, 中每一个次数大于0的多 

fCn 都能唯一地分解成数域 K 上有限多个不可约多项式的乘积，所谓唯一性 

如匕所 述_ 

唯一性的证明对 fix ： …， V 的第一轉分解式中不可约因寒的个数 j 作数学归 
纳法，^1时•有 

(A 〆 .* =中 { j- X - .•.，_ C_J .*.!/,(々，… * T *>, 

于是奶…，幻是 A “豹，…•為 > 的一个因式"由于外(2： 1 ，….右）不.钓，因此 
屮 < i 、^ — Pt C . r ( .…，从而有 R 、{3 ff ^ P\(jt ) = t ' 9i T …， . i ") t p 姓 

此 5^1 时，唯一性 成立， 

flM 设对于 5-1 时唯一性成立，来# 4的愴形 9 此吋 

pi^i ，…，>•，， 〆 々.-**^> — q t ixi 

于 ti / M 工】，…" V 〕遇，… •,〜) … r/Xr 的一个因式。由 j : - p (j •…，』，）不可 

约 * 它的因式只有 K 中非零数以及它的相伴元，因此灼 （_ n •… 必然足裝个 
d ，… “O 的因式由于不可约 4 S 此 P , ( r , 二）〜 r ( r; » — > i ； 
新排列因式的次序 ，不 妨设九< JTi ，…， X ， ) 〜中 Lq ，… .A ) ，于是存 • q e K ，使得 

屮 Cjt t - …( X "…，夂 >，从而有 

Pi ( … ，工 * }*** p t i r -… ， X- ) = Ci p[ (x( * 4 * T * t r H Uj ： t J"[ ，… *l ) …％ (i … * ji\ )、 

消去 / V ( JV ， … ，尤得 

( 豹， ….… ， J：,) ; aqi (x- * … ， jr_) 仿 （ _r. •… ， j%>. 

附归纳假设得， S —〗二卜 〖.且经过适当排列因式次序有 

…* X ，）〜 g 1 ( j ；| ，■- . Xj ,) * i — 2,…， s . 

从而有 5— t.fi 

由数学归纳法原理.唯一性得 ffi . ■ 

注：定理 S 卑可以从 C 代数学引论(第 二:版 m 綦奚解.丁石孙著）的第148页的推论立 
即得到 4 I - 

在《元多项式/(%,々，“•，: r fl >的分解式中■可以把每一个不 可约因 式的首项系数掸 

出来.使它们成为首项系数为1的多 项式， 再把相同的不可约因式的乘积写成乘幕的形式， 
于是/(而，々…， X ,)的分解式成为 , 

/( 勾 ，.“.1,〉= ap；^ (a (m 

K 中 “ Mi fir , ，… _ J . j 的抟 项系数 r : 〜 U . t …，/_>避两 网不 等的舀项系 

數为 I 的不可约多项式 ， n •…，〜是正整败令这神分解式称为/<%，心…的标准 
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in • 


分解式 • 

现在设 f (: i ，…，；）的标准分解式分别为 

• /(% ，■” — tip ^ Cx , _ •__，吗》•••<( JCj ***■ f - 1 ! CjFj t 

gtxi * s m ) — ipi 1 ( xj ，”•，右）”，处（為•… _ jc_)e Cjci ，… •；） …必（兩，…*心）， 

令 

iHxs t "- - , jr „) — p ^ 1 ( X | ****, j *. (xi * *-• t ^>, 

其中" t = miri j J ~ ] .2»*-■, /, 显然 d (^ r } ，…， j :,) 是 /( j ' ，… .. r _) 与 V r 】* 、 r .) 的—— 
个公因式》任取/与#的一个次数大于0的公因式>(為 ，…，工_ ) . 在 r (^ ry ， z _) 的标准分 
解式中 {£ 取一个不可约岡式 . r ， * …， t }., 由 f v ( .7 1 •… * 二丨避/与兑的公 it 的不町约因 
式，因此 uG :，〜. r ,) 必然等 H 和/』（ I〆 •.“ O , 其中 jr^H ] _2，... Jh 并且1心 ，，…， c ) 
，…•，:■)的标准分解式中的輔指数不超过〜 ■ 于是 r ( A . … T 』_,)| A Xl , …，; T ， h 这 
证明了 </(zi •"•，：!*_ >是 / Lr t * 一，$，>与 gC^i •…，毛）的一个最大公因式，它的首项系数为 
K 把它记作 r/h ，"，， L )) 这也脅定地回答了前面提出的 •… 中任 

意两个多项式都存在最大公因式的问题 . 

由于把 w 元多项式分解成不可约因式的乘积役有统一的方法 •因此 求两个元多项式 
的最大公因式是不容易的 t 

7.9,2 典 M 例题 

例1将 F 列三元多项式按字典排列法徘列各单项式的顺序 a 

⑴ /(J^ ,^3 ) — 4 J：, J：|xi 4-5xf XxXt ^xl ^X\JC 7 +JTi x}； 

( 2> f Xz t = * T ? X ? + Jt ? jl '! + J：t J ?| + JC * 4 -xf J ：} , 

解 j(xi *.ra * J*j — j - Jx !+5 a ： ixiJ ： a + 4^ jrJjrjl - h , r t ^j f 

(2) |f<Xj tX| *X|) — jr{ +o?f jtJ -b Xijrj 4-xfxl 十 jdxf+ 4 B 卜涛 

例 2 把下述三元齐次多项式分解成两¥三元齐次多项式的乘积 

j (x\ .x^ ^.r 3 > ^ JTj + 3^f x* +4^5 a + + 6^iX2Xf + 

+ 2 xJ + 5 x | +■ Sxi xi + :• 

解 ,(*.,•，:“、> 是 S 次齐次多项式•把它分解成两个齐次多项式的乘枳.必然‘彳、造 
一 次齐次多项式，另一个是二次齐次多项式 。 : P 是可设 

/( a：i , x T .Xi > = { x x +axjf +^ x A )(.rj -h atl + da：l +^ t x t + tcr^s + ur , jr ^). 

比较系数得 * 

3 = ^ , 4=« 十办， 3 — c + ae , 
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6 = w + au /» * 1 — d lm * 2 = ac f 

5 = m/ + be t B = ad -\- bv ^ Z — bd ^ 

取 tf — 1, SH 6 t = 2; 取 rf = 1 .则 6=31 从而 

f ^ l* u = i ^ c = l * v = \, = L 

因此 

tXt t^i ) — C*Ti 十？為十十 _d 十 d + 而為十 * CiZi + 办約丄 

例 3 设/(々，々. … ， a ) 是数域/< Ji — 个齐次多项式，证明： 

如果在 KOi ， j ： f ，… •&] 中有 

/(jfi ：1 ■ … ^x m ) = gixj *Xf •… • J _) A ( JT J | X ^ ，“， . X ,) i 

扉么 gixi ，上 i 和 h<Xi *. r : •…， a ) 都是齐次多项式* 

证明假如与卜不全裹齐次 麥项式 •则不妨设尿不是齐次多项式，于是有 K= gi + 
嚴卜1 +…+ g , ，其中於 （i = /，/ + U ••• ， r >是裒的；次齐次成分•且珩# 0 .心式 0 • r >/，设 
Ji 喊+ 一 +”.+ h " 其中 於 1， … 是 A 的 / 次齐次成分，亂有可. 
能此时 A 是/次齐次多项式 ）„ 由己知条件得 

嗰 _i j $=t j—I 

其中以，尹0，及 A ,#0_ 由于必 A , 是 gh 的次数最低的齐次成分，因此积 A , 不会与萁他成 A , 

相消 * 又由于贫九是 gfc 的 次数最高的齐次成分，因此 昇九 也不会与_他兹為相消•由 

于“因此于是#至少有两个非零的齐次成分，这^ /是齐次多项式 
矛 ; 盾，所以 g 与 A 都是齐次多项式 0 m 

点评: 

例3表明 5 在中 •一 个齐次多项式如果能分觯成两个多项式齡乘积， 
那么这两个多项式也_是齐次多项式. 

9 M 证明：在数域 1 C t 的 n 元多项式环 …， A ] 中 •一 个非零多项式 
/(々.1 : + …是 m 次齐次多项式的充分必要条件为对一切 f eK , 有 

fiiJTi ^-,-^/ jr ^) = r/(A . (13) 

证明必要性•设/(々 ，x w_ > 是 m 次齐次多项式，即 

jiXi 9 ^2 I*** ^ “ ， " 广 ‘〆 1 :!?…/:、 

•”〜 • •： ， ’K ‘ 『V 

其中 A 姑+ …十 爪，任取 ft 不定元 J 用&，冰，…，比代人，从上 

式得 


f(^r ^1 


… ttr ») — 2 a H * i ^ ^ ( tr*)*t … (tr _ )’_ 

气#■甲“， 
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* 


— fX m y 

充分性 ， 设对一切沒兩剩 13) 式成立 * 将 /(m .*• ，石 ） 写成 /=/e + /】+…十/_， 
其中/•是 f 的 i 次齐次成分 ， i = H ‘…山任取,獅-…用 fr 、 *以 7 •…心■代 

人，从上式得 

/Ur" … ttr,) = fdLCt ' … ， tr,> + /i (tr] •..* ， tiv) + ，” + f\U^t .… . （ xj, 

根据刚证的必要性以及充分性的假设得 . 

f ’/<. r " … . JC fl ) = /。【以，+ … ^ Lr n ) - j-.tf ^ Cxj ，- ■• .了_ > + …+ l 1 f r iT [ i …， X - ( 14 ) 

将 f - f ,+ fi +-+ L 代人 (14> 式的左端•并且根据两个元多项式相等的定义•得到 

广/ ■. Ci 4 t …> = f / 〆 文 I ，…•义 * ) ， I = 0，1， "*， j , (15) 

任取 fei0 ,: u "*， 4v 且 i 式 m . 如果力# 0 ,那么从 （15) 式两边消去爻得 .r =?• wmm 
由于 K 是数域，因此有; r - = i •这与矛爵，因此 / P 0, 当从而/一人，于是 
/是次齐次多项式， _ 

点评： 

例4给出了数域 / C 上 m 次齐次多项式 C 或^次齐次多项多函数）的一个刻画，它很 
有用- ^ 

例 S 设 /( u ， d ， WA ： V . z ) 都逛实数域 h 的三元多项式，且不培零多项 
式，证明 ：如果 幻的任一非零点都是的零点，那么是零多项式 fl 
値法一对千的任一非零点冰為， 6i >， 有 

fgih \ » t ： ，: h ) = 、 M ( nk ' ) = o . 

对于 的任一零点 （ O，dr * Ci >， 有 

fg (fj 1C3 “. i ) = * Ct )> g{Ci if * tea ) ~ 0 , 

从而对一切(叫 ， a ! 吨 ) 6^ ，有/ 〆 叫曲 ，屯 ）=0. 于是 / g 是零函数 * 从而 /( 文， y ， 家)#【：1：0?»«)是 
零多项式 i 由于 ! T ( x , y ,*) 不是零_式•因此 / U ,3 T ,； c ) 是零多项式 ■ _ 

证法二假如 /( u ， d 不是零多项式，又由 B 知条件，不是尊多项式，于是 

不是零多项式，从而 A 不是零函数 ■ 因此存在使得 
fgt^i * c , , r s >?^0 f ^ /Cfj tCt *^1)^(^ , cs ， C S )#0 •由此樽出 «/( C [ d ，， c 3 )#0 且 giti , c , ) 
关 0, 这与巳知条件矛盾. _ 

- 例5的证明主要用到两个陆论 r 数域 K 上的 H 元多项式环是无零因子环*数域 K 上的 
«元多项式环 KDchA 与数域 K 上的71元多项式函数环托；^是苘构的 * 例5的结 

论从直观上容易猜测到，但是要想讲出道理 证明它 就需要用到上述两个结论.这又 一 次表 
明；只有掌握理论 * 才能把道理讲清楚， 
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例6证明 s 在复数域 h 的二元多项式环中 + 下述二次多项式是不可 约的： 

f (: c T y ) = jc : — 2 ^y + y . 

证明假如 /( xj ) 在复数域上可约，则 

/( x * y ) = (x + ay + + c_y 十3>_ 

其中比较系牧得 

<3+(=—2. ii 4 6 0 . + fir = 1 1 bd = 0 t 

由 d + b^QR hd ^ O 推出办 ㈡ rf = G ， 这与似 H ^ c =： L 矛盾，因此 /( d > 一2巧 +y + 

y 在 c 上是不可 约的， m 

点评： 

我们已经知道，在 复觳嫌 上的一沅多项式环中•不可约多项式都暴—次的 • 而例6表 
_ •在复数域上的二元多项式环中，存在二次的不可约多项式.在数域 K 上的一元多項式 
环中 •/(：!：) 有一次因式 x — a 当 E 仅当 / Or ) 在 K 中有根 a , 而例6表明.在复数域上的二 
元多项式环中 ，/( u )= y + y + y 蛊然有许多零点■例如 （0 , 0) ,( 0 「". （1 ， 

等 4 P _& / Tt ^ O 没有一次因式这些表明，当 》>1 时，数域 K 上的，，元多項式环 
有许多与一元多项式环不同的性质 B 

例7探索！ fJl 论证实数域上 n 元二次齐次多项式可约的充分必要条件‘ 

解实数域上 w 元二次齐次多项式/ ( Q ，而， ..•• a ) 可约当且仅当/(心 ，而 ，…,軋）能 

分解成两个实系数一次盡项式的乘积，根据例3的结论可知,这两个一次多项式都是齐次 

的》根据4髙等代数学习搰导书 C 上册}}第6章 6. 2节的例 5*^ —个 u 元实二次型可以分解 

成两个实糸玫一次齐次多项式的乘积当且仅当它的秩等于2且符号差为 0. 或者它的秩等 

于 U 于是这就是实系数《元二次齐次多项式珂约的充分必要条件， ■ 

例8当||>1时•在 Klxi *蛳，…， A ] 申是否有下述结论，•两个多项式互素的充分必赛 
条件为它们有倍式和等于1? 

解充分性 ‘ 设数域 K 上的"元多项式 /( ，… . x . >与^: * …， 具有性 
质 t 存在 it < xi , — tx .>6 KCxt 使得 

“心，…，"(%，…，“、 j *) 茗 O ” …， j A ) 匕 1, 

设…，心）是 **• * a ) 与展 （ 々 • ••♦ ，$_ ) 的一个最大公因式 • 则从;1；式得，士 
Jij 1 + ,r ' > I 1 - 由乘积劣项式的次牧公式得 *£/(_r * …， 的次数为0,从而它避 K 中 --， 

个非 零数. 因此/(々，. ㈣ •〜） 与容互素•即充分性是成立的 • 

必要性，从例6中知道 * 复数域上的二笼多项式 一 2 xy + 〆 牛 j ? 不可约， 
从酣 加讣与咖，的公因式只有 K 中的非零数，因此 /(. r v v > 与价，》>互莱，•对 
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T C [ r , 中的住窻多观式 a t , r , y ) , vi r ， i . 都有 a < j ) /( x * ： y ) 没有常数项 j ~ ， ， v > 

以 o：,W 也没有常觳项.从而 

^ y ) f { jr ^, y ) -h v ( j : y ) f ((* y } ^ 1. 

这个例子表明必要性是不成立的 .， 

点评： 

在数域 K 上的一元多项式环 K |>] 中，两个多观式互素的充分必要条件是它们有倍式 
和等子 U ■当 n > l 时*尺[々，… *;] 中两个多项式互素的充分条件是它们有俵式和等于 
1 ,但这不是必要条件，其根源在于 KDr ] 中有带余除法，从而求两个多碉式的最大公因式有 
辗转相除法 UiT 当 n >\ 吋.住…， J :,] 中没有带余除法*从而求两个多项式的最大 
公因式没有羅转相除法，®此两个多项式的最大公因式无法表示成它们的倍式和_ . 

例9把下述有理数域上的二走二次多项式因式分解： 

/( jrtjy ) = 2 jt : +xy — y z 十 5 j *+ 2 y +3, 

s 雛-胸)-2谢宇: 


4 暂吋把: y 看成常数， 括号内 的 x 的二次三项式的判别式 




5金 : y 
2 


2 C — j s + 2》+ 3) 


— 6y 十 1 

4 


3 j / — 1 
2 


从商 


/(,riy) = 2 


r 

一丄 (5 + _v> + 如 3y — 1)’ 

' r 

X — 

1* 

— 去 (5 + - 1(33^ — 

n 

X 

WM 

2 

, 

2 — 



• = 一 y+3Kx 十夕十 1) 

解法二 设 f(j *y * ^ 1 ,: 2 jt rty i - J ). 


比较系数得 




( B + 2 a * 


0£ 


— ^ + 26* 2 — ad — h - 


hd 


解得 a = 1 或一 i —1 或 21 或 3， d =3 或 U 


当 1 时， — 1，只有才能满足■■当 £ i = 一了时，无法满足 2 ^ ad 

+&，应当舍去*因此 ， 

f(x^y) ~ X + > ^ f2x — y -h3)* 

例 w 求实数域 h 二元二次多项式可约的充分必要条件 4 

解 设 /(本，7)=(111/ + 2南1巧+41113^ + hiJC * M *； y + 如■则 /( ij ) =0 是平面 上 
的二次曲线.运用二农曲线的不变駑理论(参看€解析几何 （ 第二版) J 第分章第 3 节> •令 


言 


* 
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li = £*11 + ^21 , 


h 


^ii 




“if 

a u 



an 

fl|3 


„ a ti 

.<*12 

on 


CljE 

^ K\ — 

| d t <* 0 

■去 1 _—1 . • 

j 这 a 没 o 


«i 

Qi 





则 Hh 在转轴和移轴下都不变 f £ 转轴 F 不变 * 但是 在移轴卜会改 变 & ^ iI . = h=o 
时 . h ' 在移轴 7 也不变,利用不变量 W 3 . r ,， 以及半不变董 K , •可以把 f 面上的二 次曲 
线分成9类， 



m 

类 


拥阒型 

/,>a 

Jl ^ h 异号时为椭囫. 、 

h 与 h 同号时为虚晡 11 

厂_时为四个 I 合的点 


双曲铟 

时为双曲线 


h <0 

h =0 时为两条相交龜线 


抛物型 

1* = 0 

J ,#) 时为抛物砝 一 

1^0 M h < o 吋为一对平行直线 

h =0且>0时为一对虚平行 t 线 
夂=0且心=0时为两条事合 h ： 线 


㈡ 


实数域上二元二次多项式 / U \ V ) 可约 


f ( x f y )= C 为两条相交直线或一对平行直线或两条重:舍直线 


^ fa <0且 L =0，或 Jj = J :l = 0且 K | <0* 

例丨 1 r 列实数域 l 的二元二次多项式是否可约？如果叮约，把它因式分解 


( 1 ) = 2 jt : - hSx ^- j - Sy 1 — jt — ，1 1 

(2) g (工 * j ) = 一 2 xy +^— 2土一 +3• 


解⑴ 
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晷 


8 -I 

— 1 一1 


- T - \ ^ 


+ ( 一 8 — TXO 


据倒10的结论得、/(.^)可约 

/( xt _ v ) — 


O 


p 十 


JX + 4y 


把括号内看成: T 的二次三项式，它的判别式为 






(o 


J 




(4. V 1 


于是 




一 4 y + 


1 1 y 


(x 2y — 1) (2jt 十 4y + 1 )• 


(2) / j = 


-1 


2 --9#( X . 


据例 10 的结论得4心,：^)_约， 

点评： 

由于利用了例10的结论.在例 U 中判别实数城上二元二次多项式是否臶约变得很容 
易 8 珥例10的结论是运用了解析几何中二次曲线的不变世理论推导出来的.由此可 E 数 
• 学是一个统一的整体，要養于把代数与几何以及数学分析联系起來 • 

例12设 / Cx #>) / + x —1 6 RDin j ]， 在乎面直角坐标系 Oxy 中画出曲 

线 /( x . y >= a a 

解由于用 一 ，代 y 方程不变，因此曲线 / Cr ,»〒0 关于 I 轴对称_只要先画 出怎轴 
上方的曲线以及^轴与曲线的交点. 

点 M ( Mq ，0) 是曲线 / Cr *； y >=0 与龙 轴的交点当且仅当 d ―為+ 1=0,即： r & 是 g (^) 


■J 


^ x + 1的实裉，用 Sturm 定理可以求出— #+1 的_—实根在(一一1)内 




<参看 7. 7节中典型例題的例9)，把这个实根记作: r c 


在 x 轴的上方 IV 
= — 1，因此 


7 TT , 此闲 数的定 X 域为不等式/一: r + l 為 E ) 的解免由于 


* 


癲 


〆 (方） — 0 ㈣ Sx 1 — 1=0 ㈡ x d ： — » 

gis) > 0 衿 3x* - S > 0 ㈡ 1<- 曹或 4*> 譬 * 

〆 (: r ><0 ㈡ ^ - 1 < 0 » -y < jt <^ 

从而在争单调 t 升，在（一 参誓〉 单调下腌,在 (参 +如>单调上升.于进 

@(4：)在 f 处达到极大值 * 在处达到极小值 t 并且 ir < d 身0当且仅当 

这表明函数. y = vV — J +3 的定义域是 U , ,+ oo >„ 

由于 (1 数 hiu ^ 二 A 在它的定义域 [0, +$) 单调 i - 升， W 此从 0- ri 的1述性质町以 Wf 

出 W ,-争单调上升，在(—参争单调下降，在 (参 十—>单灑上升, 

tr =— v | 处达到钣杧 ffi . fcx - f 处达到极小饱.现在可以来_曲线先找 

几个关键点列表和描点，然后用一条光滑曲线把它们连接 起来. 最后利用对称性画出 r 轴 
下方的曲线，如图 7-1* 
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点评： 

例 12 中 的曲线 V ? JT + I 是一条椭 K 曲线 ，它在公开 密钥衡码学中有用, 

习题7, 9 


1 .将 T 列四元多项式按字典排列法排列各单项式的顺序： 

C1) fixx t ) — j-Vj*! — + 5xijCj^* + 2 ± jjtiX g ^ 

(2) f{jt\ wj：i *j: 4 ) = x{ + xf 3.r ( -i|x< — Sxi^ijcj — 2 jc^ » 

1^2. 钯三元齐次多项式 /(々， x ,, 而 ）=4 + 4+4 —写戚两个三元齐次多项 
式的乘？ 

3* Hi A (， n ，… -. r P . …，6 K [:…， l ] * fi 岔（.1^ •… *_ r _〉^ CU 其中 K 楚级 

域 3 证明：如果对于使榑…，〜> # 0 铯任隶一组元素…，“ e K , 都有 


f Ut ，…•那么 /(jpi •… •；）=()• 


4. 证:明：在 KU , 

K [ j : | , ■ - *. ^ , j 1 1 — I *2* 


■ …中•如果好|/(“ = 1，2,〜仏酿么对任奪 «. Cxi 
”、 s * 都有 




f[ [ u\ /■ -j- /； H -+ d 


5. 证明； ft …， a ] 中 j tfl 伴当 11 仅当存在 rtK ’ 他得 / = 

6. _ 明:在 KU ,. y 〕 中•多项式 i - jy 是不坷约的. 

7. 证明 :在复 数域上的二元多项式环中, y+j 是不对约的/ 

8. 下列实数域上的三元二次齐次多项式是否可约？如果可约，把它 因式分 _ 


tl) /(jTp^tt) = 3x r — 2y + 5 j ： vT ^xz^~yz% 

( 2 ) jr ?j y, e) = jf : 'H2^ + 3C J + 2^jy-h2« a 

9, 下列实数攄上的二元二 次多项 式是否可约？如果可约,把它因式分解 I 
Cl ) f(x ~2 x l +5 3)’ + 10_ y —3 s 


% 


(2) 只 （ jr ， y ) = 17 j " + 2 Z ^ ty h 23_ v ' + 1 Cj 考 +14 jy — 4, 

u *. 设 plr ，…, A ) 最 KU ‘ ，… , irj 屮的不 nl 约多项式，证明 

…， x _] 中任一多项式 / U , ，…，的关系只 有两#可能 

… * x „) | /(々，… •■!■,)* 或者 / jCxj 

在 H ；[ ZvV ] 中, / U _.. V >=/- 

互索？ 


i ■嚤 




•“ * ar , > 与 f ( j \ ，…， A ) 互 素,， 
ixyhiy 1 — 6j^ 10 汊一 1 与 g(x^y) =3; 








1. 10 对称多项式 


7. 10. \ 内容精华 

观察 F 述三元多项式 fU } ) 有什么特点？ 

/(_ jt 2 , jc w ) — x { + xi -f Jtl 4- x { jr r + x ] J T f xir . 十 + x , jj 4™ jt ： x \. 

不定元 A ， Xi .;?! S 的下标分别是 112,3. 对于自然敗 1*2,3 的任意 一 个三元排列，響如 
23 i . 把不定元分 别用而 •為代 A •则上 式成为 

/(xi ? jj ) = -r} 4^JcS p ' + wCi 4 - J'fjtrj 士 十文 !〆 + xjx*, 

发现 /( A ， 々， A ) 的表达式与 /{Xu .「:， 々>的表达式相等.因此 ) - 
fU ,， X t r ^> 9 对于_然数 U ,；* 的其他5个三元排列■也有类似的结论 • 这在直观上可 
以这么说，在三元多项式 / C ^ i ，■^ 士）中，木定元 X , 的地位是对称的。于是我们可 

以把 / Cjrm : ，■^ ) 称为对称多项式. 

元对称 多项式 的定义和例子 

走义1设 / U , ，: r 2 ，…， xjeKtu ，々.…，: rJ ， K 是数域，如果对于任意一个 n 茏徘 
列夂 ，/2» … ，人都有 

/( A , ，… ) — /( JT ! ， j： r , " * jO * 

那么称 fLr , . j - : .…， . r _) 是数域 K Jt 的一个 /! 元对称多项式 ^ 

从定义】 得出 .如果一个 II 元对称多项式 /(jti , x 2 • —，； r M ) 含有一项 a〆 1 1 :/ … _rjr ,那么 
它也含有项 '* 代 

K J K , 

炖中力/:…二 M 任意一 个》元排列（注意：相邛的项只写一次 J 

爾如，若三元对称多项式《.「. . A，.f .、 含有一项 ， U : ■ G 卩 r ：. r r x ?, 则它也会有如 卜 

5项： ' • ‘/ 

xf x,i x ? * jrJuJ . jr|xjXi * x '{. 

即会有如下 5 项： “ 二> 

■*3^1-3 ^j t t ， JTj Jfi * iT ； JT *5 * 

从定义 1 还得出 ，零多 项式和零次多项式都是对称多项式 t 

一个 《宂对称多项式如粜&宥一项 A . 那么它必含衔项 ；f 」 ，…\ 因此 



十办十 •••+$ 是一个„ 元对称多项式，把它用 d〆A ， A ， …，表示•即 

，’ ， i • 知（ : T"m … 心 > = JTf + 而 + …+ 淑 “ ，f “《 U m 

一个"元付称多项式如裝含衍一项 JT ; ■「,那么它必含有项 J J ，其中1 < W W 

此下述多项式是一个》元对称多 项式： 

£ T - ( X ) • JT ” = JCi JT | + JTj 十 …十 Jl Xpi 

I • I ^ * 匕"卜 • 十 g t X , + …+义1心 :雇麄 

* p # 

+ X m 

= 黑 1 、 1 

— _ rj 

两理，对于任给 々 e 丨 2." a — U , T 述多项式是一个 《 元对称多项式： 

tfi i^i .is p * t# •’ { ^ 4 , x i $ …七** 4 , 一 ,， 

Ki ^< j ,*1 — <1* 你、 ••寒 一 p 4 1 W^Vf « 

显然， T 述多项式也是一个 《 元对称多 项式： 

iX ： * ,B# i Ji ,) = Xi 3 Cz 

上述 u 个 《 元对 弥多 坝式 AUr :l = 〗_2,…统称为 《 元初等对称多 

项式， 

二、数域1(上《元对称多项式组成的集合的结构 

数域 K 上所有 《元对称多项式组成的集合 w 的结构如何？ 

’ • /Cx"*r” … ，為 i ， g(_Ti *$”••• #x, ) 赛 W n 如果 

/(* r 』 +枵(了 1 ，Xj J 与 / r 〈, r " 工 r *■ ■、工 * 

/( jTl ， X ? * *** t J .., )^( X , tX 3 . ^ r „ ) = piX \ ， JTj -，” ，：!、 ）. 

那么对任一"元排列 // "把不定元 A , A ，…，^ ., 分別用、 * \ .…， -r 代人.从上两 

式得 〆 • < f i , 

/( 易 _ • 々： . … ，戈匕 》+ gLr im f x^ . '-^x K ) ^ h (x fj ， x, r * … vJf y I, 

fO h .**•.^ ，-， Jf y p = pLr h ，為 : f . jr 、>, 

由子 /(々， j ; : . … ， j \) , g ( jr t ，心，…， jt a ) 都是对称多项式 _ 

® 此 /(巧 • \ …，气 3 — /(xi tXi » p# * lik ) * 

M h V， • ' : • ▼ n • VI )—g(x t , r 匕 

由此推出 

hixi fjrj f ^ m }^= f ixi # j ?( a：t 1工，，*“ tjr ,》 V 

' = fix H • ，“，，為 _> +^ srfo ： # l tt , f .. ，气 1 a ^ 


• ]2fi 
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仍为》元对称多项式，对/»重复上述对于/的做法 ，一 直这样做下去，由于首项的馨指数 

组是非负整数组，因此必在有限步后终止，即 

fl ^ fi -ft ，，” •/U = 

从而得到 

f = f h lp, B = (/i + ft > 十少 i = … = 取 + *" + + 由 “ 

设氧（4：】 . li ，… • ) — ^1,17；" trf … A . 则 

f _!|: 

令 

I 

g(Xi ^ x s *-*■ ，: r * 】 =^ aiJ -? 1 xj 1 … je > • 

，“ 3 

则 g(at •<? ： ! ， … ， tf,) =/( 文 1 ，而 p … ，工 爾 ）* 

唯一性如果 K [ JCt ， j :， …， x *] 中有两个不同的多项式 ^ i (^ i •麥 i ( X | ，立!， 
… ，使得 

/(Ti *x m ) = g ， ( 肩，办 *■"，&) * 

fiXl ^Xt f *X w y — g Z Cffl 30% ^ *** *<fm ) * 

那么 gi ttfi .( J 51-* y — gii&i — 

令 tXj ，… Cx % ㈣ ）一心 < x ， ，…， 

m 一 • ，‘‘ ： . . • \ • :. : • •: ’ 

片（的，，•，*疗_) = (£Tl t 攻” ■•* ，1) 一 g : (<Ti *0^ t p ** j 0. { 1 > 

从揠设得堪 (* ru 3 , …， A ) 关 0_ 乎是据 7.9 节的定理 4 得存 在為鴣 ，…使得 
tf (6| 择 Pi 令 

中 ( 工） = ， 一 ^x w * + … ft— 十 … + ( — 1 )*6, * 

设 < Kx ) 的 if 个复裉是 q wm , • 则从 Vieta 公式得， 

b' = 0i (ci ， et ， •” ， c_) ，•” 為 =ft (c!,cj ， .” sir-i ， … •& ■年 (<T| fC* f —* .cv) 4 

JTi ， x ， ，…用 q ，Cz * … * c - 代人，从 < 1) 式得 

g(a, (Ci w€i ， … ， cv> ， (fjs<c ， re ，， … )••■** ， _(c! fCi t — tr.) — P _ 

即 g(H …， b m )=0 - , 

矛盾 ■ 唯一餘褥证 * \ \ 'I i ；. fl ^ - [ \ t _ 

三 t 数域 K 上一元多项式的判别式 

对称多项式基本定理的一个重要应用是，研究数域 K 上的一元多项式在复数域中有 


无重报 _ 

设数域上苜项系数％】的一元多项式 

-t d 卜： r" 1-1 十 “■ + 化立 + u( M 

在 J £ 数域中的 n 个根方 c t . c 2 _ …， < v , 则 

M 在复数域中有重裉 ㈡ XX 1 5 =0, 

据 Vieta 公式 

一 ££„，.« == Ci + € t ^ 4* C m = (Tt (fj 9 € t * ) 


(- l > k U ^ 




s 






1 = ;J, < iiH C||.J! , »f 


(一 l)%!, = no … 心 =i^Cc) ic ； 


V 管 ■ 




L \) 


考虑/<上~元多项式: 


£) 【 x! .A . . “ t Jp ) == JJ <J： B — 晃 >: , 

显然它进对称多项式十是存在啡.的？7元:多项式# (: O * X : ，…, 使 

D ( X | f •** —片（汉1 .灼 ， … 

X ,， JC : •…， J ：， 分别用 C ，， e a ，…. c _ 代 A r 由上式得 


dti 






g (- *o ^， …寺（一 l)n 


‘ f ©(巧 … =giffiici tic t ) (t'i , … *r_> i …， & (q •… ，心 >)• 

于是 n ( q — g ) 1 = i 卜‘ .•卜 i )_ 知）， 

I ^yg*- j , < 曹 

这祥我们证明 r 下述&题^ 

命题3数域 K 上首项系数为1的一元多项式 t 

/(I) = f + a^-\j^^ 4 1 *** + a y x + £1 &# “ $ I 

在复数域中有 m 根的充分必要条件为 : ㈣ 一 爲0%)= 钒 


_ 


我们把 /( 尤)的系数 H 4--” …，叫 的葬 | f 式 w 叫 -r 為 .(一 1_)**<1(1)称为/<7) 

的判别式，记作 D ( f > ，利用它可以判 _ /( J ) 在复数域中有 g 有蜇根 : 有重根当:且保 当 
D (/)^= o n 


如何求出 / Cr ) 的判别式 D (/) 呢? 

D (/>= g <— a H -i 




眷 V ■ 


t ( 一 l ) N ai 3 


= II 一 


•l ^ 
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in 


* 



# _ ■ «r _ 银 》 夤 ft 蠡 

Sc 1 1>:… l > r 3 1 

rg-| m 塞 III 学 _j ; I 1 - t "1»1 I 

f 是考虑下列 》 元对称多 项式： 

■» 

• fj (xi ijr*) = t A = 0 ， l ， 2."' ⑶ 

称它们为幂和- 

殴据 对称多项式褪本 定埋 • h 能&示成 A . 史.…，〜的多项式.从而通过把 
a , r . ，…，|、用 nR 入，可以把 U ) 的行列式中出现的 




•” f < W ) 


Ifl ( i -, * C ； ，… ) ，…… ，…， t „) 表示出来， 也就是可以通过 /(jci 的系数 U ，-^ …， 


m , a , t 计算出来，从而可以求出判别式 D (/). 

下述牛顿公式解决了 把薄和 ^表示成 I c .…•％的多项式的问题 & 

牛顿 （ Ncwtoi > 公式当1<*</1时*有 

s k — ov 〜 i + 仍斗！ + …+ ( — 1 ) 卜 1 + (— ' 4 * ( 4 ) 

当 时，有 k 七？:么 u : li J 

Sk —01 4* &t ,¥ i-J + *** + (— 1) 甘 + (— = 0, (S) 

证明为 r 出现 •…，_，，_ ， j ： f ， … *:r，) _我们从 Vi eta 公式受到启 ? i . 

考虑 K 至的 《 卡 J 元多项式 


/( jc " jc f * …暑文_ 瞀：）寺 Car —龙 】 Kjt _ 而）”*(文一 


1接计猝得 


/ Cjt " a * …，名„，工> =# 一 屬 （ r | ， ." ，无， D VmKx 


_ 


X , ) * 


( 6 ) 

C 7) 





为了出親幂和 f 把％ .… ， J , f j : 用為 


… * jr s » X !代人 * 从(右)式翔 （ 7》式得 


xj — ffi<X| ,…, 厂 1 十 ■" + ( — 1) V,Oj ， …, j：,) 0. (8) 

让 U2 , …，/ I .则 （ 8 ) 式给出了《个等式 a 当&时 t 为了出现_乘 （ 8 ) 式两边. 
然后让（从 1 变到》求和，得 


2 [/ 一 ，! （，i * …— l ) m a m (xi /*** tjr , )^ c ^] ― 0 . 

」】 二 :• > 

HP :， ， 


sA ^\ * "** ) — tfi tX ] f tX m } s^i (:應 * 囑" ,+ ••羅 


+ <— 1 > V _( JT | .…， ；_> J * _( 尤】— 0 * ( 9 ) 

现在讨论的情形 3 
当 t = ii 时， _(9> 式得 


知（ 孑 I -... ，龙癱》 —m 闘， … *a) + … 


+ C — 1 > V-(jtj • … fjr m )n = 0* (10) 

由 （ 1 £)) 式受到启发，猜想当 fi 时，有 

(4 T ! ， ■“ ， JV ) — £Ti { jCi , ***，，_)+•-_ 

+ ( — 1 >V t ( 右， …4 ， > 女二 0* (11) 

把 （11 〗 式 左端的 n 元多项式 i 己作显然它 JI " 元对称多项式.并 a 它是务次 
齐次多填式 * 我们对 I 作数学归纳法来证明卜…， J ：,) 是零多項式当 m = 0 
时 . < 10 ) 式表明八, ( Xi ，“ . ，本^ >二0 •假设当不定元的个数与 A 的差小于 TO ( m >0) 时命奪为 
霧，现在看它 等于防 的情形 • 为了利用归纳假设，我们把不定元个数 M 减少为 ii — 1, 于是 
把； _…， x , 1 ， jt ■用 X ,，…，0代人，从 （ 11)式得 

•vj (a ， … ，工 ㈠ *0) ，的 (X 』 ，… v , {jti ,*** ，: Td .U) + … 

* lr1 ) C , a : ( j , 0 )^ 0 . { 12 ) 

式的左端恰好 S /,,„ …. a i >，由于 U — b — — iCm — 因此用归纳假设得 + 

/** 酋. - i ’-’ V-i ) 1 ~0 t 而 { a ，*■*，^ 0 ( ' 

我们把写成下述形式： 

…，工 *■“ _ > =如 （ j*i « … • JV ! ) 十 a a < x ^ t *** ) x _ 

^ - + MXr ! ，… f X ^| > j :. ( 13) 

宁避有 : v： ^ ；i ^ J ■ t * ( 

Kx" … ， jv^* t 0)= 叫 （-[i .… ， x “）. (14) 

由此得出叫（4，…， * r 『 i ) =0. 从而由 （13) 式得 ， 

尤 n | ^ £*« C . I 
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由整除的定义得，存在 h(Xi ,…， tX . K [ xi , x m -i . xjt 使得 

… *x«-i f^ hXjr 、 ， … ， : r—^ ， x w ) f 15) 

由 f r ^ ix , 3,)是”元对称多项式.因此对于任一 《 元排列 J ,」”… - J m a 

t — ，弋 _ ) = / 1. w ( -T] tX^i ,x M ). £ 16) 

从 (15) 和 06) 式得 

* t -…，工1, = H 7) 

从 (1? ?式得出，馮，心， … ，其扇1裹/“ （ A ,… ) 的因式，且它们都是不可约的_于聶 
由唯一因式分解定理得 

“, Ax \， … ，石扩 j ，心） = . …，怎*)* U 8> 

個如 UA ^ * …， ah 则由乘积多项式的次数公式得 

^ ~ + deg gi^y (19) 

由此得出 .deg ，… jjtk — n 口- m<(K 矛盾 T 因此 /^.( x , 

据数学归纳法原理.对一切 m >0 有八 •(々， …, x ,)=0, 因此当时， U 1) 式 
成立， 國 

注意： 在上迷讨论中 ,/ C.r >的首项系数为 ] .如果 f U ) 的首项系数泠义，那么可以先对 
“二 / m 运用上述方法求出它的判别式 D \ a ~ l f ) _然后规定 / U ) 的判别式为 

Difi 


7. Hh 2 典型例题 


例1下述数域 K 上 的三元多项式是不是对称多项式？ 

/( ji ', ,_*■； , j \ ) = (.i f + jtiX ： + > Cd 十 jc 3 工 i 十 ) ( x | -h . rj , r , + jrf >, 

解对于三元排列132,213,231,3：12,321，分別有 

/U ； , x ： )= U \ + - T ] /', -f z > )(xi 4 - Xu : 十 Jtl ) Cr | + ^. r s 4*^" ) 

.► = f isti fXi r^；ji p P : t ^ I ♦( 录 idpS 

, x , f a ^)— ( ar | + + jrf ) (jpf + j： t jcj + j - J ) CjtJ ，+ + _ 》 


I ‘ ’ .1 ■" (.工 I f •'JT" 3 )_ • * fc i - 

y ' J - ! ( I ： -h T JT ; Kd f u : +、rf n . r \ f x t Xt + J ：| ) 

=/ (戈 I ，3 T , tX 3 ). 叫 1 3( 二、, ■ C 1 


/ tjrj pJT f ) = (x| 十約雨 + ：rf >(+ XtXf + jrf XjcJ + + j|f> 

=/( jr t • JT | f t I II 八 ；\ ^ ^ 

/ Gr 3 , JCi t^j ) = C ^ + Xix t + i|)(xf + - t?xi + xf )(xf + 不1 而 + ij } 
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^ *^* 1 ) r 

因此/ < X , , x z ， A ) 是一个对称多项式， 

例 2 写出下述^ 6 对称多项式的苜项和首项的幂指数組，求它 的欢数 ，它是不是齐 
次多項式？ 

/Xxi tXzf J ：2 ) ― C^f ) ( if — jri ) ( arj ^ ^ 

解由于多项式的乘积的首项等于它们的首項的乘积，因此/(右，為，而）的首项等 p 

M <~ > ('— .从而首项的幕指数组为 （4 , 1 , 1 ) , 

根据乘积多项式的次数公式得 

deg / = 2 + 2 +2 = 6 . 

每个因式是齐次多項式，它们的乘积仍是齐次多项式 •因此 是六 次齐次 
多项式. 

例 3 在 . a . a ] 中•用初等对称多项式表出 F 述对称多 项式： 

/( j：s . x £ , x 3 ) = xf jri Hh 十 jriW , 

解法一 /Cxmi ， j ： r > 的首项为首壤的幂指数组为 （2,2,0) ，构遣对称多项式 

#1 ( ， 本 | ) 如 

0 3 (尤】 t JTj ■ JT ) ) = df 〜5| — — ( XiJ'j + Jj 4* JTiXj) Z , 

令 

/j = / 一电 

— <^i-d + xf<ri+ x|^e! > ^ + JTi x 3 >* 

"" 2( Xi St Xj + -rixfxj + Xj*r-) 

=—-hxt 

因此 /= 办 + /i — 2 内奶， 

解法二 /( x ,^ ，办)是四次齐次对称多填式，其首填为 44 •首项的幂指数组为 
( 2 , 2 , 0 )，构途的 01 CjTj 与 /( x , 有相詞的首项，因此办 （A , XI , 為》 也是四 

次多项式*由于办（文"為，為卜 A *々*右>也是齐次对称多 项式， 
从而 /t = /— ft 也是四次齐次对称多项式 w 同理 ， /i * … ,/,( j 為 2 >都是四次齐次对称多项 
式*于羅 / = U •… “)伽果不是零多项式•那么它的首项幂指数 （a . 和 ，九） 应当满足 
麵 +办+办= 4,又由于/的貧项幂指数组先于/, «’=〗、 2 , … 4 ) 的首项蒂指数组，因此 

满足这些条件的_负整歎组只有 （ 2 a 多， 0 ),( 2 , 1 , 1 ). 于是/,的首项为 
^ XtXt^M wft 为零多项式 ■从而 ，办>=加 〖 ViH = atfjai n 因此 

r ^») — /i + O t = /r + #k + = 备十取 =+ 
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为了确定 fl 的值,分别用代人*凼』:•式得 

3 — a * 3 ^ I 十3】. 

解得 a = — 2，因此 f ( x } . x t fXx ) = — 2 <ri . 

例 4 在1<[： 1 ：:,^_-^]中.?《初等对称多项式表出对称多项式1 

f ，： VijO = ^arf x |, 

这里表示含有项 xtxi 的项数嫩少的对你多项式 D 

m /(々，々，…，.^的首项为 rUh t 项的幂指数组为（2,2,0,…，的， /(Up …， 
是四次齐次对多项式./,0 =〗，1一*.0也是四次齐次対称多项式，它们的首项幕指数 
组…_/0旗自满足， 

pi 七 h +…+ 久= 4 * 2^ pi > p > ^ ^ 

满足这两个条件非负整数 n 元组 <灼，/^，… D 只可能是： 

(2 1 2 ，0，*"，0)，（2.1，1，0,…。） *<1,1,1 .1.0，“*»0》 

它们 分别是/，/;，/! 的 首項薄指数组，于是厶= 0■且 

步 I (Xt ，… tXj.) — tff ^ al * 

0： Cxi ,-”*々）= aaf — vWffr 1 … m , 

少 ' (.4 ■… J ffi VS 'ffl' ai Q — t 

于是 ：i ‘ ► ’ 乂 

/(A * …， ：!!■)= /! +^3 ^ ]\ - 1-02 = /3 十奶 + 办十少 i 

—-f 0 i — 办 + <»!. 

为 / 确定的值 . x M . r : t …， j ： fl 分别用 1 * U UO , -- -0 代人，以及用 U * I ， 1 … _0 代 

人，得 


解得 a = — 2 2 .因此 


J 3 -0*3*1 +3* 

[6 = 6* 1 -h a • 4 * 4 + 6~ 


/(■r! * … 1 :r„ ) 


= 一 2 絢泛 + c? 〖 十 2a ^, 


例 5 在 KUt 初等对称多项式表出下述对称多项式： 

/C_r”a: 3 ,j n ) = (2^! jj 4 -x|)X2xij?i + +_r!>* 

解 _/ ( 』 " J: ， A ) 的符观是 2. t ! * ,ri * 2 x ^ r ： = 4_ t { u 3 f 首项的辱指数组为 

U ， Ul > *fixi fX * ,wtj > 是六次齐次对称多项式.满足 

I 4 ， 

P \ + Pz -h pl = B f 4 ^ Pl ^ Pl ^ pA 

的非负整数组 < p , 只句能是 s ^ - v 


(4.2.0),(4 J J ) U 3.3.0)43,2 a )(2,2*2) 
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除第一组外.后面 4 个分别是/，/,，/: ./_• 的首项幂指数组•于是 ， =CKfl 

4>\ — ； ] jJ V ] = * 0 2 = ml 3 <il = ml f 

= A?i " * da ^ i ^?2( Ti » = GTj *[?2 — C ^3 4 

因此 、 ♦■ ， ； 二 ： ，•； f 

fijCltXt *dFs > = /| + ®] = /* + <Pi + 0 ； = ft + 务 + 私尹 /* + #* + 金 1 + 為十少 1 

— 少 4 + 由 ;1 + 办十办 = 0? 丨 + 加 ! 肉 di + 谢纟 + iff 1 aj* 

为了确定 tf 的值， XUA * 而分别用 i ，? iOrl * l，J il 4，一 1代入 ，得 , 

2*!"*! 1 = a * l " , * — , II [ 5 •，- i , . v *' ^ 1 ： • 

(2 十 1 ? V 1 = c + 6 * 3 • 3 • 1 + 沒 • 3' + 4 ■ 3 1 * I 

"12 -f (— lP ]<—2+ 10(—2 + F ) i - (~ 1) ^ (—1) 1” + 

4 - l 1 - ( - l) 1 ‘ f T f r , 

解得 a ^ 2nh ^ ~■ 〗 827 , 因此 

/(xi *- r } , x a ) -= 4 tffaa — J + Zcj 4- 27^ y |. 

例在 K [ x , di , 為]中，用初等对称多项式表出下述对称多 项式； 

， JT! ，吨 } = ( 2 疋 | — 而 一 JTji > ( 2 句 — 办 一 JTi ； 》 (2jT| — Xi : ~ Xt )• 

解 /(a . a . i :) 的曽 ■项是 2 x , C - x t H -^ t ) = 2x ], 爵项的幕指数组为 
/ Cxi»Ji ) 是三次齐次财称多项式 * 满足 九十 九+= 3且3>九会户 i > Ai 的非负整数 

组 （九*如_6> 只可 能是： t 

(3,0, O ), U , I , f > hU . l , l >- 

令 ■ 1 j' } . vJl -，• .％ I ••… i I ：， I 

伞1 & — 2 ^f of = »€^i = ,&ti = fiffa - 

因此 f(^i * J , , xj ) =^ f ： + 办 -f 0, = 2 u ?+ a 氏办 +/%. 

把為， x *， 右分别用 U 1,0 和1,1 ，1 代人■得 

J (2 — 3 — 0)(2 — 0 — 1 K 0 — ] — 1) = 2 • Z 1 + a - 2 - I 
1 (2 — I — 1 ) J = 2 * + a • 3 • 3 + A . 1 

解得 a = — 9』一27,因此 

jT(Xi tXi ) & &tT|CFf 十 «； ■ - 

例 7 SE 明:数 城 K 上三次 方程/和《 X —4 JT + a 。 叫的 3 t 复根成等藉数列梆充分 
必要条件为 . 

2ai — 9 a v f£ a 十 27 fl 。 々 0* 

证明设 1十1/ + 11+〜= 0的 3 个复根为则这 3 个复根成等茬数列 
当且仅当下式成立 s ， ‘• * 
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(2n ~ iei " Cj) C2c r — i ¥ i 一 Cj) (2t p i 一 xt ~ 1 c*) = 0 


据例 6 的结论，有 

( 2 j：i — Xj — j?i ) C 2 jfj 一 ：，一 ) C 2 jci — j：i 一 jcj J 
= 2 at — 4 - 

_!：, 分别用 q 代人，旦利用 Vieta 公式，从上式得 

( 2cj — f a ——<r s J ( Zc • — cv 一 c*i M 2cj ——q ——c 3 > 

= 2 ( — u $ ) 3 — 9 f — a 3 ) a % +27(^ do ) 

=— 十 9 a ia t — 27^* 

W 此 + a #+ a ,=【> 的 3 个复根成等差数列当且仅当 

Za \ — 9 fl t an + 27 a 9 = 0. (2 Q > 

■ 

例 8 设数域 K ： 上三次方程峋龙+叫=0的3个复根为 e ,， t s , ci . 求它的某 
— K 根的平方等于 tt 他两 个复椙 的平方和的充分必要条件. 

解上述三次方程的某 一 ft 根的平方等 T 其他两个复根的平方和当且仅当 T 式成立： 

( f | — cf — CjXcf ^ c | — — cf ~ ) = 0, 

由此受到启发，考虑下述对称多项式： 


/(xj = (jcf 一 * r ! — jr | )( jr ! 一 x | — 上 f ) (工5 — xf - d ), 

它的首项足 . r ; 『 一 Z M -. r {> = .4, 首项 琚指数组为 （6*0 , 它是六次齐次多项式^满足 
Pt 且的非负整数组 (/ h ，九 *九）只可能是 

(6*0,0),(5, 1,0), (4,2.0) .(4, 1,1 >“3,3.0》，<3,2, 1)*(2 d ，2). 

于是 

/{*T] *x* . j*,) 二 a? + -h co\(j\ ~l~ da\ 4 ha\ t 

把為 t , 工 a 分别用 1 山 Q 山 一 U % l *2, Url ，】,1 山1， 一 1*1丄2代人，得 

0«2* 十 oT 十 *2* + rf , 0 = 

<— 3) - 3 . (— 5) = 3* 十说 ♦ 3 〜 2 + 6* 3 艺 * f -j- d • 2\ 

(一 n (— I ) (― 1 ) = + a . 3* * 3 + ft * 3" • + e • 3 J * U 

+ d • 3 1 H * r * 3 * 3 * 1 十 A ■ I 1 ， 

( _ 1 K '~ ]) ( 一 = V 十 < i _ 1( — I ) ^ Hh ^ * 1 1 C 一 1) 

-hd(-iy-be - 1 * <—I)(^l) + /iC- I) 5 

(一 4 >(— 4) • 2 = 4 r, + • 4 1 * 5 4?^ * 4 : » 5 s + c • 4 J • 2 


+ d • 5 J * 4 . 5 _ 2 备办 ■ 2 2 , 


* 
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解得 a = —6 一 16 »4=8 # 

因此 /( a . jc ; )= ej ? "- 6 ff }^ + + S^fffa ^\^： a z a ^ 卄 K w 

A ， jt , ，心用 f _ * r a 代人•且用 Vieta 公式， I # 

(cf 一 d — cS Krf — d — <rf}(cj — ff — d> 

― C— at ) fl — 6(— a ) l a { + 8( — a 2 > B ffi + 8(— a: > 3 ( — 咖 ） 

一 16{*— aj )tti a & ) + 8(^- a -) 1 

— a \ — 6 afat +8 ala { + 8 a | a ^ — lfkjyajfl *? 屮 SaL 
因此 + a ! x +<^=0 的某一复根平方等 f 其他两个复被的平方和当且仅当 

以！ 一 $aiai +- 8^§£|{ + Siijd ， 一 16ci a ciiao +8^5 = 0. (21) 

例 9 设 1 在々 * 把蕃和 乂 * ( «Ti * X: * … ， X* ) Hj ㈣ 等对称多项式 a, ( Xt ■ _!■: ■… * A } , 
内 （JTj tXt * *_2"„ ) ，“， ‘& (s t *Xi t .” _X_ ) 表示』 

解根据牛顿 （ Newton ) 公式•当时•有 

J* — am + 灼知 < + … -h(— iy l ^ t ^ t -f (一 lUff* = 0. 

于是有 

s\ — eri = 0» 

H — Si + = 0 t 

JfJ — ffl Se 十 ffg 一 3(Jj — 0 . 


由此得出 


Jf* —ai$k-i + 办 ^>3 + … + ( — l) |to, iy^-|5| -h (— lykiJk — 0 


_ 此受到诒发•清想 


S \ = cJi * 

. ^ ： i in ii * ^ \ * ^ m [ - 

= — 2a 3 erf — 2&2 


m 



|2 灼 

A 1 



x i ~ ^ " 

' ffi Jj H* da 


(Tl 

i 

0 




<Ti 

i 

< 



(H 

(Tj 






4^1 


(m ~ I ) a 奢一 I 饫 i—i * <5 j—I <y^-i 

fecFi j cfj^a fft—i 0 *-i 餘 

先对验证-下这个猜想.按第〗行展开下述行 判式: 

i ff, 1 0 0 I . 


ffl 

3 a ^ 

4^4 


获 3 <JlE 


ffl 

0 0 

2ff 2 

1 0 

3 仍 

t 


0 l —tffJl + tf | S S 


—— 4#i + 一 #2 巧 + 0i s ， 

由此受到鼓舞 * 也促使我们用第二数学归纳法证明上述猜想„ 

灰 = 1 时 * I CTj I = 的 = Jl V 1 园此命题成立 •= 

假设当小于*时命翅成立 U<i<«> ，现在来看爹的情形 • 
行展开， ft# 


对于 h 述 A 阶行列式按第 it 


( 一 1 ) w fe # + ( 一 +" 0~ 


戊 i 

1 

0 

t) … 

0 

0 

2txz 

<n 

0 

'Q ••* 

0 

0 

1 3if, 

# #1 4 

tfz 

ft 4 4 

1 

變 ■ # 

0 … 

_ ■ , A 儀 

0 

B dr 

0 

A A 

ik 一 15 u*^] 

ffi-i 

卜 4 

u 卜 1 … 


W m w 

1 


+ …+ ( - U ^ u ^ s ^ 3 - (~ l )^* a lS ^ 、 

(一 1 J 1 _ faj * + (— ] )、 ] ^ + (― 1 ) *~ ~r 

由第二数学归纳法原理得，当时有 1 

I 出 10 a 


+ (— 丨 ） A s « + 〜! 


<Fi 

1 

z <$% 


# # R > 


ka k 

I 



( 22 ) 


Ck ^ 


a 卜 j at ， i 


例 10 设钯初等对称多項式你 （ j :,， 沁，_、王.）用幕和 
StiXi ,<1^，… - J ：,,) *■** ,5*( A ， j :: ，… f - r , r ) 表示' 


■囑警 




管 



解椐牛顿 ( Newtcm ) 公式，当时*可得 


蒙 

■ ■ 

2 





Y 


tfi ~ Si ) = 


(§• 

(^1 十的离 > 


^ r H T h 


'3 

1 




g ~ *i 2 


由此受到启发，捬想 




■ 争 # 


#*# 


备雾 


k -1 


.I 彳 _ 1 \ •: I Yl ‘ i : . I ， L I h Sk^i S^I Sh … $2 -Si ； l | v s , 

我们用第二数学归纳法证明这个猜想* 

务时 ， U |= S |— ff | ■命题为真 • 

锔谁当 小于*时命題为真 n < A < n >， 现在来看 ife 的偷形.把上述右端#行列式按最 
后一行展开*得 


(- 


!)! + (-]) w 


龙 I-I 


+ (—1> 


i -4 -i 



1 

-Sj 


*•* 

Jj 

«■ # 

i 

〜 2 


J 2 

2 

0 

Si 

m ^ m. 

■f ■ •> 

、•: 3 

* ft 4 

,s 卜 i 



« ■ * 

0 

， 0 

*■*_ 

0 

0 

m m m. 

0 

0 


='i 


:: ^k-4 *"、 麇 一 1||L • : I ， ' ’ , t IK ■二 

十 … 十 （一 -Dik- 2) 2 + C- 1)^;, ik - Dia^y 

(— \)^ i (k 1) i j* + <— d*j^i a —1 >! 月 + i—iy^ l mdk^iyiet 


+ ，“ 十 （ 一 1 ) f 秦 一 1 ) + (4 — i 

二 ^■[C— 1 广 1 .T* + ( 一 V”S 卜：内 + ( 一 1 ” l A 卜 + …+ < 一 1 )S：tJt : + h 办 ,] 

k « ' _ 4 t 1 ^ ^ i - ' f 

— kUk - 

根据第二数学归纳法原理得•当.有 

I Ji I 0 0 … 0 0»1 




A 

箕 i 

Jfj 

* * #■ 

4 # 'P 


5 卜 1 


* •# 


(23) 


%—3 


* * * 


点评 


例^和例⑴分别是把幂和 .^f !</：•-： 川初等对称名项式 n , ….^衷示， 以及把 
热導对称多项式用幂和 A 表示 * 所得到公式 (22) 和<23)都有甩，公 

式< 22 >可以用来求一元 n 次多项式伸判别式,公式 (23) 在本节例 Ifi 中 有用. 

例9和例10的觯法体现了数学的思维方式.从观察 A = U 2,3 的情形 •猜 想对一毂的套 
有什么结论，偷后给予证明*如果在耀目中就把公式 （22) 和（23>写出来，那么就不知道这 
两个公式是怎么想出来的,学习数学和搞数学科研一样，关键是想法 （ idc ^). 

例 il 求数域 K 上不 完全三 次方程 P+qx 十〜 =0的判别式 4 

解记 / ( _r )=/+% . r + 〜* 三次方程 x '- ha t .r + flft 的判别式也就是 / ( i ) 的判别式 
0 ( / ) ,记 /(,r ) 的3个复裉为 q ■、则 


D (/) 


3 ， $i X t c I ， Cs fC$ y Sf (fj i C| -rj) 

5^ ( C | f f * * f.i ) Cf i iCj * C | ) Sj (Cj if s “ j J 

jtf ( Cl # Q t C\ ) 5 、 (U_1 ， C: } 5, (ci，Cj f c^ ) 


根据叶顿（ Newton ) 公式得 


Si = hi f Jf ^ 的 si _ 2ff2 ? ^Cj = (fis* —itfiJi + 3 奶 ㈣ 

Ji ， 為.勒用 q 代人 f 鎗舍 Vieta 公式，得 tf t Cci，ci * c ») Ui f c 

#j (C| *Cf tTj ) = 一 ^ 从而 

d v ^i tci *fj ， €T| ) — #1 (^1 iC 2 tC| ) . * 竭 • 

(cj tCj ：， Ca) ㈡ 奶（丫 i ， <T3，Cj )• Cq »Ci *C|) ■~ 2^ (c! ， c!，£■! > 

= 一 2a" 

w€s *Ci) — <rt (ci tC* ) j* Ccj tr 3 ) ^ — ijj(Cj iCf.fi^a Jii Cci #Cf ， c$) 


0、的 (. cj , r | ) a } * 
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m 7 # 多项式坏 


+ Cc , , c r tci ) 

Yj m =3( —％) —— 3 a ^, 

和 （ Ci ， <r* f c! 》 =ixi (Ci *Cs (cj ,ry f r^)— 街 （ f"c^ ， f ， ）& (r, 為 /er；,；) 

+ <Mtv.Cj nv$)si(c t tc t *rj) 

=—iij 2 a ，）= 2 a\ m 

因此； I i … 0 M I 〆 


3 0 ^ 2 a } 


D(/) = 

P 

— 2a i 

一 3a r , 



- 2a j 

— 3a^ 

2af 


一 3 

一 2 ez | 

1 —— 一 3c)^i 

— 3% 

2a{ 

i || 

一 2 a i 

0 一 2d\ 

— Say 


- 3(— j £/； - ) — 2 a , c — 4 flf > 

—— 4 aJ — 2 7 ai * 

例 12 设 /( x > = 〆 — 士 +1 ，求的判别式 />(/),/ ㈤ 有没有重根? 
解 A = — 1.叫=1,由例11的结论得 

£)(/> =^4( — I ) 1 —27 • V =— 23. 

D (/>#0 •因此滴: jr ) 没有®根 U ，球 ’ iffli 〒，—筹 u』d 


(办 n 


例 u 设 / u > 逛实系数三次多项式，讨论 DI />-0 f DC /)> D , D (/)<0 时, /Cry 的 

根柄悄况* ㈣ i • r - n ， i 「 f ’ 、 「 


解 D (/)= o 时，/⑴有靈根， m /)>0 或 DC / XO 时 ♦/(>) 没有®抿，由 j 
如 £ /(1 ) =3*因此/^辛:少有—个实根 0 ，设 /( x > 的另两个隻根为，.:々 a 

当 D (/> 念 0 时.由于 / U ) 有童根，因此或。>,或^若二=心<或则 
/ tr ) 有两个 实根. 由予实系数多项式的虚根共概成对掛现，因此 q (或也必为实根 & 

从而/&>有3个实根，若 . 间理 Q 与 c 』 都是实根，从而/(戈>有3个实根 g 之 ， q 
J 5 ( jf > =公时， /( x >有重掛，且兹个倉根都是实数. 

当 D (/)〉 cn 或 EK / XO 时 ./ CW 有 3 个不同#复根〜其中朽是实根 & 由于 

£>( /) = (C — Ctyca - C 5 ) a ( c £ - , 

因此当都是实数时，有 m / 》 > 0i 当是一对共轭虚数时 •设 = 

没 H 刻 ' m l T ： 'yl 


Dip^ [r ； - n (r a 4-C ： ) +(7 山上 (2 处 

= Cf ? 一 r 】 2 a-ha -t h - yi - U 1 ) 

= —4 LOj H - < 0, 


7. [0 对称多项 jt 
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因此当 £>(/)>() 时 •/ ⑴有3 个亙 f 相词的实根;当 D < P <0 时 ,/ Q ) 有一个实根和 1 —对 
共 H 虚根_ 

点评： 

例12中的 /< d rt 1 — z +1, 它的判别式 DC / XO . 摒例13的结论 ，它 有一个实根和 
一对典扼 虚根. 在 7. 9节的例12中我们用 Suirm 定理已经求 ffl x 1 — 1+1 痛唯一实根^ 
平而曲线，= ■^屮 如果满足 4 W +^7 a §>0, 那么它是」条_圃曲线。这也就是多 
项式/( X )二的判别式橘足0</><0,从而/&>只有一个实根，此时/ 
十<1^+仏的图形与 7.9 节中例12 _ ?1 类似.这样的 曲线 在公汗密钥密码学中有 用,, 
例14求数域 K 上完全3次方程 


fijr } — X 5 + a ? j s + aj j : + ^ — 0 

的判别式《 

解 设 /(： r ) 的 3 个复根为 q . r 2 (tl ■由 Vieta 公式得 

(Ci tC ： * C.i ) ■= "一 . £?!: ( fi t (2 ， G > ~ iX\ (C] f Ci . f = 一 , 

根据例 9 的公式 （22) * JTl t J - *-「j 分別用代人，得 


Si Ccj ,< :倉 t r|) = (c "|： fCj t Cj ) —■~ ai I 

h Cq • C33 》 二 「的 （ i _ i * r: *£■)〕_ ^ - 2tffi (rj *C| -Cj ) 

t = f — ai5* 一 2ai = a| — 2a [ « 


(Cl tC ： *Ci )= 



=—aj + SaiA —— 3fli>* 

据牛顿旋 um ) 公式， a …分別用 n 心代人得 

Si — (€ t rCf i Cj ) 

=(~ ai)X^ a| + 3®itii — 3a fl ) 一 <i] (a| 一 2d ( ) + (— g^.H — Qf ) 
=a} — 4£i(£ij t 4< ； i % + 2tf{. 


于是 


D (/) = 


3 


^2 


— a 


一 2a i 

^ ★ 3et 曲一 




? 


■■ i 


2a 


,1 


at ― Zu \ ^ 

• _ ■ ■ — ■ 一 — 重顬！ y V 、 

+ A — 3%, ut — 4cij -r 2a\ 




fli a | 一 2 ii \ 


al — 2a i 
aj 4 - —— 3 a 


0 


— 2 a i 一 3 a 0 一 aja ! + a-ag + 2 af 
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耆 



rt 

0 

0 … 

0 

Q 


0 

0 

0 … 

0 

— na 

D</) - 

l-o 

■■ # •■ 

0 

_ _ i 

0 … 

p _ » mm m 

— m 

4 >fe ■ 

0 

•由 


；0 

— Ma 

0 … 

0 

0 




= (—1 )，!!•，、 

M 16 求数域 K t 的” 次多项式十 tif 1 十… + a : , •使得它的"个复根 
mk 次幂的和等于0■其中 l ^ kCn 9 

解 设的， I 个复根为 r , w …心，则_已知条件得 


Si (Cl •".*&) = f ： (Ci t *",£T_ ) = *•. = 5*^1 (cj t — = (X 

为 j 求 / 1 . r ) 的各项系数的仍 - H 要先求 cj 」C q • i „ ) 丨 （q * -*■ 4 c n ) , a H ( c \ ■… i tO 
利 / H 例川的公式 （23)，』■】 . j : ? ，…，」 f _ 分别用 t x ! ，…， rv 代人 t 当 1 时■有 

0 10 0 … 0 

0 0 2,0 … 0 k ! • • 

0 0 0 3 … 0 =0( 

I * ■ ** » >1 #* * *-* ■響 蜃«_ 

N 0 0 0 … 0-1 • ■ 

rftj 



〜 （ c t ， … ， r„ > 


抒！ 


^0 

I 

0 

0 … 

0 

0 

0 

■ ■ ■ 

0 

'ft ■ A 

2 

.i : li _ 

0 * • # 

IB 

0 

0 

0 

0 

0 

9 4 v r_ ■ ■ 

0 • 蜃 ■ 

# _ • 

0 

• ■ ■ 

n — 1 

1 h 

0 

Q 

0 … 

0 

0 ： 


D^i A 


n 


其中 々,•••<•) ■根權 Vitm 公式得 



(一 ！>•(—1) 朴 1 



因通所 求雜 多项式 y ( ) ^ x "- 急. 

n 

点评： 

认冽 15 的解■过程和例16的结论可着出.数域 K 上首项系数为〗的”次多项 fUU 




■ 】 46 • 鋪 7 攀多 ■ 式 獅 

它的”个复裉的 * 次幂的和都等于0当且仅当 /&)== ■一去 r 其中 A 是 / U > 的 
”个复 根的《 次幕 的和，这个命題的必趄性在第^亭的第9节有用， 

习題 7. 10 

1- 设 /(A fXu * x !) 是数域 1 C 上的一个三元多 项式： 

/(■r] *j: ： ,x ： ) = +』《¥ + x^jt] + j ： ije\ + jrl^L 

证明 / U t , 々_心>是对称多项式 a 

2_ 在尺[>,^，々]的含有项¥為的对称多项式中，写出项数最少的嫌个对称多 
项式 _ 

3. 在 Kl_r , * 々 • ^ ] 中，用初等对称多项式表出 F 列对称多项式 f 

Cl ) jfJ ? 2 + JTj-hxiXf +.TixJ + XjX | + x 7 .rf ( 

C 2 > d 十 

C 3 ) ( Ax : 十 Jri ) (xtXj +-rf VCari ^ H -^) t 

_!. 在 KU , ■…， a ] 中.用初等对称多项式表出下列对称多项式 u > 3); 

<n 2> f , 

( 2 ) ^xf , 

5 -证明：数域欠上三次方程叫=0的3个复根成等比数列的充分必 
要条件为 a | a g — ai = 0, 

匕设 q .0， c a 是 i 3 + a :_ r ? + aix + d n 的 3 个 M 根.计算 

( 4 + 哿<| 十 c | > (4 十 C 的 + Cd + + cf >. 

兄在 K|> t ，，為 ；] 中，把幕和 s ” 〜 s , 表示成初等对称多项式内，的 ，内 的多项式, 

8 -求数域《上四次多项式 / G )= y - h fll .r + A 的判别式 

9 ■设 / C _ r ) 是实系数 n 次多项式•其中证明：如果0(/>>匕那么 /【 jr ) 无重根 
轧有偶敉对虚根 i 如果 £)(/><{} .那么/(文)无敎根迂 賓钎数 对虛權： 』 

10. 求数域 7 C 上的？ I 次多项式 /( or ) = /+ an〆 - +.，•+•,使得它的 w 个复根的走 
次幕的和等于0,其中 〜 

_设/ ㈤ 是数域 K 上首项系数为次多项式以 eic ，片 u> = Cx — fl)/ ⑺。 证 
明： D ( ju ) = D (/)/ Gi ):_ 

h . ^}vl . lifK itibiiLf i . 


* 7 . I i 结 式 


7, 1 L I 内 容精华 

L 10 节讨论的求数域 K 上一元次多项式 /(/) 的判别式 ！《/), 首先要求出 /( x ) 的 
71个复根的 jfe 次署的和… 其中—2,然后再计算由这些 
幕和排成的"阶行列式，舀〃较大时，计算 ffl 是较大的.有没有其他方法求 ！></) 呢？引 
进，元多项式 / Cr > 的判别式 D </) 这个概念是为了判断 /( W 在复数域中有没有重根.我 
们知道/^ )在复数域中有重根当且仅当 /( d 在 CO ] 中有重爵式 t 由于 / G ：) 有无重因武 
不随数域的扩大而改变，因此/ ( ^>在灯-*：]中有童因式当且仅当 在 K |>] 中有重因 
式_而/(0：>在 X [>] 中有重因式当 且伩当 / U ) 与 /<太> 木1：素，于是我们可以围辗转相除 
法求 / U ) 圬/"(1>的最大公因式.在复数域中有重根当且仅当 C / D./U 
我们在本章第 S 节的典型例遞和习題中 K 疗 II !辗转枏除法讨论过一些多项式在黧数域中 
有重拫的充分必要条件.把判别 / Cx ) 在复数域中有没有*根的这两神方法 It 合起来就得 
出 ■ / 【 _r >的判别式 D (/>=0 当」 ft 仅当 (/( x ) ,/ Cjt ) ) #1, 而/ < d 与 / C jt ) 不亙素当且仅当 
/ U > 与 / CD 在复数域中翁公共根,由此受到翁发，如 果我们 能研究 m KU ] 中躓个多项 
式/(妁与女(1}在复数域有没有公共拫的新的判别方法 * 那么就能给出求/( I )的判别式 
IX /)的又一种方法•而且还可以用来求两个二元多项式的公共零点^进一歩可以用来求》 
个《元多项式的公共零点，达到一箭三雕的效果， 

设 

fix) ^ 如 《 r_ 士旬工 *^ + … +a^_ l x4ra., 

g ( jr > - _午勒.斜言…十& 

是 K [ a :] 中两个非零多项式，其中《>0 * jw > D ，并且允许 flu =0或禹^ 0( 包括叫^=4^ ~0 )ii 
些可能性* 

曾尨我 们来求/(了）与以4)有公共复根 C_ /(，）与 片0)不互蒺> 的必要条件.设 
/ ir > 与有次数大于0的公因式也尤）,则存在/ ( 妁必 Or ) € JCU ] .使得 

/(■r) = = g v (jr)d(xy^ 1 1) 

由子 ckg fi (. r )>0 ■因此 

deg < cJeg f(x) ^ fi, dcfg g, i.r) < deg g(jr) < nt t 

从 Cl > 式得 U ， j 


« 
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gi{jo)f(jr) = ft (x)^(x) 


设 


= !%JT 



+ *•• + T 


Ki < 


1 +叫 JT -^ 十…爭 


t 


比较 （2) 式两边多项式的各次项的系数，得 


flfiX % 

fl a Vs) + a, v t 


fh 叫 

£l'M e + ha H , 




*4 


# 


"1^ ^Jl — 办 ㈣ 祕 i 1 ^a—l 








ih 


u 


由 于 / G ) #0 .真 ( a ：) 尹0 ， 績 此 /■ #0 _ 幻 齡> 乒0 ， 从而 

I 1十 i ^ …，# 0,(巩， V * ,.",1^, ) 关 （}• 

r 是 （5) 式表明相应的允齐次线性方程组有非芩解： 

ft% wVi t **■ I — 叫 * 一 Ms ，… _ — U^i >. 

因此它的系数矩阵 A 的行列式等于零 * 从而 | ..V | = 0,即 


m 行 




a Q 


4 ¥ 


** 


ci 


■ 






f 


IZ 






• • 




tic £1 ]： 


* 


a m 




hi 


■ •■# 4 i ■ # ■ % 


b 


，2 待 


办0办 1 


■■ » 


* # « 


h m 


0, 


^ 9 


► 


哪 


« 






» 


由此受到启发，引进下述槪念 
定义1设 


K 


(Z) 


(3) 

(4) 


(5) 


( 6 ) 


⑺ 


m 


M ^ 埯？十化翁斗…+ a 

^ baX m +，-• b „ 

是数域 K 上两个多项式，其中 》>0 w / i > fK (7> 式左端的行列式称为 /(J >勾 dxv 的结式, 
记作 Re «(/^) # 

上谓的 i 寸论表明： / C [ x ] 中两个非零多项式 /( ^ ) 与# X )有公共复擓的必要条件是它 
们的结式 Rm(/ ，W = 0, 现在来春这是不是充分条件_ 

设^^(/，^，(^则上述与巧彡式相应的齐次线性方程组有雜零解⑺卜从而^幻式成 
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立. 令/』 ( x ) t _ r ) 分别如 （3) 、 (4 > 式，则 ( 2》式成立•并且有 deg/i <Zn , deg 沿现在 

我们增 tei —个条件： |与卜+ 全为军*不妨设％ # 0 ■则 d # / n 从 （ 2 ) 式得 
mfm fls 如 c/(d , JT < 文) )=1 .则 /( Jr ) i /^( x ) ，从而 deft/^deg /, < n , 矛盾. 

囚此/<4与不互 iff •从而 /(： r > 与片 U ) 有公共犮根 e 
综合 t 述讨论.我们可以得到下面的结论 f 
定理 I 设 

/< j ：) — a 0 J- m 4- a #* 1 十…十〜 * 


典 fx) = bo^* + A |B r* 一 1 + * ，， +b m 

是 K UO 中两 个多项式， :) t 中 ， i >0 且•则 /( j ： i 与 gh 、 的结式 R ^</.^) = n mft 分必 
要条件是叫笔龜= .或 者/ ( 磅与 ★> 有公共复根， 

证明如果 /( x ) 与都是零多项式，那么命题显然成立. 

如果 /( W 与 gtxl 有風只有一个是零多项式，不妨设 g ( x ) =0 V /(^:># G , 此时 

若叫关 MW /( jr > 的次数为 rt >0» 此时 / Cr > 的11个复根郝是 / Xr ) 与 g ( r ) 
的公共 K 根. 1 

T 爾设/<#>与忠⑴都是非零多项式.设1^ ( /^=0_如果办与〜不禽为0,瑯么上 
面已证 /< jf ) 与沒 U ) 有公共复根•因此必要性得证 3 充分性有一半 EEC 即•从/(^>与 


有公共复根已经推导出 ResC / ijf >>= Oy . 现在证男一半 s 若则 ResC /,^) Jj 
第1列全为0,从而 Res </. j ?) t OJ ■ 


定理1的第一个用处是铪出了判别数域 K 上两个非箏多项式有没有公共复根酎新方 
法: W 次和 m 次多项式 /< x > 与尽(念)有公共复根当且仅当 

定理 [ 的第二个用处是可以用来求数域 K 上两个二元多项式在 C 中的公共零点 ，设 
/ U _ W ，，)€ KO ，，撫麵都按 j 的降璀徘列写出 s 


f ( 文， y 、 = % (_v 1 上 "+ (jOj" 11- ’ + …十 • (g) 

g { xry ) = & + ft ! ( jjO 广 ， + …十 , ( g ) 

其中 iMy )， M ： V >*> G，l .“•• rt ，f=Q，J • …， m， 娜是 jr 的多项式，且 輙 仏）与也 Cv) 不全 
为 CL \ , .. 

如果(: 为） 是/(义*0与 ( 在 C * 申 W —个公共零点■耶么 / C 為，加} = 0, 

贫<而，外)=0, 从而々 是本的 K 系数多项式 / Cr,jU 与 ftu 。） 的一个公共裉.耀定理1 

得， /( 尤 ) 与 g t JC ，心 ） 的结式疫 ps | J/f JJ ，: y fl 》 与足， 3 fb ))〒 0，由此受到启发 * 我们考虑 F 
述 rn ^ tt 阶行列式•并且把它记作/?“/,衫），即 
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J ?^ f g ) — 

( y ) a x ( jv ) … 

^ iy ) €u i y ) 

^h 、 y 、 h\ Cjy) … 

K ( -y > 办 1 (y) 


反 （./ d ) 是 _y 的一个多项式，不凌元 y 用 .v , 代人 f / . A ) 的象就楚 Rcs (/( r . y ,). gLr . 

JV )) a 因此如果(1。.加>是/(尤，3?)与 jmy ) 在£?中的一个公共零点,那么办就是多项 
式 R :( f ， W 的一个复根.而 A 是 /( gU . y ,) 的一个公共复根, 

反之.如果％是多项式的一个复根，那么 

食 . 遂， • _ , . ” T C / ) fg(,x * ya ) ^ ^ 0* 1 

根据定理 1 ^ - gij：,y r 有公共 UM . 任取 f (. r,y )_- i 片（: r *30 的 ^ 公共复根 

A ，都有 _(l .>) 是 / U，30 _ 其 ( X，jy ) 在 C 中的公共 零点， 

上述讨论给出了求数域 K 上两个二元多项式 /( d ) 与1,少>在 C a 中的公共零点的 
方法:第一 歩，计算！?, </，其 ） ！第二步，求!?“/，名 > 的所有复根 t 第三步，对 f 見 （/• g .) 的每 

一个复根抑，求/(^，抑)与及的所有 公共复 根！第四步，写出 /(aj ^与片心0)在 C 1 

中的所有公共零点 ‘ a ^ ^ [f ( c 4 ^ n ； i : 

由于 x 与: y 的地位是对称的，因此也可以类似地定义/? 〆 /%#)，先求 RAf , g ) m 所韦 

复根，然后对于兒，(/，#)的每一个复根 A •去求 /《 U ) 与 ，: ^的所有公共复根，最后 
就可以写出 /(_ r 与在 C 2 中的所有公共零点 s 
上述方法也适用于解二元高次方程组： 

^/( jr * j ) = :0 

^ 0 , ( n> 

解方程组 （ 11 ) 就是求 ,(. r ， j 0 与:总(/,_\0的公共零点. 

进一步可以用类似于上述方法求 b 个„元多项式在 C " 中的所有公共零点_参看本节 
习题的第8题及书末的习题解答 e 

定理1的第三个用处是可以通过计算 /( 刎与 / ( x > 的结式 Re ^/,/} 来求 / CW 的判 
别式这个想法是自然的，因为 Rest/\/ f )=0 当 M 仅当/(，）与/ ( 公共复根， 




(_ v > 


( v ) a I ( y } 




■ _*; 








行 




CIO) 


h V{ ( j) h ] C y) 


« « m 


■ * »' 


/』_ C) :i 


，|行 




而 /( W 与/有公共复根 1 当 D(/)=0 .由此看出 Rest/，/) 与 IK /> 必然有联系 • 为 
了找出它们之间的内在联系•我们注意到是用 /( ar) 的”个复根的表达式来定义的* 
从而探索的思路是去寻找 ReM /,/> 与 / U) 的复 根之间的关系 * 般地，就是要去导找 
Re»< /，兵 > 与 /( jt ) 的 Sf 根（或 d 的复 ffi) 之间的关系 a 

设 / Cr 】， gU > 是定义1中给出的歎域 K 上的两个多项式，耳〜尹04#0•设/《“的 
n 个复抿 舍 A * c 3 •… W m 个复®为 di ，…， i ，于是 

fix ') — 〜 （x — r * > (jt — cr ;〕 一 V . 02) 

g{x) — frc (j: ^ i/i ) ( .r — ) * ¥ - (.r 一 £/_ ) . (13) 

据 Vim 公式得， / U ) 的 A 次项的系数心为 

«i — (一 (A ，…，<%)， 3t 中是= < 14) 

总 ( x ) 的 m - k 次项的系 数心为 

h k — (― 1 >’6^(7* f A … ) •其中 jt = C L5) 

/( 尤)与总 (>r ) 的结式 Res( ft 崧)是 由它们的系数咖為， … 排列成的— =■ 个 m 
+»阶行列式*想研究与 / U) 的复根 (或 g(x) 的复裉）之间的关系 * 自然要利用 
C] n 式和 （15) 式为了能利用多项式的理论来研究这个间题.我«在数域 K 1：的 fl 卜 m+1 
元多项式环 


K [ r ♦ y L •％，… 


中.令 


— y { }( £ — — y m ) 

^mrn 

Cj" — *|)Cjc™ 3f 2 ) mm ^ix *— 5^) 


# 


把 / 按 i 的降 幂排列 .则/的系数为 * 的系数为 

a A^i t-* 1) l a^k t t ) * A = 1 * 2 

同理. 把&按 x 的降 _ 排列， 则尸的 系數为的系数为 

•… ， s_) ; (— iyt^ k (2. "•• ，念 .) ，备 = 1，2 

仿照定义 1. 規定？ 与& 对 I 的结式为 

Rcs !(7,5> = 


, W * 


(16> 

<17) 

(18) 

cm 


_ 
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—— 




4| * v •本， 

^ ai tyi * *y m } 


*« 


■ 


iij 


“t (f ， I 


^ ih (si ** ## t ^ 

i?1 1 


ft| (C| •㈣， •£«> 


** 


fh 


b%(ii 



… a m (yi 

•p • p »'• • 

■ » rr 

&■ C fir" … 4 } 

… b m i ，' ，•“，《*> 

f+4 


必 …，: y . 》 


hA:i •…*摹_ ) 


…， •、“.，--，• • I ‘ ‘ CIO ) 

W 然， Res T (/ * K)e Ktyi ‘•，.‘；!_ 把不定元 ％ 以•… x t ，… ，“ 分别用 n , 

q ，… “■ ， J . "• ， 代入，结合 U l > 、 n : \)A 18 ) 和 【 l W 式便知退 * Re，s (U ) 的象鱿是 

Res (/，4 r >. 于是如果我们能求出 Resa ^ i ) 的一个明显的表达式，瑯么就能得到 UeBif . g ) 
的一个明显的表达式, 

从 （1 B ) 式眷薄 ，⑷(力，…_ v ， 〕 是 * 次齐次多项式 ，其中 k = ),2 *' ■ r ’ 'w i t _L 9 ) 式 / f j ， 

M w . ，〜># A 次齐次客项式 •其 中 ]_2_ … . w „ 幽 此受到启发.把< 20) 式 /:■ 端的行列 

陰截的第1行乘 y f ，第2行乘 M ，…，第 ff 乘 M ， 第讲十1行乘力，第 m + 2 行乘 y 卜…, 

第 m + n 行乘 y ! ，得到一个行列式 D ， 则 B 的第1列元素都是一次齐次多项式 ，第 2列都是 

二次弁次多省 式，… ，第 彻 + ir 列元素都是 m + ? i 次齐次多哦式 • 由于 S 的每一项是从5 

的第 i ，2，"__ m + H 列各敗一个元素 【 它们位于不同行> 作成的乘积，因此5的每一个_零 
项的次数为 

1+2+ … +( n + m > =-參 （7 J 十 m 十 1)( 汉十 m >. 

把/>的第丨行提出 a .… •第川 行提出 v *. 第 w - hl 行提出 v 卜…， 第 w + „ 行提出 v 卜待 

尥= Juf — jyryuvL'vfD = 少 f f 辱£), 

从而 D 的每一个非零项的次数感 ^ 

1 is i 1 

y(fl + rtl + 1 >(i*+ m ) — T [>j( w + 】 )+ rt(n-H>]= 纖， 

这证明了 R 咏是 V M .“， y BtZt ，…，％的 W7| 次齐次多项式 

从 （ m 式和 （16) 式分别得出 ； • 

二 十…+&( =1 ， … j —* 十 … +/，_(〜 ,，、〜）• (21) 

乂 vi * …， ％) ; Ofljr* + ■”十 叫 （的 ，… ，乂 +- 1- 軋 <也， …必 ）• (22) 

把 jt 用: y , 代人 （/ = ]，2.“，. n ) .从（21) 、( i 6> 式分別得到 

g(y,,z x .^,z m ) = 4 :V r + …十仏 … ，％ bC， • + … ^rh^izj ，…， 5 _), (23) 


f(y. t v ： *，，••），，）= (X 
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把 《22) 式代人 (24) 式，得 

十… … * y ,>： yr * … ，，**，％) = (>• ( 2 S ) 

由此受到磨发■我们把 D 的第1 列乘 : jT - 1 ,第2列乘 3 T ” ％ … ，第 It + m — 1列乘力.然 
后把它们都加到第 《+nt 列上，得到一个行列式则 D = D ' 利用 (2aj 式和 US) 式可 
得 1BD 1 的第〃 +«!列为 

yT 1 0 

yr 1 0 

m 

m 

m 

o 

yT 1 g(y t 

jyr 怎"...*定_) 

攀 

* 

* 

从 D ‘的第 n 十 m 列提出公因子 i (y. a ,, 由此得出 

g C y t »- * ，…， r 二 ）I Rm t (/ f g )» (26> 

Jt 中 i= 1 …， 由于 

^<jy* ， “* f z m ) = < y, ― z { }(y, 一 ： 2 ) "-(y f — z 幽 > _ 

宮（兄 -A，”•，£_)= h(y } — ){y r — 2 !) … （丸 — 

因此当时(兄，与 g < y r t ^ I 没有公共的一次因式.据唯一因式分 

解定理得 

1 n ^ f |l u 

^1 »s w ) I ReM^tjr). (27} 

‘ ±U . jM \ ! ■ _»rSj P y :'、•、’:• • .，… w 

_ 于•…， 2_> 的次数为圆 ，与虫 es,(?.b 的次數相等 * 因此从 (27) 式得 

” jHBK / 1 # - v ^ ；M ( J ; Wj | t " I I "I I , ’ i “ 

m 

R 咏 (7 •容 ) .A * … C 28) 

-1 jl r IS ' ^ IS " S « P H 4 ■ By If 1 H M u . H [i 

对乎某个 K ’ ，为了确定 r 的镇•把 $ •**•，) ws ： i ，*■•，％ 分别用0,… ，0* 3 * … * 1代入，从 

(1 ⑴和式得到 (20) 式 tT 端的行列式*下述下 彐角璜 行列式 * 




=a? (— in 


% « H M Jt ： 

(-(一 1)^ 

… … (- D^ l ^m 

_*• •*• “， 

4 —A、m … (一 1 、雇 ％m 


(29} 


_(23)和（|9)式得 


茗 =%(1 

由（28)，（29)和 （30) 式得 

f »*- , i ) = (— in 

(30) 

从 （31) 式得出.「= 

=^ s 因此 （28) 式成为 

«i 

愈) 


■ « 

Res r (/ tg ) = i^L * -+ * tz m )* 

# = 1 

(32) 

把： V , . u ，- 

V !■■ ■ ■■ 

^ 分别月 J t ' . …… 

g ( C:t ，屯 i ^ ■= & q , f — 

，心代人•从 < l ?> 式和 (13》 武得 

He ； — d 鼉 Xq — d 她 } - 


于是从 （32) 式得 

^ g <€,). 

(33) 


Res (/ fi r ) = atjlgici ). 

由定义 1 和行列式的性质容易推出 

Res(/,g> ^ C 叶 | ) .网 Res(^,/> 

因此据刚才证得的 （34) 式以及 （35) 式，得 

m. 

ResC/.g) = ( 36 ) 

这样我们证明了下述定理2; ^ 

定理 2 设/(1).#「>如定义 i 中所设，且〜蛑0為乒 0.设 f^ ym n 个 复根为 ri , 
，…，，容 (X) 的 》t 个 复根为 d t •禹， ■•，•之 ，则 


134) 

<35) 



Res</^) =a7 J| g(€ t ) 


-1严时]1/ ( 牡 


■ 


定理 2 给出了求 Ke S (/ j > 的又一 种方法 ：如果 /<幻 的 g 裉容易求出 ，_么用公 
式 (34) 可以很容易地求出 R 热 (/* 尽 h 如果 gU ) 的复 根容易求出，那么可用公式 (36> 很快 
地求出 Res (/， 贫)， 

利用定理2可以利用与 /(/) 的结式 Res (/ •广）来求 /( ./ > 的判别式 !>(/>• 
/( W 的酋项系数为^ •我们规定 /’ U ) 的判别式 D (/> 为 


Dif ) 


dd 






^ II < d >， 

1 JI if , —W 


(37) 


其中^ … •…， r rt ffl / ( I ) 的"个复根 _ !• 


mat 

从而 


于是 


j (x) = ildC.r — )(x — c 2 ) rmt — c _) ， 

m 

=- ) _•，（ 上一心 I) (x — c m <r 




f ici) — a^ixi — c= )* p -(cj — c r I)(r,— 〜 ) … (r, — c n ) 
= n . JI ten — cr/J 


CM ) 


9 


ResC/i /’）= a: 1 TT^c,) 


_ 


由于 


fl「“ IT ( n } ] 

)!■* 1 J 








f 3&> 


flll ^ 


(c\ 一 CjKr, — Qy … （a — 

• (tj 一 CiUei . —e ，） 

* (Cj — Ci Hc>, —Cj )Cc3 — C| 5 ?*-(£；i — c n ) 


♦S' - 





_ 


^ Me 料一 I：:) … Cc, — e ㈣) 

Ccj 一 t ' r ” … tc , 一 t 、} 

* (ti — ct >® C ti — cj ) 1 - - - c c* ^ ci y $ 

… … ，” .（ f _ _ C*^i ) 1 


祖此 


Res(/i J^) 


1>亨 


It . ><*c 馬 



i 


(4 1 」 


= 讥(_：0中1>(/)， (40? 

于魁我们 iiE 明 r 下述结论： 

定理3设 /( d 是数域 K i ： n 次多项式，首项系数为 a ”则 

D( /> ^ (- 1>^«^ Ryj* (/，/ h (41) 

利用定理 3* 通过求 Res ( / ，/>来求 £>(/) , tfc 7, 10货礎的方法狹简便一些 • 

如果 / U > 的首项系数为1，那么 0(/) 与 R ㈣ (/ ■/>或者相等•或者相養一个负号<鲰 
它们瓦为相反数>_ 

^定理 3 的第四个用处 是化曲 线的参数方程为真爾坐标方程_洋见本节典型例题的例 9. 

7.11.2 典型例题 mM 


例 

M 


设 ftx } = ^ — r +2，# (: t>=P — 1，判断/(力与皮(丈>有役有公共复拫 


1 

0 

- I 

2 0 

0 

0 

t 

0 

— 1 2 

0 

0 

G 

I 

0 — i :」 

2 


R [ j s 《f , g ) 


0 0 
I 0 




n 


- 1 


|o o i o o ]： -i 

因此 / G ) 与 ffGr ) 没有公共复根， 

例 2 解方程组 

Jjc : 一 7 j：y + 4 y + ^y — 4 — 0, 

1 土 * — Uxy - t 9 y 7 — 2 x 4 - Uy — 8 = Q . 

解 把 （“ i 式左端的两个多项式 分別按 


(42) 


1的降幂排列写出 




茗 （ jr.iW 


/(jt = x 2 — 7jy + i-iy 2 + _ 4 ) ， 

iv) x 1 — ( I iy 2 >^C + C 9y i 14y — S> 


(43> 
(44 > 


Rj . f^gy 


'! 

一 7-V 

+ 一 4 

0 ； || 

0 

1 

■J ， 7y 

4y + — 4 

1 

_ i4i^ — i 

9 ； y J 4， My — 8 

0 

a 

X 

—14 ~ 2 

9/ 十 14^ - 8 


=(5^ ，彻 一 4>* 一 （7 j + 2) (7^* + 6^ 

= 一 24^(^ — I(.y 2)* 

于是 R u , g ) 的 4 个根是0,1,2, 一 2. 对于 J ^ a ， 解 方程缀 


£ 


%十8> 


<45) 


第一个方程醮去第二个方稱.得 


2 i 十4 


从而:对于: y=l * 解疔程组 


jt ^ — + 6 = 0» 

x * 一 IBjc + 15 O f 



对子 . y =2, 解方程组 


卜 P — 14 jr + 24 
i x " — 30 x + 56 


得对于— 2•解方程组 




I 4 jr = Oi 


jr l -h 26 x 


得 z=0 Q 國此方程祖< 〗2>的全部解是: 


—— 




f I y = 2 1 


2. 


方程组 (42> 的全都解也可以写成 《一2，G),(Ul)，（2,2)，（tt,^2). 
傷 3 设 /( X 卜〆十叫方十砌 € KDr] 求 /U> 的判别式 D(/h 

解 / t ( x ) — 4^ + 这，， 


磡 




ResC /,/) 


1 

0 

0 



0 

0 

1 

0 

0 


flo 

0 

0 

1 

9 

0 

<h 

4 

0 

0 

a T 

0 

0 

0 

4 

0 

0 

C2| 

0 

0 

0 

4 

k 

0 

(ll 

0 

0 

0 

4 

1 0 

0 


o : 


0 =— 27a\ + 256a 
0 


于是 


£K/3 = (- t) 1 ^ Res(/,/> =- 27a ； + 256^?. 


(4 M 


点评: 


7 . 10 节习題的第 8 题也求过 ^ + a 9 的判别式 D (/>. 现在例3用 

Rest/，/) 来求2>(/>，比较简便一些，在本章第6节用辗转相除法求出过 /Or )=^+ n 讲 

+ "_. 有重报的充分必要条件.这与 /&) 的判别式 D ( " 有关系昆然.现在例3求 J > ( /> 的 
方法较简便_些， 

例4求数域 K _ t » 次多项式 /( jO 二 x "+^ j ：+ a 的判别式^ 

解 fU )^ njr 9l + a ^ 




a i\ 


Re »(/./ r ) 


i v * 


每一次都把第1行的 
述乃阶行列式： 

(I — «)Gj 

:0 


”， * i€ ■ 龜 * -*■ 

Q 0 0 … 0 if 0 0 0 0 ^0 qj 

行的（一">倍加到論行上，接看按第1列展开，这样做次*使得到下 


(1 一 n)a 


— 

( 1 — n)a 


«)«j 


似 0 


A 


n 


0 


0 


0 





['^ i n 叫 < 一《 ^ 厂 1 一 

= u M ar { + (- ir l ( n - 1>,4, 

于是 

Di/) = (- 1 > --r 11 「„y f ] + (― i (47) 

点评： 

例 4 通过先 it 晖 ReWA /), 然后求以/>,这比起 t •节讲的求 D (/) 的方法要简便 
得多 • 例4求得的 D (/) 的公式（47>对一切，，為2都成立 s 例如, 



/U) 


»(/> 


JT : + 


x B 4 a r 



— 4^ i ： 


la 


，十蝌 ji +岣 





27a l , +25 心 


25^1+3125^ 


供 s 设 /<d - 1 十 x 1 ^ 十…十* r + U 求 DC /), 
解令 gix ) — (. r - 1 >/{.j ) — — I . 

裉据7, 1办节中典型例魅的例 H 的结论4辱 


Dig ) — C — 1 > J 
裉据 7 . 10节习题第11瘸的结论，得 


- . Is 

(_1>千#(— i > 


(―1> 


IHtm- 1 I 


! Mg > = Dip ft I } 1 = n J 0(/> 


因此 


D (/) - ( _ 

例 6 设 /(jt) =fl 0 ^+a[X"^ f + … +a», jgr(x) = fh x 1 " 十 1 , 
判 * 设 /( ， _) 的 " 个复槪为 r, tt: ，…“ ■" 震 （ j) 的 m 个复裉为 dt.A 


(48) 

+1，其中 ilii #0, 


■ 


证明 


Res (/^) 




C 49) 


怔明 由于 g ( c g } = ^ r i r , — O < r t _ d …< c t 



U 


(t. 一 4 y ，因此 




Rm(J\g} — flj JJfc, fj (c, — d,) 


=II ]I (c - 一必 ) 











拥 7 设/(』>和发 分别是 数域 K _t n 次、 m 次多项式，且 n > Um > l w 证明 3 

D</g) - DC/>D(^)[Res(/^)] f , 

证明设 / khhd 的冴 项系数分别愚〜，/ } _/(1)的《个复根为 
个复根为 A …，，则 


f 5 G > 


从而 




/(jr) = a ti (x ^ Cj )( — c ； > "*(_r 一 c h ) * 

呂 （ a 1 > = b t > {j- —d ) (,r — c/^ ) **• (t — d m }* 

f(x)^u> ^ u,A& —n >(_r— — 


n ( c ^ c . y * ]T id t - d k ) 


： 


* 


it n u >^ 


4 


- D (/) DC ^)[ Res ( r , g )]^, 

例 S 设/⑺必<1),心（文）6/<[/].证明 , 

Re.s( / • 片 i 足 f) — Res(/./fi ^Res(/ 

证明设 / Cr> 的次数为"，貧项系敷为％ m 个复根为 Cj t ^ 
数分别为 WI I， * 则 

M 

> = fl "' *3 JJ g y ( € ^ ) 

^ ’ v! •• 斤 

^ «? J ^? 1 U C ^ J ^ jCr .) 


C - j ! ( X > 、心/{> 抽次 


rt 


m 




*■ i — t 』 ^ |«i i - 


= R^if , g t > Res (/^ t )* 
例 9 求 F 述曲线的直角坐标方程： 


- t 1 ^ 2 i 


1 





2 r + 2 t 

7 T TT 


解 


在所给曲线 S 上任取一点 FCroO _则存在| & €11»使得 




即 


(4 + 1 )-r + il — 2||| = 0^ 








</S l ) 夕一 2 d — 2 f « = 0* 

令 /( r ) ^(r + 1 Jx + i 1 — 2 i + 1 2 f ~ -*2 f , 

则 / ⑴与矣⑴有公共根 G ，从而 Res (/ , g ) ~0. 

反之，考虑坐标适合方程 RcsC /^)=0 的点 t ? (: r ._ y >* 因为仏所以 t 十1 

0=7—2,或者/(1)与^0不亙素.在前一情形， * 接验证可知点 M 【一 U 2) 不是曲 线5上 
的点， 在后一情形，由于/⑴与贫 U ) 的次数至多为 I 且它们不相伴，因此/⑴与 gin 有 
公共的-■次因式.从而 / Q ) 与 # CO 有公共的实裉 lr . 于是点 QU 0) 在曲线 S 上， 

镣上所述， Res (/. ff ) = G (排除点时（一1.2>)_嚴所求的直角坐标 方程. 计雾 
ResC /， 尽）， 由于 

/(e) = (x+ D^-Zt + - (y -2)t 2 

因此 

x + 1 —Z jc 0 

0 .t + 1 — 2 工 

y^Z — 2 y 0 

0 y ** 2 —% y . 

8x: — 4 xy + By 1 4 12^ — I2y, 

于是所给曲线 S 的直角坐标方程为 

^ 4±y + 5y s + 1 2 户 0, 

并 卜 1，2>* 

点评： 

例 9 衣明 结式吋以用 P 在解祈几何屮化平面曲线的参数方稅为直角坐标方程.这钴本 
节定理1的第四个用处 《 

习題 7. II 

JU 判断 f ix) — 2^t： J +3 x - — +3 与片 C -; > = 4』：卜 7 x — i 5有尤公共 M 根， 

2. 解下列方程组， 1 ^ 

( — 町十：/ — 2 j 十 y — 

|5^ ^ Sxy - hSy * - 6^ r +10_ y — 1 1 —0 | 

f ar J + / + 4 jt + 2=0, , 

C 2) J _ 

] x 7 -tixy— y" +4^:+8y^= 0 * ' t 」 ii: 

3. 求多项式/(1>与哀(2>的 结式： - 1 ■ V 1.1 





m 獅+ ^Cjt) = x" 十 ir s 十亦* + iH'r 2 +X + 1| 

(2) /(+2x4 - ] •g(jr) ^=x l —-r — 6; 

(3) /( j :)+ 2，| f ( ^:) = ( jt —1 )、 

(4) fix ^ — r x + / + j - ; +j + 1 iff ( x ) = / 十， r 5 +:〆 + 1 1 + x * +■/•+ i ， 
设 /(}) ■ J " 一以 & KX.rJ .Ji deg./(:r };«， 求 Res</“f — a 

设数域 K 上三次多项式?+£^_1：+心•求 DC /)* 

6* 讨论数蛾 K 上的赛项式/ tx ) =-^ c z + 1与 虞(: r ) 二+1是否互素. 
7* 求下列曲线的直角坐标方程： 

< 1 ) x=i a ——I, j ， =2i 5 + /——2i 


(2) x 


2r-hl 

?TT 夕 


+ 2i 
?+ 


8, 在实数域中解方程组 


T y* + ^ + 2 第 —x — ，+ e + 3 = 0, 
4 】* + 十 jc ± + j ： — v + :十 1 = 0 * 

JC * — 4™ ary — or + J 一 5 一 1 = 0_ 



7-12域与域上的一元多项式环 

7 - 12 . 1 内容精华 

-V 有理函数域 

数域 K 上的一元多项式环 ffM 中有加法和乘法运算，进而有减法运算 : /(y — jfCr ) 

d<sf Hr 广 i‘^r ， 

— # U )), 但是没有除法运算.设茗 ( jr ’>#0, 当 片 ( X )不能整除 /(. r ) 时 •/(/) 除 
以度( X )不是多项式•此时可以引迸分式的槪念，把 /( /除以 及 Or ) 记作称它为分式_ 
规定分式的袪本性 质：分 p 与分母乘以同一个非零多项式 V 所得分式与原方式相等.々了 

说典分式的®丰性质是怎么来的，我们用班代数学的现点来阐述分式的概念^分式 M 

• …：| 

可以看成是一个有序多项式对 :（/ Cx ), jr (_ r ；0, 其中贫<妁判*因此它是 JCDdXlCCr ]* 中 

的元素*这里用 KO ]* 表示 K |>1 中所有非零多项式姐成的集合，令 T - KMXX [ x ]* . 
在了中规定 一个二 元关系〜如下 r .， ■ 


163 


* 


c/i * gfi ) — ^ 

显然〜 （/•《>_ V (/, g )€ 7 % 即〜具有反身性 a 

若 （/: , g、 、〜 （J : /； g ： — g \ ft 由此推出， C /! * 只：:，〜 （/! ，片 I > * 即〜具有对称性 

# C/t , J ?£ >〜</ 3 ,赶2)且（/!，☆)〜</， ，构）：则 


( 1 > 


从而 

由于 


f\gz = gif ” hm = ^/j 
f \ = Ki f 2 Ri = /a * 

IT . /i .于是 (/ i , 幻 ） 〜 （ A . ❾ h 这表明〜具有传递性 


上述证明了〜是 T 中的-个筹价关系•我们把 (/. W 确定的等价类记作^ 

H 


于是 


/, _ A 


gi 


Hi 


« (fi 1 J?i > 〜 （_A ■ gs > ㈡ /i #3 n /r* 


( 2 ) 


fti 所有等价类组成的編合记作 K ( x )( 注意这■鹺圆揺号) . Kb ) 称为： T 对于等价关系〜 
的商集（参考丘雄声.高等代載 （ 上册) .第2版.北京：离等教育出版社，2003年飯第 


I SO M ) 


■ 


在规定加法和乘法运算 如下: 


fi ^/i 


eL_L + k 

Ml J ?2 




(3) 


/. / i^L hh 

— ■ ■ _ —■ - t ' i 


Ht gi 


A if 3 


鬌 


(4) 


不难验证.<3)式和 (4) 式不依赖于等价类中代表的选择 3 以（3> 式为例 & 设 


A ^£ £i 




^-7 




吾-则 


/ ig ( = a / i 、 /; f / = Msfi 


(5) 


于是有 


(6) 式与 （7 > 式相加.得 


Asi ^ giKt ^ = ) ， V r :: 

# 二 ？ 峰 

: ! \ 、 ’ — v i ^ I ^ fc if : . N ”• ^ i .ijii ,| 

fig ) gig : ^ fzgigigi = g I fig i gl + gi f!g I g \ - 


( S ) 

m 


山此得出 


f )^ + Kih =, /D 


i 


U i Mt 




(8) 


即 


Si gi g I Mr 

〔9) 式表朋 ； 用<3> 式规定 KU > 中的加法运剪悬合 理的. 

类似地可以证明 3 用( 4 >式规定 K ( Jt >中的乘法运算是合理的 


( 9 ) 


容易验证*上述定义的加法和乘法都满足交换律，结合律和分配律 ■ f 是中的零 
元章，把 | 记作0_蒼的巍元素是 f ， E 1 作 一 f +是 Kk 膽单元拜索，记作1_因此 

K U ) 成为一个有单位元的交换环 D 


对于尺 ( x ) 中毎一个非零元 I ，都存在,使得 


i.f 


if = i 


■ 


置 ， 丄 


L = e £ 
m M 


这表明 f 是可祕，是 f 贿滅作 ( 卜 


a 


L 


I 


即 





UO ) 


由于 K ( z ) 的每个 雜零元都可逆•因此珂以 ft 中定史除法如下 


设^浐 KJ F 任意^ 



KCd 中的减法运算的定义盥环中的减法定义―样_ 



UIJ 


综上所述，中有加，减.乘 t 除四种运爲 ( 除式不为⑴*搀且满足与实数域一样的 
鏟规律 ■ 由此受到启发 ，引 进下述重要 槪念: 

定文1 一个有单位元】(7 1 )>的交换坏忆如果它的每个非零元都 町逆， 那么称尸是 
-个域。 


' 例如，凡彳■^是一个域，称它为数域 K 上的一元有理函败域：把 KU ) 中的元素2称为 

K fi 的一元有理函数（或者分式），鼓:中/称为分子 M 称为分母： 

分式的基本性质现在可以证明 如下： 

设^ € KCjr > _ 任取，由于因此 


H JffA 


( I! 2 ) 




7. 12 域与域上的一元多项式坏 • IBS * 

将 （12) 式从右到左看即 t 分子与分母可以消去间一个非零公因式 * 

对于一个非零的有理函数 Z ，分子的次数减去分母的次数所得的差也 g / — deg g 不依 

m , [ •】 f u 1 h VI 

麟于等价类的代表的选取 • 证明如 T : 设音•则从而 deg / + deg gl = 
deg g+deg 函此 

deg — deg g = deg /i — deg g, * (13) 

把 dm f -^ gg 称为有理函数 f 的次 敏， 有理函败 o 是它的次数为一的， 

— 个一元有理函数，如果它的分子与分母遒互衮的，那么称它为既约分式 
由于 （(K!); 1.因此 +是既 约分式 4 即有理函数0是既约分式. 

类似于一元有理函数域的构造方法•我们坯可以构造出数域 K 上的《 :元有理函数域, 
记作 K(xi tjc* ). 

一充有理函數域与《元有理函数域 细是域 ，任一数域也是域*注意)数域的元索 是歎; 
而一元或 H 元有理函数域的元素不是数，是分式. 

命题！域 F 中没有非平凡的零因子.从而域一定是整环 # 

证明假设 F 中有非平凡的零因子 a •则且存在6€仏的^0，使得 ( ^=0.此式 

两边同索， 1 ， 得 a 由此得出， A={) .矛盾.因此域 F 中没有非平凡的零因 

子* ‘• 二‘和 1 ■ 


二、模 p [ p 是素数）剩余类域与模 m 刺余类环 

读者都非常熟悉日常生活中每天遇到的“星期几"这 个词. 在时间的长河中，我们可以 
把每一天对应于一个整数*于是时间的长河可以用整数集 Z 来刻画，星期日可以看成是被 
7 除后余数为 0 的所有整数组成的子集期一可以看成是被 Y 除后余数为1的所有整歎 
组成的子集，….星期六可以看成是被 7 除后余数为6的所有整数组成的乎集，由此受到启 
发•在整数集 Z 中规定一 t 二元关系〜如下： 

a — h ^ G 与 A 被7除所得余数相同. 

也就是 

a 〜&㈡ 7 \ a - Ik (14) 

容易看出，〜具有反身性 、对称 性和传 递性. 因此〜是 Z 上的一个等价关系，把它称为幢7 
同余关系 t 把 ii — h 记作 ^ 


a = ft (繼 i _d 7 > • 





读作、搽 7 同余 F 是 


himod 7 ). ㈡ 7 I a 


(15) 


模 7 同余关系有下述性质： 

命題2 若 a^-hi mod ? ) “ ^=^(mod 7) » 则 




h + d( moiJ 7 > * ac ^ ixi( mod 7) 


(16> 


证明由巳知条件得 

从而 7 I (a - 6) Ht — dI ，即 71 ( a +€ > — + 因此 

，夭，5 ★a a [^ c =^- d ( nm ^ 7 ), 
由于 ai ~hd = ac—tn + h < — hd ^ ia — h >r T t </) *囚此 

7 I 沉 一 bd * 


从而 ac=bd (mod 7 }. _ 

在模 7 同余关系 F 的等价类称为模 7 剩余类 s 

(a ^ Z \ a = /(mod 7)) - { 7 k + i\k e Z }, (37) 

顚幽条 f # 邊 I 】里的任一流索都可以作为代表，例如 a ,— 6都可以作为 T 的代 
制 注意一 6=(—1) X 7+3.) •因此互：了-二？；！* 类似地… • 1^=3.=?二 
3， … f 11 = 4 •一 3 = i , … 1 12 = ! ， 一 2 =^§ 3 ~* m ill — 6 f ^ I — 6 t -* 


-* * 


由模 7 剩余类组成的集合称为 Z 对于壤7同余关系的商集*记作 Z ； 或以<7>*即 

i&r ~ 1 0 1 1 -I H 1 4 1 5 * 6 l * 


US ) 


在 Zt 中可以规定加法和乘法运算; 



dtff 


* 




( I 9> 


邙)式定义的加法和乘法运算是合理的.即与劃余类的代表的选取光关，证明如下 

设 则 l 1 a I ri iin ^ 0 hi 


^ a (mod 7) 


6( moil 7) 


据性騰 1 得. 






f 5 7 = a H-//(mod 7>* ij = ciA(mqd 7). 

因此 t + j—a + A - ij ^ ab , , 

容易看出 .5 是& 的零 86索 J 有负 元鳶二^ I 是 ☆ 的单像元.容 J 
单位元的交 換环， 由于 ^ 

T - T = T ，1-4-1, 3*5 = 1, 6*1-1. 




T 是 Z : 的单位元 •容 易验证 Z 麗一个有 


因此的每个非零元都可逆 ，从而 Zt Jt- 个城•称它为樓 7 街余类域，它只贫有 7 个 

元素： " 7 v /； -. : * t h 

R 含有限多个元累的域称为有限域， s 则称为无限域6 
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* 


数域 K % K 上的一 元有埋函数域元有理函败域都是尤限域是一个有限域， 

•—般地•设 m 是大于1的正整数•在 Z 中规定 

a = Hmod m ) ㈡ m \ a 一 h (20) 

这给出了 Z 上的一个二元关系，它是-个等价关系，称它为律 m 网余关系，模 M 间余关系 
具有类似于命题1的性质： 

若 u 三 mod m ) f c =€ J ( mod m > . 则 


a U ( inod m ) t or = MCmod m >, 

模同余关系下的等价类称为模 m 鳙余类 

1 = {a e =i ( mod « i )} ~ {bn + r ^ Z ) • 
其中 1=0# 1 • 2t ## * wiw 一 1 • 


<213 


( 22 ) 


由樓川 剩 余类组成的粜合称为 Z 对于模 ' w 余关系的商集，每作 A 或 Z / ㈤ .即 


X * — {0 i I ， 3 ■…， 


m 


U 


(23) 


在 Z _ 中可以规定加法和乘法运霣 


m 


+ i * 


dil 




(24) 


利用 (21) 式容易证明 （24) 式规定的加法和乘法运薄是合理的.在 & 甲规定减法运算为 


<kf 


f + C — /) 


容易验证对于 加痒和 乘法运算成为 

剩余类环 D 


C25) 


个有 单位宂 T (# f ) 的交换环，称它为模 


匕是不&域? 例如_厶，由于艺因此4有非平凡的等因子，从萌右不是域(裉 
_命题 i ) B 由于了 • 1=1，因此厶= {5.1} 是域. 由于在右中， 


* 


2 • 2 = X# 


- - immr idbi 

因此 的诲个 非零元鄱可逆■从而4跫—个域，拈想存 F 述结论： 

定理1若户是家数，则&是一个域. ' 

证明 从上而 d 经知 ; fi z , 进‘ t 有单位圯 roii ) 的交换环.刺 FH 要证的每 
个非零元在可逆 ，这里 QCa < p m 

由于户是素数，且 卢恤 .因此 = i … 从而存在厶使得 

m + vff ― 1* * ' N - 

由 itm 出 * T = im : F ^ p^uu - rn >p = ua . W 此 d 可逆. 从 m A 是一个 域^ 

当 户是素 数时，称为幢 p 剩余类域^ Z, 含有〆个元素，因此 Z* 畢一个有 限域， 

卷是合数，脚不是一个域，理由如若 w 是合数.则所丨川 3 ，其中 免<吼< 


( : ui.yd 


1 亍是有 m A m t 


m 


.从而 心 有非平凡的零因予浙^因此 I 不 


是域, 


三4域的特征 


銳/>是廣数•在模 剩 余类域 Z , 中•有 




+1 


(27》 


诊个 


当0<3< j & 时 * 


/1 = 1 务 i + …七 [ =/ 0 f 


(2B) 


t 个 


在数域 K 中，对专狂意正瞧教 n •-有 


n I = 1 + 1 + …+ ! 


# 0, 


• _ • ， n ^ T ，、 ■ 1 :, ， 

在任一域 F 中，它的单位元 e 的正徤数倍是否等于零元荷什么规律？ 

情形1对任意 E 锒数 n 都有辦式0， 

悄形 2 不站情形丨.则存在正整数 n 使得 nr =0. 设 if 是使时=0成直的廉小正整 
数，假如《是合数.则 




* 




UZ 


于是 


Cfiie )( ri ： e ) = — ^ iCfr ：( a ? )3 = n t ( n ^ e ) 


— — m = 0, 

由宁 ％<#*， 因此据 I * 的选择 得 ，， M na # o a 于是"] 4： 是零因 子. 从而不是可逆 
元 ，叉叫(?关0， 这与域 F 中非零元都可逆矛盾：所以”是素数^这样我们址_了下述定理: 

定理 2 设 F 是一 个域 * 它的单位元为 r * 则或者对任意正整数《都有 ne 式0,或者存 
在一个索歎步•使得 Ae =0 ，而对于 0< i ^ 參有 U #<h _ 

从定理2受到启发，引出芥述概念 ； 』 

定义2设 F 是-个域，它的单位元为〜如果对住意正鲞数 n 都有麵关0>那么称域 F 

的特征为如果存在一个素数声，使得和=0,而对于0</<，有•雜么称域 F 的特征 
为 P * 把域 F 的特征记作 char F . 


裉据定义2得.域 F 的特征或者为0,或者为一个素数 r 

讎 1 从上而所说的事实知道，模户剩余类域的特征为/» ,任一歎域的特征为0_数域 iC 上 
的一元有理函数域和《元有理函数域的特征都为 0., 

有限域的特征一定是一个素数•理_如下:设域 F 是一个有限域•假如 P 的特征为0, 
脚对一切芷鐘败《雜有贿尹0,其中 * 基域 F 的单位元*于是 r,2#, 知,…，浓 r**，. 中任两个 
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免素都不相等，从而域 F 会有 J 6 穷多个元素•这与 f 是有限域矛盾，因此有限域 F 的餘征 
—定是一个* 数. , 

，无限域有没有特征为素数的呢?考虑樓4剩余类域5%丄的元#理函数域广 
它的一个子集是 AEi ]. 由于 41^] 中非零多项式的次数 n 可以是任意非负整数.因此 
会有无穷多个元素 • 从而会有茺穷多个元章.由于户1=士-匕而当0</</> 

时，因此域 Z , fd 的特征为素敎 A 从而是特征为素数身的无限域,， 

命题3设域 F 的特征为索数 p , 则 

m = 0 ^ 户 1 »• 

证明充分性 * 设 〆 1«,則 f 是 

rn ~ (Ipye — ape) ^ to — 0, 

必要性_设 wr — Cl ， 又设 ji = A /，十 r + ()€ r < /»„则 

0 ~ m * = ihp + r)e — hpe + n * = 

假如 r #0, 则上式与域 F 的特征为衣矛盾，因此 r 〒0. 即也就是 p \ n a 鼷 

命頌 4 设域 F 的特征为素敷>，任取 a 6 F •(我 们用 表示 JF 中所有非零元组成的 
集 合入则 

na = 0 ㈡ p 

• * ：4 t • 1： M — • - 

证明 m = Q « ntea)=Q «=^ ( ne ) a^O 

^ ^—0 ^4 3 p|ri 囑 ■ 

命题 4 告诉我们•在持征为#数 p 的域 F 中.要注意识别零元素：若/,|" +则对于任一 
元索 有? 

四、域 F 上的一元多项式环 

类似于数域 K 上畔一元多项式•我们可以荦义任一域 FJ ： 的一元多项式，并風得出域 
F 上的一元多项式环 F [： r ： I _ 不难着出，有关数域 K 上的一元多项式环 KDr ] 的结论，只要 
在它的证明中没有用_这个域含有无穷多个元宭,并且还嬰注意识别零元素，那么这些结 
论在任一域 F 上的一吞多项式环1^1>]母_立, 

例如，对于数域 K 上的一元多壤式环尺[$]中*两个多项式如果不相等*薄5嗥窗们诱导 
的多项式函数也不相等,，这个#论的证明需嬰用到数域 K 含有无穷多个元素,因此这个 
结论对 于有限 域上的一元多项式环就不成 *• 替如.在中，设 

fix } = ^ rZx 1 +2 f gCx > = 2 x J 十 j : 十 f t 
姐然. /( d 关 〆 由于 

W . ; 一 y v ^< 5 ) ^ 二 2 , 02 ) ^ Of 



=2^/(1) 2»/ C 2) = 0 , 

因此即多项式函数 / 与 if 相等， 

在特征为 索数声 的域中.若户则任一元素的 n 倍为零元•例撖•在 A [- r ] 中.设 fU ) 
=则 f ( j -) = px ^~ 1 — 0 „ 

在数域 K 上的一元多项式环 KLr ] 中，如果不町约多项式 〆 _ r ) 是 /( W 的一个 
重爾式•那么 PU 1 是 fU ) 齙 k _ l 重闪式此结论的证明中关键一步是 pij - mpUx ). 
现在设 F 是特钲为索数沪的域 fl 在 F [ jf ] 中，若 P i * 或 〆 = t 则 文）. 从而 P 
( x ) 是 /( or ) 的至少*重因式 * 若且 〆 (尤> 爹 £), 则/ ^ r > l 4 〆 ^!：), 从而是 /( W 的 
if 1麄因式，于是若/( X )有重因式，则 /&) 与/化）有次数大于0的公因式•从而 （/ 
C . r >,/( x )>^ I 也就是说.若 （ /H ! . 则 /( B 没有電因 式： 反之不成立,可以 

证明 t 若没有重因式■则(/&>,/<文)】-=1或者 / CW 有一个单因式 〆 玄），使得 p ' U ) 
= 0( 洋见本章补充题七的第 n 题）. 

下面我们给出判断整系敉.多项式在有理数域 Q f : 不可约的又一种方法,， 

命题5 / <, r ) ^ tf , r fl +4 f II - i ， r " r - +-%锆个整系数多项式 . p 是一个教 

数.外雖/( X )的备项系数模户变成&的元素，獬_ &上的一个多项式，记作 7(^), 即 

J ':、 — a n t w + : + …千 + (2^) 

如果7(.1*>在 Z , 上不可约■那么/(^)在<?上不可约《 

证朗假如/(工)在 Qi ： 可约，膠么存在次数较低的两个整系数多项式 AbKAU 》， 

使得 

/( r ) = (30) 

设 /» Cr ) ^ t m s m 十… +6 ijt+&o *ii Cjf ) 气+ … j+cb ， 

剛 

f' ( 尤 >/“ 了 ) 七 { y^Aje *) (y^c r x ； I 

'• i , 广 v : 、尸 广。 

_ 

▲扇 M J 腎 I 』 $ 1 - ia -， 

从甜的各项系数模 /» 以后得到的 A 上的多项式为 

E ( I ； A^Kr 

又有 JjCxJ / jf . r ) = (S ^ x， )f 2 S (2 ^^ K # - 

a ’ IT I — ® & i + t^t 

因此 /i 各项系数樣，后得到 _ 多项式等于于是把《叩>式两边的 





域与域 i , 的巧 ii 多项式环 

多项式的系 数模？ •后，得 

fU) ?! (31) 

出于 pV - ^ = b m t . ，- ■因此 P^ m & pV ■，- ，从而 ?■» = deg / jC ^ J.deg AC ^> = 

ck.g y ；(\ r ), R deg h_r) = cU^ 因此 de^ ? Lr)^deg / (xXdeg /t.r> = d^g 

㈡ K 2。 于是 m ) 式表明在上两:约_ 矛盾 • 因此/<工>在 Q 上不 可约， _ 

注意：如果 .？(_,> 在 Z 上可约.那么上可能不可约•也可能 1 <了约_需要具体问 

題具体分析 „ 

为简便起见.对于首次系数为奇数的轚系数多项式 /( X >, 把它的各项系数模2得到 Za 
上的多项式 lu ) •若 fum 上不可约，则 / U ) 在 Q 上不可约- 

若整系数多项式 /&) 的首硪系数为偶数*怛不裹 3 的倍数•则把/心:> 的各项 系数模3 
得到岛上的多项式 ■ &/ Cx » (* 上不可约*则上不 可约， 

若整系数多项式 /( d 的首项系数是偶数.且是 3 的倍数•则把/ ( ■^的系数模 5 得刺 
% h 的多项式，依次类推•去选择素数 〆 

命题 5 给出了判断整系数多项式在 Q L 是否不可约的一个新的方法. 

类似于数域上的〃元多项式，坷以定义任一域 F 上的 it 元多项式，并且得出嶼 F 上的 
n 元多项式环 KDt , 中的结论 •只要 在它的证明中没有用到数域 K 
含有无穷多个元素•那么它在 FU ,. …屮仍成立*述需注意 i 只别 F 屮的零 元素: 


五、中国_余定理 

整数环 Z 与数域 K 上一元多项式环 K [ x ], 它们的结构很相似_现在我们利用整数环 
的结构来证明著名的中国剩余定理(或孙子定理 K 

中国剩余定理设叫 * ….取逄两两 a 蒺的 ii 整 散， b ” n 驗任 意给定的、 
个整数_则同余方程组 

(T = by (mod mi) 

t 靈 h t (mod m ： ) 

■ ft i \11 ^ ^ lC32 》 

«« A B - f-ft 

jr = h, c (mod r/i/J 

在 z 中必有解*并|1如果 c 和是两个解•那么 

c 安 d (mod m x m t ***?«,}. C33) 

证明由于 m 3 卜…， m 、 两两互素，因此对于(1,2,…，4 •有 






M \fii fj ft 使得 


( 3』！〕 



172 


# 


第？ & 多项式杯 


从 （35) 式得 


令 



(3$) 

J 私 ，乂 


^ IT m i 三丨】（聊 d ，《山 

J#*i 漆 

(36) 

私 II 削，三 ® < mod wtfi */ ^ i m 

f [J 4 \ •：" ，T .W ' .… 

(37) 

l 

r — S 办“％ TI w >)、 • 

(38) 


则对于 /6( i ，2 •…,4,有 


摩 


即 


^ /? * ■ Q ( mod m ' ) • 


fh (rn >cf m ,), 


因此 c 是同余方程组 （32) 的一 tiH . 

假设 J 也搭同余方程组 （32) 的 -- 1 解，则 

d — c = 0 (mod # w , >, i ^ 

于是吼 M — r _/ = ],2 .…山由于叫，，…，观两两瓦岽，闲此 w — r 


C39> 


从而 


r ( mod wit Ws …謂 》)* 

(40) 

于是同余方程组 （32) 的全部解是 


c f / g Z , 

(41) 

其中 Vt jjj ), 

i l ji^Li 

n . 磺 nr ■ 


从 (35> 式知道可以财叫和辽％作辗转相除法求出 s 




7 - 12.2 典型例题 


例 1 i 正明； 在^⑴中 ，如果 一 个有埋函数有两 个既约 分式： △与厶，扉么 ^ 与/出 

n . 与 心 相伴， ^ S Wk 1 

» r 

证明由已知条件得于是/必=奶/^由于厶是既约分式，因此 


(/i 必 ㈣ ，于是从 /〗 ia /: 可_出 /* I /“同理，由于（/ 3 . 心 ） 二1 ,因此从 a | /. 沿 
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以推 m /: i / ; . 从而 i , 与/:相伴.类似可址&〜 ■ 

例 2 -个冇理函数 I 如果它的次数小 f 0 . ?? l i 它坫既约分式么称它为 真分式 

g 


证明: K ( jc ) 中每一个有邏函数都可以唯一地表示 ifi — 个多项式与一个真分式的和 
证明设 I 是一个既约分式，对/与^作带余除法得 


蠡 


以 I 十破 ， degr < Atg 


(42) 


r 是 




£ 

g 





S R 


+ 


h + 


t43) 


由于 (/，,)；“ 因此从 (娜“以… V = I ， K 是—懦 
deg f = deg 广 deg 真<0,因此^■是一个真 分式. 可表性证毕 • 


L 


唯-性-假设还有震 = A , ■十[•其中 k ^ r ^ s ^ K^degnKdeg # "且麵 


•则 




ng 


gig 


假如 /* # A ! ， 则 deg<A — 然而 


deg 


- m 


KiK 


^g(ng^ rg^> - tkgigrgy < 0 # 


矛盾 I * 因此 ^ 心，从而 n 好 一 n ? v 二 0_ 由此彳 y 出，二^ ^ 二 e 难一性 i ! l : 毕 

S 容 1 

例 3 设 K G >中的非零既约分式/满足方程 

% ~ M |3 v 1 f 1 

flcj C.r)^* -h ai (xyy^ 1 4* … + 〜 _ 【 tx)>' + 〜 （ jt> 一 0* 
其中 e km f j = o f i , ji , M oi , wo , 证明 s 


/( x ) I 爲 （ X ) t fr (^ r ) I 


证明 由已知条件将 


也 <:> -^ 


:十屮（，> 




X 


F 是 


—+u- r> rw) 

: ■, 


〜（■!■)/、+ “,（『>广 g …+ U _ t i^fe 


— d . 


由此#出 


画 


⑷） 


145)1 



(, r ). 广，一一 …‘― （. r ) 2 + d ,,( J ) 灯 「Uf '• …，卜蝴 

干是 g | %{ jc )^- 由于 （/， 真 ）= 1， 因此 = 1 -从而 gla & ( jc ) 9 ； 

从 （ h ) 式又可得出 

4" a } (^} j !m ^ 1 g + ( 土 )1?^] =— C 47) 

于是由1 : (/,发> =1.因此</,尺 14 )七1,从而 / k _(. r ) 4 _ 

点评： , 

例3的结论类似 f " 如瑕 一 f 既约分数 f 是整系数多项式的拫.那么分 f g 整除常数 

一 P . - ，一 ： •' 1 ^ ~~ 'TTtTT 

项.分母户幣除首项 系軾， 


例 4 设尽 ( x > 中的非零既约分式 f 满足方程 

ri 


y +仏,0)广 1 十 

其中 je) 6 K[jt] ■ /= 1 * 2 ， … ，， "w 会 11 


j (: ) ‘v + a , (x) = 0 , 


(48) 


证明合 


1 

iH 


证明据例 3 的结论得.私丨丨，乂 lU ， 因此尺 

c ^/ eKU ], 




队而 # = t 对蓽个 r €: K • ■于是 


.例 S 设 fO Up(j )€ K [. r ], li 迚明 ； 加樂‘ g /( a - xdt^g 那 

么存在 r , ( x ) € K [>] ，且 deg r . Lr > < deg 〆 d * ，， = L 2 ，…， / T 使得 


= n ^) , r^-t O) 丄 .丄 r a (X ) (jt) 

夕 ( 工） p(ar) 十 於 H 立）十 •• 十 ph、+ fl r (x)* (银 

证明 ^ deg fU Xdeg ptx ) • 则取 M;/Cd , r ;. f „ rV = … = qU ) =«〕 . 有 

JA ^ l . — … o 」 /< x ) 

^ Cx ) p ( x ) f + ^^ + ^>* 

F © 设 deg f ( x )^ ikg 以1)，对于/《^0与 / Kjr > 作带余除法得 

i-i . /( T ) = h { C j ) p ( x > + n ( j :), deg r | ( o :> < deg p ( x) w 

于是 deg /( x >- de fi h t { x ) pU )^ d ^ hti x ) + d€g pit ), 从而 

deg A ^ Cr ) < deg fi^K 

荇 deg 沁 ( j-»deg / rCjr ), 对于 A , U\M Mx ) 作带余除法得 

= h t ij ： )p(T) + ra(^r), deg r 2 (j-> < deg pUh 

同上理揭 - deg / ij ( x)<deg A t ( j ), 

依次下去， A _( jr ) 的次数不断降低，从而经有限歩后•此过程必终止.设到第 T 步时终 

止*即 = • • ， … ：， 


证明 


- 


r B ( a ) 




(49) 


◎-有 


(x) = h ,+ r) ， dtsfe < deg pij：}. 





日0^1 deg A , Cj)< ldeg , 于是 

/(.r)= [AiCxJpCx) + ( j) 

— ht(x)p' (x) + r z (j ： )p{x) + ri(.r) 

= … =L/i.(a )/>(je ) r r.Cx >]/& ''(.r) 4〜/(,「)〆 1 C,r) + -f- r ； UO^>f jr) + r, ( r> 

= < X) /> a (x) + r, {,r ) !t_r ) 十 r 、（』、 p’ 1 (x> + … + 七 r (x)L 

把 A , U ) 记成〜 




(50) 


已知 deg /(尤><£§雄//(怎》*于是£1组不妨设 / bVl ：# (否则 fi (某》 

•谀 I / U :)、 但是 〆 “ （ JT »/( J ：) ，姻 /(^} = ( JT > (^) i 宁是 

舞^ 私 我们可以一齐始就考虑从而是真分式 _ 据本节例 2 的唯 


一性，从 (5 的式可以推导出^ . 于是在《50>式两边乘以 ,,} r ■ ，樺 


^ (g) r 3 (y n (x) 

C^> C jc) p 1 1 (jt) P l ( j )' 


令 = •••=，, ( x >=0 •得 


(51) 


/( J ) 
〆 < I ) 


nix ) 

p ( x )' 


+ 


* * 


丄 ^Vn c_i_ ^rH ( 本 》 j mma I o ( 工 》」 rI c jt y 
卞 F ^> 〆 ■，(】） ^ u ) 


(52) 



# 例 6 设 /( j) .|f(jr) 6 K[x] * fl deg gi:i )>0D 


其中 jM x 、, p ? ( r ) 


# 


容 (a ： )= 钟 （ jp ) 於 U)(jd ， 

Prni ^ 】 菇两两不等的不町 n 多视式4 e X f . / = 1. 2 


(53) 
证明 t 


如果 deg /(i)<dtg g ( 土 ) ，那么存在 (z) €iCD0 , 且 dtgA^ («r)<deg/^(x).f=l .2 

■濞 .Bi “ 喔 , ^ '.^1 BB ' *■* 

— r r rr ^ 


/ ⑴ _ V A ” ⑴ 


( M ) 


证明令 


r B.tx) = (j) … fr ( 上 ) <_r )【 (S5) 

其中 •，挪 ■ 则（取0^_,历《土),._>,^(1))=1_ 从而存在叫 fx )€ Kl >； Ui =- l ,2* 

…，使得 、 ！ _\ U 卜、，漏靜聊 

«1 ( jt ) 4- …事 iilp = L 1 i 5 6) 




# 


!7G 


# 


^ 7 ^ 多项式坏 


在 （ H 6> 式网边乘 


/Ui/i Lr) + … fix}ti m ( r)B m (x) — /(x> # 

令 u , C . r ) =/(«. T ) f ^ ( x ), f = t t 2，*.*, m c 则 

Hi (_r ? 与十 “•+ii_Cr)Bj»(；rJ =/(jp). 

对 kd ) 和作带余除法，得 

« B (* r ) = h £ ( jr)pjt (jrl 4 r , ( x ) «deg r t { x ) <C deg 〆 ，•&>. 

其中 *_= t ，2 •… .m •代人 <58) 式，得 


2] [A.Cjt)^ (j ： >i3_(i) + 厂 ,( 工 > 抆 (})] = f(jt) 

誦 ™o 

即 一 H 1 


^ J ^( x > .f 公 

( SO ) 式两边同除以以得 


/ ( i )B ( j - )i 


=/ t 滅 


/( j ) 

g ( j ：) 


m 


« —- 


!>■ ⑴-卜 E 


I 


Jliil 

pi 1 ( x ) 


(57) 

(58) 

(59) 

($ 0 ) 

(61) 


由于 tbg /(iXdeg / rCd ，且不坊设 / u ) 与兒 <* r ) 亙素，因此 g 是真分式，据本节例 2 的 
唯一性，从<61>式得 k ^ 






m 


y ] hj ^); 0, 


从而 


/(jr) _ Tiix) 




(62) 


^ ^ (j ：) 

由于 deg rhXd 明於 因此 |g 本节例 5 的_ 论得•存在 A v < x ) eKrx } f J . a eg A 

，>< cbg = … 、 iU 使榑 


r, (j ) 


因此 


S 

J 广 1 


疋（: T , 


Pi i 


U 2, 


m 


(63) 


j ( f ^ ^ Air -( ’’) 


g (^ r ) 




pi 』（） 


点评 


賴） 


m 


例 6 的本质是给出了真分式可以表示成若干个形如儿 


真分式的和.其中分子的 



次数小于分母中不可约多项式 fi . u > 的次数 9 这通常称为把一个真分式表示成部分分式 
的和《当 K 是实数域 R 时*就得到下述例 7. 

* 例？设 / R [ x ] 的 S 次系数为 1，風 deg 昇 （. r ) >0,设 


■ m 1 

gU) = IX (王 一 《_ V_ IX (/ + i q t Ti , (65i 

？ ji — L 

其中 Qi * 04 ***' 提两两不等的实数 ， N 1 * …(九 > **** •(户 ,.9*) 是两两 

不等的实数# w .€ N ,£= U 2 广， mi 』= l +2，一 o 证明 t 如果 deg fijXdeg “ x 上那 


么存在心， B ,,、* <、, 6 R * I 」= U ，…，州；怠二 1 . 




fU ) 

gi^y 




1，*** “ iVj=l ■ 


V ■ 


哪 


使得 


^ri J w I 

O - a ) 也 tx J + + q t ) 


t66) 


证朗由于实歎域上的不可约多项式只有一次多项式和判别式小于 0 的二次多项式 
因此从例6立即樽 到例' I 


点评； _ 

气例 7 的 ㈡ 数学分析课柷屮术 f ! 师忒妙的彳:定枳分时 A 哚 『. V.W :例7 ; v # 找 ffi . 
一 个真分式可以表示成 f 66) 式右端所示的若干个 K 分式的和 t 它们的分子是常歎,而分. 
是_次多项式的方幂，或者分户是一次多项式■而分母是二次不可约多项式的方馨.有了 
这个结论.在具体求各个真分式的分子时可以用待定系数法„在数学中往往是这样 t 有了 
明确的方向后•具体计算就不难了 .明确方向是关键 . • 


例8下列樓 m 剩余类环中，哪些是域？哪些不是域？写 m 其中的可逆元，并且求出 
每个可逆元的逆元. 


Z ： V f / 4r 4 * Z | t * * 

解由于 U 和 13 是素败，因此 . z !: l 是域于是合数，因此乙，厶 u 
不是域， 

z 4 中，了. 1=1.2 - 2=^,3 * 5=!\因此1",5是可逆元，! =3 J 不是叮逆兄 s 

厶中， T * T = L 2 • 3=6,5 • s^Itl - 2 = 5,因此 U 是苛遽薄,1— 1 =1,5 _, 

■其余元素不是可逆元《 

右中 K j _7=1，因此 TUT 是可逆 

元， j- f =〒， 其余充 察不是所逆考 * , F 

毛中 ， T • 1=1,2 - 5=14 * 5-0,4 ^ 7 = 1,6 *1—0 tS * 8=了,因此1"，57?,5,?.5,是 

1 = 其余元素不是可逆元 ■ 

^1 中每个非零元都可逆，由于 T • 1=1,2 - f-IJ. 4 = 1*5 •’ 百 = 了 ,7 ■ I=T t !o * To 
=T,a 此 T 1 -T^r 1 =5,1 1 =4 I 4- 1 -3 t 5 1 =IJ- 1 = s*f- 1 -f,! 1 =-T f lo » 




To 


^^ 中每个 _ 零元都可逆，由 于 I 


T,f • 1=1 a * 9^= T,i • TS := T,I • 1^1.1 • IT 


= i , i 2 - n = i ". 因此 i 

8"®=S f 6 , =TT f I|- 1 ^6*12 


1,2 


H 1 =f_fr_ = H =10, lO^ 1 =^4,5^=!. 




U , 


例 9 从例 8 等例 t ’你能猜测％ !» 中 viF 是可邀元的充分必要条件是什么吗?你能给 


— _明吗？ 

解 拇测 L 中泛是可 逆元与 且仅与 m K $. 
证明充分性设 a 与 m 互素 • 则存在4 . ve Z ，使得 


繼 


从而 1- ua ^ vm ^ ua-hvm =^ ua A 因此 S " 可逆 _ 

必要性设 a % m 不互素•且 0 Ca < m 则 (a * m =丄其中</> 1 • 
其中办，/€1_由丁-</>】，因此 由于釦 = idh ^ 滅因此 

|1 I i 飞 • N 屬、 4J • i % W 4 1 ^ 二爾砉 = 

假如 r 可逆，卿在上式两 边乘互 • _得 J =5. 矛盾，因此在不可逆， 

点评： 


于遜《 =邊 ,m = dl 


陋 


从例 ( J 的必要性的 i £ 明还看 出：当 a 与 m 不 S 1 素时，(其中0<<3<扨>“1是 z m 中的零 

因子 * 由此可见, Zi 中的元隶或者是可逆元•或者是零因子 •二 者必居其-且只居其一， 

例 10 令 


一 b a 


a *b 


证明 * F 是一个有 S 个元累的域，并見 cba r 
证明由于 


+ 


A 


^1 


^7 


议 』4 Mi 韦袭 
仏 + ^》 Ui + % 


a 2 


一 ^ Ui 


厶 s Hi 


«*| — h h a I Ait + 叫 I 

漏十爲 <i 3 > mm 一 U ， 


因此 F 有加法和乘法运算•显然，加法满足交换律.结合律，有 窠元素 ^ 每个元素有 

'■L ■ T ■ •' 

负元素!乘法满足结合律.以及乘法 对于加 法的分配律，因此 F 是一个环，又 P °] M f 


(67) 


( 68 ) 


(69) 


的单位元』由子 


0 ! 


Mil . 

是 F 




1 , 12 域与 Ml : 的一适多項式坪 


* 


173 


* 


— h 


h 


a i 


a t fh 

一 hi a t 


a}a； fh tJa^i + i 1 

(ajhi + hjai} a；cii — W ，！ 


* 


(70 ) 


由 m > a 7 G > 式得出 . F 的乘法满足交换律,因此 F 是一个有攀位奔的交换环 

h 


a 

一 h a 


a 1 + ft : . 


(71) 


^ k . . L jA T 十 , 0 玲 y 二一 

当 to 时 当 6=1 时, = = 由于 T : =TtF =1* 因此在 4 中其解 * 
瘗6=歹时 y = _1：= l , 无解，这 明了/ +妒 =0 ㈡ a =^=0 B 因此 F 中每个非零矩 
阵都可逆-从而 F 愚一个 «• 

由于 u 可取也可取因此 F 有9个 元素. 由于 


厂 1 0 


(o m 

(o I j 


：o oj 

w 

f l 0 


\2 0 

IW 

0 I 

1. « 

: 

0 2 


哪 


2 


因此域 F 的特征为 3 S 

例丨 I 证明：在特怔为/>的域 F 中 . T 式成立： 

(a 十 = 0 f 十 

证明 (a ^ bV ^ ~ a ^ pa ^ 6 6 r 办 + …+ CJ >^^ M b * \- + : 

pIC ?^,!<*<#», ts 此 纪 从而舻 

伊 "2 设 p 是素数 . ffi 明 t 对任意整数《都有 

^ a <moci p K 

证明 s; ; i a 户十 r • r<p s 则£! = ? v 于是 

一 = 扩 = 〆 =d 十… + P …+ Vr - r 


m 


f72) 

我们巳经证明 


Q> 



(73) 


a 


a 


r 个 r 个. • 

因此 a ’ 三 a (mod p) g ■ 

例 M 写出 ALr ] 中所有一次多项式和二次不可约多项式 《 

解一次多 顼式有 《 r ，< r + l ：« 

二次多璜珠有 f ，* r ’ 十 -f Ttjr 1 - f - i + T , 由于 P + x — xCj !^ l ) tx 3 + j —( jr + I > ? , 
因此？都珂夠.由于 a 和了雠不是;^+』-+了的根，因此 y+tfi ‘有一 
次因式.从而它不可约 B 〜 


M 14设 /<#) 二 sx ^+ iiy + yezUL 判断 / cr ) 在 q 上是否不可约. 
解把/ ) 的各项系数模2以后得_ Z :上的多项式： 




/( x > ^ it I * 

= 十 1 ) 十 1 
=^ ( x+T 歸 — X - T + F *» + T 

= 4(，+ i > (# + j + 1) + L (74 > 

?( x ) ffiz , l .的 5 次多項式，如果它存 :z L 可约，那么它必苻一次闪 式或二 次不可约因式 

伹是毛上的一次多项式只有: r , 二次不可约多项式只有 f + r + T . 从 C 74) 式看出， 
它们都不是;? Cr > 的 因式. 因此 7( x ) 在厶上不可约，据本节命理 S 得， /(1>在 Q 上不 

可约 • ■ N r ■…令：、 _ ' r ， M ， ，： 餉/ ^ 

例15 设 /{W 二 8分 一5/十22/+286/^10,判断在 Q 上是否不可约 • 

解/( X )的苒次系数 K 是偶数，但不嫌被3整除•因此把 /( h 的各项系数權: i 得到 A 
上的多项式* 

/( t > = 十 as * 十 * r + T . 

由于 7(石)=了#5，？(1) = 1关百_；?<豆）=玄#5,因此万,1^都不是的根，从而 7 u ) 在 

厶 O ] 中役有一次因式 * 由于？ 【 Jr ) 是三次多项式，因此？<疋)在厶上不可约，据本节命题5 
得， /( x > 在 Q 上不蚵约. 

点评： 

/ U ) 是3次聱系数多项式•也可以判斯 /《 x } 没有有理根，从輝证明 / to ：) 在 Q 上不可 
约 9 但是由千 /< d 的首项系数为 S , 常数项为？ S .辑此 / U > 的可能的有理棒较多 ，一 个一 
个地筛选，计算童较大，把 / Lr ) 的备项系数模 3 得到右 上的 多项式只需计# 

7 ( 5)，？(1 ) ，7 ( 泛>就可判断取1^在 2 ,中役有根,从而六 a 在 z fl 上不可约_计算量减少了 
许多 • 从 Ml 4 和锊1 ] 都看街.把一个整系数多项式的#项系数模 2( 或模3,，_■>得到 
Z : (或… >上的多项式，起着简化问题的作用_ 

例16设 /( W 二5/十17 〆 一 9 jr ! +3 eZ ]>]. 判断 /( W 在 Q 上痤否不可约■:& 

解把 /( d 的各项系数模2得到厶上的多项式； 

f < j )— X * - Hj * + , r a +1 •: 籌 

— s*im + 1X+ (Jr +1 ) 3 

y . ； .,. •； - |； = ( x + I >( J 7 J -t -r i - 1). <75> 

由于石和 T 都不是十了的根，因此三次多项式/+1+了在島上不可約 • 从而 (75：) 
式是？&>在 Z ,{>] 中的唯一因式分解式 s 
假如/&>在0上可约.则 


7. 12 域^』 域丄的■兀多猶式坏 


_ 


IL 81 


_ 


fix) ^ /tCx?/t (j) . deg fi(x) <deg = I»2 ， 

把上式的每一个多项式的各项系数模2得到 

/ Cj ?) — /i ( jt >/ 3 (^ r >, 

iti 子的首項系敢 5 是奇雄，因此 / VU > 的茴项 荸数必为奇数从而 deg /, U ) 

fAx ) < deg / Cci :) =dcg 1*2、 从 C75 )式看出， 7i (4c》 与方 Cx) 中必有一个是 

—次因式，从而/ *(：«：) 与轟申必有一个是一次因式，由此推出 /U) 有有理植， /(x) 


的有理根只 可能歷 ± 1 ，土 3 ，± + *士吾-由于 

/<1) = I€,f(-1) 一 18, 


/寒 ~ 1> 

1+3 


18 


6 Z , 


因此 U — 1,3都不基 /(d 的根 y 由于 

5 17 _9 0 3 —3 

-15 —6 45 —135 

5 2 -1S 45 -132 


因此一 3不是的根，由于 I I t 

fm _ is ^ x / f - n _ ib ^ 7 

， 5 -(- i ) _ 6 ® Z * 5^3 一 ¥ 任 Z , 

因此 —+ , 吾都 不是， 的根 * 

用综合除法可以知 ifl | — 鲁不是 / U) 的根 a 

综上所述 ./ ( h 没有有埋根，矛盾。因此上不⑷约. ' 

点评： 

例 W 中， /U) 的系败霉2得到的多项式？( 4) 在厶上可约•运甩 2*0：! 申唯一因式 
分解定理，用反证法证明了 在 Q 上不可约，这表明当 _?U) 在厶上可约时, /Cr) 是沔 

在 Q 上可约必须具体问题具体分析. 

例17设 A 是素数， 

< 1> 上的一元函数（即 Z, 到 Z A 的映射>有多少个? 

(2) 证明 Z, 上的一元钃数都是 Z* 上的一元多项式函数，并且 E, 上的每一个一元函 



数都可以唯一地衷示成 4 上的次数小于户的-元多项式函数 £ 

ci ) 解任取 z — 上的一个一元函数 /*/ 完全被/»元有序组 （/(&)_/( i >*/( 2)，…， 
/(?^)>决定，即存在由 Z , 上的一元函 数组成 的集会5到2,上的，元有序组形成的集 
含 Z / 的一个映射〜/»…， /(^ T >) •显簫 ( T 是单射 = 易知 If 是满射，从 
而 a 是双射，由于共有於个究素，因此 S 有 〆 个元素 * SflA 上的一元函 



数共有 〆 is 

(2) 证明 Zf 上的一元多项式函败是由 I _ h 的一元多项式诱导的通数，考虑 Z , 上次 
数小的一元多项式组成的集合. 

职= {^<3 + a t i - H — * 十〜-4声 _, 1 a 6 Zf . tt = 011»2 # /i - I K 

由千仏，七，…各有 p 种取法，因此 | Wf = 〆 ，设 


fix ) = 十这十…+典卜 if 1 ， 写也+基 f _r + … 


假如 /【 W 诱导的一元多项式函数/与诱导翁一元多项式函数发相等•则 f { i ) = 
贫 ( U =0， l ，2, …， p _ i ■•令 AU >=/ U )— gO :)， 则 deg AUX 舍 — 1，如果 那 

么 z , 中的根全多 t /， 1 个现4 ,…，户―1，这表 

明在 Zp 中的根有梦个，因此从而/«方）=及(1),这证明了 w 中不相等的 
多项式诱导的多项式函敢也不相等 • p 此 A 上次數小于的一元多项式函数组成的集合 
謹的元素个数等乎1則~ * 由乎 S 4 是5的子集， i|Si \ = fS ；[ * 因此 s ! =^ s . 这证， 

叫/ A 上的一疋函数可以唯一地衷示成/:上的一元多项式涵数，从而 z f 、上的一元函数 
都進 A 上的4多项式函数 • • 、 ■ 


点评： 



詞 I 7 表明 Z p 上的一兀通数 K 有多项式®数，而实数域上的一元函数有多项式函数、 


指数涵數、正弦函数、余弦函数等 B 这开拓了读者的视野^ 屜时為 ^的一元函敗都是多种 
式闲数这1、结抡迮辟息时代 m 也旧 。 阏 I ? 第 （ 2 ) 小题的证明体观了数学思维 i 式的 
严¥性:证明了 Z , 上次数小的两 t 、 多壤式 M W 勻 〆 y 如果 f 相等，那么它们诱异的 
一 元多项式函数/与尽也不 相等. 从而 Z •上次数小于的 - 元多项式组成的集合 W 与 
它们诱•的一元多项式函數组成的集合的冗素个感輪赛： rMlk ] = iwi ^ p \ 

例令 F K ( y . 玮中 K 足数域 . FbO 中的非零多项式 

— ^(^ t ) y 0 -r ( j -) y 4 ^ d$tjrh (76) 

其中夂 < j ) ^ K [ r 1 1 ? =0 ， 1 . 如果 ( A , U ), … . iM 上 ） A «/>) = 1, 灕么称 gA^WF I ： 

的一个本原多项式』证明 SJ F 上的住愈一个非零多项式;儺与举 F 上的丄乎为多硬式 

相伴 • •- , C P 


域每 M 上的—元多项式环 


183 


证明设 


其中 


A 


f/ n ( jt > 
p fa ( I ) 


= Hk + 

不全为 0, 令 


— 激 + 鵠 


■f 


则 

子是 


mix) — {^pjx) * … ， p' ( j ) ， 九 C.r)] 

m ( x } — h . t ^ yp , ( 3 ^) ix ) € iC [ x ],=0,1 


九 （ v ) =d ^- [<?., ( J ( J )y H + Q\ (^r J ft ! ( ■ J v + f / J3 f r)A (x)] 


令 


则 

于是 


dCx ) — ( pc ) h - ( jt > _ j ) Aj C * r ) ，如 (< x >) 

q , Lc ) h l ( Jt )= b l ( x)di i ) , /=H 


/*(^) — ^^ y [^. Cx)y + … t ix)y - f - \{ x )2 


记 = 办 •&)：/+ … + V&J j + 4 < I >* 则 g T ( y ) s F 上的一个本原多项式，且 

例 jS > 令 F^KXxy ■其中* if 是数域，证明 s F 上的两个本原多项式与 K ： y ) 在 
凡30中相伴当屎仅驾其中 r6K* . — ^ 

证明设 tC/ 与 IbX 最 Fi 的两个本原多项式 D 

必要性■设 / M ; vO 与 A “ y ) 在 F 03 中相伴•则存在 F 中的非零元使得 a ( v ) = 

p\Xl 


j ： .其中与互素.偃如^^^不是尺中的非零数，刚 gf ( x > 与中至 


少有一个不是 K 中的非零数■不妨设 fiix > 不是 if 中翁非零数，則/ 〖 的执歡典賺0,设 

晷 if ” 祕 M 

^ ( y } = !>〆 攻 V 、 Ky> = !> Xr)v ，其中认 rU lV (.r) e K[xj w ;U *1 .…. Ws 山亍 


M 文)裒,(潸) 


g ( irtM 3 f ) •因此通过比较 y 的系数得 


pC ^ Sft ( jr ) = q ( jcyci { x ) 

于是/^( Jf ) I (^) » _于【户 ( JT ) •守 (工 ) 》=I ,因此 


C77) 




pi ^} | r . tx ) 


0* 1， .、， j fc 






my 


于是 （M』;“ i (JT) 


仏>味1,速与…)'埋 F J; 的本既 多项式 矛盾.因此舞 ^ 



其中 c£K‘ .从而 g M iy)^c h ^( y }^ 

充分性是显然的， ■ 

例加设 F ， K ( jt ： K 其中 K 是数域. 证明/ 上两个本原多礓式的乘积还是本原多 
项式# 

证明设 ' 

— u m (x)y m + +av( j)-V + ^ (x) t (79) 

Sm ^yy — h tn ( x ) y m + ( jr}y + ( x } C 80> 

是 F 上的两个本原多项式.令 

K _ y ) = f 八 y 、 g :( y ) = cv .. ( dy 1 "* + … (81) 
其中 ITuC-i 》 =1 Q I C-3Tii,f S — r 0 f 1 * ， •• * N + HI. 

ki^f — * 

m!m 不是 F 上的本顷多项式，则存在 K [.r： [中的 一个不可约多项式〆 j ： 〗 •使得 
AU) k<2：Ks=0，l_， …， M+»f •因为是 F 上本原的，所以多不能同时整除 fjy ) 
的每一项系数^«于是存在满足 

pCr ) | a y <^> *-* , / i(x> | ci^-, (x >, pU ) 卞 a t U )_ ($2> 

同理，存在 足 

I C-r) , — */»(,r> I ,/»(x) > fh(jt), (g 3 ) 

考虑 My ) 的次项的 系数： •. - ^ 


=<!*+,, CafJAbfj ) + ojh-^i Cx ) Ai tx > + — + « m (_ r ) V ] Lr ) 

+ a * Cx >^( x ) + a £ i ( x )/ 灿 （ jr ) + …+ fl 0 ( x }4 w ( x )^ (84) 

由 （ S2) 乂83)、 （84) 式得户 I ■.盾 ,_ 因此 MjO 是 f L 的本原多项式 E _ 

例 之1 设 F = IC < j ) •其中 K 是数域，证明 iF 上的一个次数大于 0 的本原多项式 

L(y) 在 F 上可约当且伩当可以分解成两个次敗较低的 F 上的本原多项式的乘积_ 
证明充分性是显然的，下面证必要性， , ■ 

设 F 上的本原多项式^(…在 F JL 可约，则存在，使得 

- 1 , * , !•，.-，1 

|T.<,V> = p T { y) ( v). deg 夕 ，{)0 < iJeg <y) v deg q f (y) < deg g J (y)^ 

设 pAy) ( yy ^ Ay )- (: y 》 ，其中汉 ( y > (: y ) 是 F 上的本原多项式 ■ 


F 中的非零元，则 



g ^ m )= 




(8 S ) 



T . 12 铖与域 上 的一元 多项式环 _ • 1妨， 

< R 5) 式表明 私 与 F [)_ l 中相伴，根据例20得仍是 F 上的本 

原多项式；根据例19得•存在& 使得 gjy)^c •由于 

deg ^r(y) = cleg p x iy) <;deg ,deg q, C v ； ^ deg q T (y> < tkg ^ r (y) , 

因此騐 O ) 分解成 T 两个次数较低的 F 上的本原多项式 r 与 i (; y > 的乘积 * ■ 

例22设 F = K (. r ) ■ ft 中 K 是数域 s iiE 明 tF [ y ] 中的次数大！ 0風系歌属于 Kf >] 的 
多项式 AQ ) 在 F 上可约当且仅当 /,< y ) 可以分艇成两个次数较低的系数属于 K [ x ] 的多 
项式的 乘积。 

证明必耍性.设八 (_ V > = rCi > tO >， 其中^(4是 F 上的本原多项式 •cUOe 
托 Dt ： U 且 c ( x )#0, 由于 /,( y ) 在 F 上螬钓，因此於也在 F 上可约，裉据例？1得， 

^ r (y) = p t (y)qAy) - cleg p } iy ) C dc-g g, iy) tdvg q A C^> < deg gAy) ? 

其中/^( 30 .#^ 7 )是 F 上的两个本原多项式，从而 

f x (yr=b ： U)pAy)lgAy^ 

这表明/又%_)分解成 广两 个次数较低的系数诚1 K |>] 的多项 Xt q t ( y)m 
乘积# 

充分性是显然的， ■ 

例23 ® F = K ( x )* 其中 K 是数域 ，设 

fAy > = a„(j-)y n -f- … 十屮 (j：)j + ii n C\r> 

是 F [ y ] 中一个次数大 f D 的系数厲 f K [>] 的多项式^证明 ：如 果存在 K 上一个不可 
约多项式使很 

pix ) f a H C /r >, p ( jn } I £ j , Ca:> t i = 0 * ] ， “、ja — U 〆 （_ r ) 卞 ， 

那么 ( y ) 在 Fb ] 中是不可 约的， 

证明假如人 < y ) 在 F 上可约，则裉据例22得 

p W + … +.ih (J>y+Kjr>][c,<*r)y + … + q CarJ^ + 办 tr)] ， C86> 

其中 fh C . r ) , fj < x )6 K [ a-],r —0,1 ，…， wd = Q.l -… J •占 _ ( jt ) 赛 0. A ( x )#0* m 〈 n -!< n , 
fl ， n + i = r “ 分别比较 （8 fi ) 式两边 y 的多项式的群项系数和常数项得， 

d .( jr ) ^ /^ Cx ) o ( x ) • ii 0 (. r ) = ^ Cj > C !)( x ). C 87) 

巳知不可约:多项式，声 (_ r ) I < i fl ( x ) i 因此 pix ) |^o (_ rX 或 p ( m ) \ er 。( , 又因为 〆 （ C,r y ， 

所以 P (， T 、 不能同时整除心 It >和 c (j ) r 不妨设 p C j- ) ( An (: r >， 但是舍 （ j ?) 卞 Cu (】） •由 ♦ 

- 

俾此 /> (: r ) H ( ir ): 假设改 f . r ) Jy : i r } * … * Hr ) 巾第一个不能被 p {： r > 整除 
的是即 

- p(j：) I 如（怎 > ， … ， 〆 *) I 6* [ (j)jt> f <ik (88) 



比较 （ ss ) 式两边 y 的系数.得 

-r b ^ Lr)d Cjt > H - + ( x ). (89) 

因为 K 州: Ji . 所以 p (. r ) ia k U -) m 于是从 （88 M 89) 式得 

/> Cjt ) I (⑽) 

由 此推出 pix ) ) 或 /Kh | 叫 (_ r ) * 矛勝 „ 因此 /,(>) 在 F 上不可约^ 麗 

例 24 设' F^Ki z } ，其中 K 是数域，证 明:在 Fb » j 申存在任意次数的不可约，多项式 a 
证明对任意的正整 数〜设 

/, Cy ? =- -k X . I ： (91) 

T 览 K 上的不可约多项式 T _r 符合例23的3 p 条件,西此 乂+1 在 K 上不 可約, ■ 

例 25 设 F - K u >，其中 K 是数撼，:设/乂 w 是 fly ] 中次歎 fi 大 f 0的本原多项式 * 

证明 */^>在 FbO 中不可约当且仅当把看成 K 上二元多礙式时在 Kl >, vCI 中不 

可约. 、，: , ‘ 

证明必要性设 JM_ V > 住 H: jO 中不可约，観如把/, 看成 K 上丈元多项式时在 
K 1> ， y] 中可约.那么在 KO ， 中/山0町以分解成 

人 Lv > ; g (^- y > h (, r , y) t dtg g ( a : K y ) < cfeg /,( j/),deg < deg /；( v ). (92> 

于是 gUor ) 和都不是 fC 中的非零数^把它们按照菜的降擦排列写出 

中: V 的最离次幂为 m ， AU ， y >+ y 的最高次署为 K 则 m + /—„• 假如州或/中有一个为 

(K 臂如 m = 则片(：!，,3^在為（』>丨于是 

/»(^> — fhix } h ( j ： m yy t 

rtnu _ r ) 石是 k 中的数 •!《 此 ~(^>的次 钕大尸0,于是 /: ( y 的各项系数的肖…恥 

大公国式不等于1，这与 /“ p 是 fly ] 中的本原多項式矛盾 a 所以 m ^ 0# 网理,/芦0,于 

是》1<1|且』<!*_这表明在 F [ y ] 中/能分解成两个次数较低的多项式 ^{ jr , v ) kj 

Ai ：_ i :， jr ) 的乘积 w 这与 /:(： y > 在中不可约 矛盾. 因此.把 / f ( y ) 看成 K ： 上的二元多项 
式时在凡1>.)0中 不对约 。 . __)■ |, “ t " 

充分性设 /* (3© 看成; K 上二无多项式时在中不可约，假如在 F [_ y ] 
中可约.则在 F [_ v ] 中 A & y ) 可分解成 

I ■麗. B 1 1 »■ 

/_( y ) = MAy ^ hAy ), dBgg^yy C 4 e ^ f 3 iy) ¥ dtg hAy } < deg /,( v >, C 9 S ) 

，中 尽# 人(，)都是蓽数-乐抑>]的多砸式•圮 deg “由⑽ 

式得 ， n = 由于 m < Tr “ 且•因此 糾： >0赶/>0,把/,(3^.瓜<:少），1(3^看成 

，: y ] 中的多项式•则幽(抑)式得， 

▲ 6 g if jyy — d«ig gl ( y } 4- d&g hjy )^ 


(£M j 
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由于在 KXiiy] 中 * deg 因此在 KLj _，>’J 中 vdeg: 容 ， (yX 

def h T i ^< i ^/ AyK 这表明在 K[>o?] 中 ._M：^ 分解成了两个次数较低的 

多琐式的乘积.于是 /VQ) 在 Kl>oa 中可约■矛庸 • 因此/〆〆在 FC：y ] 中不坷麴. ■ 
例设 K g 任一数域.证明：汴 K U ■ _ y ] 中存在任意次 k 的不可约多项式 
证明对于任一正魅败 n, 设 /Cx > =- y + J 令 F= K(i) 在例24中已怔 y + r 
在 FbO 中不可约.显然 y ■十 4T 是 F[>3 中的本原多 項式. 于是据例25的必要性得， y •知 r 
在 KOd] 中不可约， _ 

点评： "’ • ^ ，* 1 

例26的结论 表明， 在数域 K 上前二元多项式环 KO,y] 中存在任意次数的不可约多 
项式•即使 K 取复黴域时也是这样 * 而复数域上的一元多项式坏 KO：J 申，不可约多项式 
全都是一次多项式*这显示了二元多项式环与一元多项式环有明显的不_,证明任一数 
域 K 上的二元多项式环扣1>4：|中有任意次数的不可_多项式、卵使猜测到了对任意正整 
数时有，+1在 K[u] 中不可约，如果想直褛证明它是相当麻烦的 * 我们另辟_*首先 
把 /U 按 _v 的裨幂排列写出•把 W 看成系数属于 K [ 0的 _v 的多项式.这-歩是容 

暴想到的. it 次我们把系数所取的范围从 KLij 扩太到一元有理函数域把 KU：)id 
作 F; 考虑域 F 上的一元多项式环 FbO •然后类比布理歎域上的一示多项式环 

中引进本原多项式的明了类似宁 m ^ mrnn 判别法的4$果 ( 即倒£幻,从而很 
容易地证明了 乂十了在 FO] 申不珂约，最后我们 i£ 明对于 FbO 中的次數大于0的本應 
多项式八以)而官 ./*b> 在 Fj>] 中不荊约与把 /Ay) 看成 K 上的二元多项式 
中不可釣是等价鉍，从而本原多璞式 /+x 在峰々]中不賴 * 

从例 W 〜例26•我们看到了有趣的类比关系： 

数域 K 上的一元多项式环 KU] 类比亍餱数环艺. 

KJ >] 中的不可约多项式类比于 Z 中的累数， 

系数城于 Kb ] 的: y 的多项式环类比于 

一 元有羅函數域上始一元多项式环 Fb ] 类比于 Q |>], 

F [ y ] 中的不珂约多项式 类比于 QO ] 中的不可约多项式， 

KOq ] 屮的不町约多领式类比屮 2£ i 肿的不耶约多 项式， ( 

例 2 ?给出 7 ■免节典遨例題中例4 3—种 ■法 ^即证明复数域上的二元二次多项式 

/U t y)= ^-2xy^y^y 是不可约的 • p 

证明令把 /(. r fj y > 按照 x 的降幂排列写出， — 十十 y 】， 取 
:V . 显然 .V 是 C [. v ] 中的不可约多项式 . E M 




y 1 ( y ^ H- I < — 2_y) •，卞 I ，〆 卞 + _y)_ 

于是根据例 23 得, /Uo) 在 FU] 中 不可约■由子/(』•，)是 Ffx] 中的本原多项式，因此 
/(x._v) 在 COoO 中不可约， _ 

例 28 设 , 食中 K 是数域 ，设 

f* (y^ ~ + •“ + (3 ： }y^kati Ca:^ 丁 I I i 

其中 u.(：r)eK[>：U=<M •…““且 浐 0w』>0 ，令 

f ,( y ) = f t (y 夸 HAU 

其中 /K_r>eKJ>J n 证明 * 如果在 Fb] 中不可约胃那么厶㈠)也在 Fb] 中不可约,. 
证明假如 fAy ) 在 F03 中可约.则 

fAy 、 二心 (>(y>*deg Cy) C deg / r (y> *deg hAyl <. deg /, iy >* (95) 

其中 aLv >.M„ v > 的系数都屬于用 y+fr(x) 代人，由（坶)式得 

f^iy + 6(^)) =贫， C>_+/Kjr))A,(;y + M.r>) + 06) 

显然 de^ f M (y+ 6(/, iy} »deg ^ ^ deg g # (jj),deg hAy+Hx))^ 

degMjyi ， 因此 （ 邮 ) 式表明 7 ； 【 ： ^ 在 ^1 少 ] 中可鈞，矛盾，所以 AQ) 往 F^y] 中不可约 3 

1( • . 1 t TT h { J V .1 iX ^ 1 片 h • ■ 

点评： 

例 23 的结论使得有些: M_v> 虽然不能直搂用例£3的霸论判定它是否不可约 * 但是有 
可能通过把:V用: y + 6(dr 适当选取 &(^ t )€ Kl>：]> 代人，则可以用例23的结论证明 
f“y+lj ⑼在 Fb] 中不可约，从而 /„(>+ 在 FO] 中不可约。 

例29判断 RDr，：^] 中的多观式 /(Xfy) — X 1 ^ ^2^- ^4^+3是否不可约 * 

解 令 把 按照: y 的降摧排列写出： 

/(x，，) = y — 2ix + 2)y+ 【工 】 =■= 2x 3) 

y 用: y 十怎十 2 代人，得 • ^ 

/C + r v y + ^ + 2) - (^+x+ - 2 (^^ 2)(v + jt + 2) + ~2r + 3) 

【 y! 2Cx + 2 > 3 ^ + (x + 2)* — 2(x +2)jy — 2(,r + 2) ; + t 2 —2^ + 3 

— y 1 — CHjr-f- l>p '' 

取 6x+lt 它是 RDr] 中的 不可约多项式•且满足例 23 的条件•因泚 /U,：H^+2》 在 Fb] 
中 不可约 ，从而 /tr，：^ 在 FDy] 中不可约*显然 /Cr，y ) 揚中的本原多项式 •因此 
/u*：y) 在 roq ] 中不可约 : /? 

点评： 

例的中 y 用 j + x+ 2 代入，怎么想到取 6U>^^+2 *? 先把 y 用代人■计 
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W /(： roH ^(: r ) y * 然后为了容易 满足饵 23的条件•让3?猶綦數为0.从而知道应当取 Wjr ) 

=xH^2* \ I A u h " - ' [ > • • •• : ' !:. • 飞, 

锎30有一个连的士兵，三三歎余 2. 五五数余 1* 七七 数余乜 间*这个连的士兵有多 
少人？ 

解设这个连的 士兵有 T 人，则由已知条件得 

r*r ^ 2 (mod S ) , 

^ _r = 1 ( mod 5>* (97) 

_r 云 4 (mod 7). 

对于3和 5 X 7=35 作辗转相除法 t 

35 = 11 X a + 2, 3 ^ 1 X 2+1. 

干是 1 = 3— I X 2 = 3- lX ( 35— 1 】X 3) = ( —1) X 35十 12 X 3. 

对于5和 3 X 7=23 作辗转相除法： 

Z 1 ^ 4 X 5 + ]. : 

于是 1 = 21 —4 X 5 = 1 X 21+ ( — 4> X 5, 

对于？和 3 X 5 = 15 作辗转相除法： 

15 = 2 X 7+ L 

于是 1 = 15—2 X ? 司 IX 15+( —2) X 7. 

f ^2 X (-1) X 35 -MX 1 XZI +4 X 1 X 15 = 11. 

因此同余方程组 <9?>的全部解是 


11 + (B X SiX 7U f l k e z, 

一个连的士兵大约是一百多人，因此取 6=1 •得即这个连的士兵有 ns 人. 
例31设叫、/心是 瓦素的 正粮数4是任一整数 .. 明： 

二 ，‘: A ‘ •、荅 1 ^ m ^ b (mod 肅 1 > ^ I 氕？ I n > 

• •… I. :' 士： a 三办 ‘| uk 1 U 十 • 

当且仅当 a 三 (mod \ t i 


证朗必要 ft * i : f 已知条件得 w 是同余方程组 


x 


=if 


b 


(mod wi|) 
(mod mi) 


(98) 


的一个解■显然 6 也通 M 5# 方程组 <9 幻的一个解•因此据啣_余定理得 m im ) 


充分性楚显然的, 
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第 7 债 多 _ it 邱 


例扣在 I 中 f 求 i 的平方根, 


解 &1 = 7 XI 3, 由于7和13邊騫歎，因此 Zr,Zu 都是 _• 从而在右(或 u 中•丁的 
平方根有 a 只有两个中■设&是了的平方根，剛 

a 7 = I ㈢ 0^=1 

㈡ «? = 1 (mod 91) 



由于 13 = 1 X7+6,7= 1 X6 + K 因此 


(mod 7) 

( T：>od 13 ) 

(mod 7) 
Ciiuid 13) 

(mod ?) 
Imol 13) 


(mod 7) 
(rjiod 13 J 


或 


于是 


1 = 7 — 1 X S = 7 — 1 X (13 — 1 X 7)= 



(mod 7) 
(mod J3) 
(mod 7) 
(mod 13). 


(_ I) X 13 + 2 X 7. 


a = ± I X (— I) x 13 ±4 X 2 X 7 + Blk 
这不 13 土 14+ 9 iA 

从而或 -27 或荇或 ^ T , 即在氧，中 . T 的平方根有且狨有卞列 4 个; 

T * 64, 27, 90, 

也就是土了，士界， 


点评 t ， ， 

在公开密钥密码学中，选取两 t 大的素数 p 和 g , 它们不相等，令，霈要 在&中 

考虑一个元素泛有没有平方根.如果有，要把它的全部平方根求出来.运用例31的结论,类 
似于例 32 的方法可以做这件事情， ~ 


习题 7- 12 

1. 验证 KCxi 中加法、乘法分别瞒足交换律和结合律*还满足韻法对于加法的分配律$ 

2. 在 KU> 中把下述真分式表示成部分分式的和： 

* 
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jr f 一 Sx 3 + 4- jr 3 — 3 j + 1 ' 


3- 下列模 m 刺余类环中，哪些是域?唧些不是域？写出其中的可遒允_井且求出每个 
可逆元的 逆元： 

I ^ 、 ' ^5 * 2|fll , Z_jf 12}? * 

4 - 令 〜錢 ■ 



怔明 eF _ 于缠阵 的加法与乘法成为一个域.番且域 F 与复数域同构 a 


5,求小署^ 7 的自然数 x , 使得 Jtmm 0 7 imo 4 7), 

^设 /( x ；=^ - x f +ie z [ x ]. 判断 fu > 在<?上是否不可约 • 

* 7,设/(戈 ）=/— k 十 lezDd , 判_/<工>在0上是否不可约， 

8■攀/(』•卜 11./+4 〆 “ lOjH _.3: teH 判断 /<- r)&Q i : 是荇不可约, 

9 ■设 / < x ) = x 4 +3 x a +3^ 一 56 Z [>] ，判断 / U ) 在 Q 上是否不可约 ， 

10. ZaDr ] 中 — 求一个次数小于3的多项式 g ( JtK 使 
得/=及* 

11 , 设 F ^ Kix ) _其中 K 是数域，设 /, Cy > 是 F [ y ： J 中次数 n 大于0且系数屑于 K [ x ] 

的多项式.证明：如果把/『 (_ v ，看成 K 上二元多项式吋在 K [ ,\v J 中不可约，那么/ 乂 y ) 在 
Fid 中不可约. ^ 


第 U 題的逆命邐成立吗？郷如果在 F £：> i] 中不可约，那么把夂… 肴成 K 
上二元多项式时在 K[> ，夕]中一定不可约吗？ 

Li. 设 If 是数域 t 判断 /( x ^ y ) = T r / +^十). 8 — .y 在中是否不可约 • 

14, 判断 /(x、W=y—I’+x— 1在 ROoO 中是否不可约 • 

15, 判断/《，，) > = . 〆 一 4 i _ v +2 y —6.; r 4 8： y — 5在 Rj > d ] 中是否不可约,， 

16，有一个连的士兵•三三数余1，五瓦数余 2 ,七七数余玟问：这个连的士兵有多 

少人？ pSji 1 

17•在 Z ua 中■分别求I的平方根和3的平方根 8 

1&在 z ⑴中， f 的平方根存 在吗？ 」、 } , 

补充题七 ’ k 

L 设 F 是一个域.证明 T 在域 Fi ： 的-元多项式环 F |>3 中.有带余除法^ 


设 f 是一个域•证明：在 nd 中整除关系具 柯 反身性和传递性， 

3,设 F 是一个域，证明：在 P [>] 中如栗 J ?( T ) ly/D W 二 1,2,…那么对于任意 
iif Cir )( EFCx ]*/—1.2 •…，“都有 

jf ( jc ) I ( x>/i ( jt ) + w :( x ) yV (* r > 十… ^ w ,( x )/ f Cx >. 

4 •设 F 是一个域*证 明:在 ftor ] 中， / Tx ) 与相伴的充分必要条件是存在 F 中的 
非零元 c 使得 # {：!■), 

5* 设 F 是一个域，证明;在 Ftr ] 中，对于任惫两个多项式 /( X ) 与尾 O ) ，存在它们的一 

个最大公因式并且可以表示成 /(_ r > 与的倍式相*即 FU ] 中有 多项式 
w (: ，使得 

utx)/C j ;) + T / Cx ) jfCx ) = dix ). 

6 .设 F ®— t 域 . iiE 明： A : Fl >] 中，两个多项式 /( x ) 与琴 U ) E 素的充分必要条件裹 
在中存_多项式 ix ^ Cx ) ，使得 

wC ^ r )/( x > 十 iKd 茗(烹 ） = 1- 

L 设:厂是一个域， 明：在 F[_rJ 中如果 f (. r ) Ji (/( x ) .^(. r >) - 2 •那么 

f ( ar )\ hU ). 

8- 设 F 是一个域，证明：在 FU -] 中，如果 

1( 工 > 丨 k{x) * gij：> I /i Cx), (/Cj ：) tgCj)) — l, 

•么 fix)g(j ： y\h{jc) 9 

9. 设 F 是■个域，证明 AFDtJ 中，如果 

C / Cx ), A ( j )> - l f {^),/1(^)> - ! ( 

那么 （/【 JT ) g ( X ) * h { x ))= l m 

10 - 设 F 是一个域， F [ x ] 中一个次数大丁 1 Q 的多项式 PU ) 如果在 F[J ] 中的因式只有 

F 中的非零元和的相伴元.那么称 〆 y 在 F 上是不可约的*否则称它为珂约的•证 
明下列命題等价 £ 

C 1) 々(■!：>在 F 上是不可约的 t 

(2) p ( x } 与 F |>] 中任一多项式 /( d 的关系只有两种可能 (鹧 ，或 Cp(a ^ 

⑶在 F [> J 中如果 Af _ r ) j /( jOg(』K 那么 〆 j ：)|/(. r > 或者 / Kx ) U ( z ): 

(4) pU ) 在中不能分解成两个次数较低的多项式的乘积， 

11•设 F 是一个域*证明:在 F [ d 中肴唯一亩蔹分解定理* 

12. 设 F 是一个域. L 也是 -- 个域，£1 L ^ F . 证明；对于 FCrl 中两个多项式 / U ) 与 
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莒(尤），有 

⑴在 当且仅当在 中 g ( jr >\ f (. r ); 

(2>/Cx) 和滅 C3 在 F[x] 中的首项系数为1的最大公因式与它们在 中的首項系 
数为1的最大公因式相等I 

(3) / Cr ) 与，<尤)在 F |>] 中亙素当且仅当 /(、 r ) 与 J ?(_ ry 在 LO ] 中互素 • 

即整除性*首一嫩大公因式和互素性不随域的扩大而改变 * 

13. 设 F 是一个域, /(j：) 是 FU] 中的 u 次多项式； 

r^i , ii ^ ^ i" ||★ 卜、 -J: V ’ijft jr). = a^x 11 + 1 +a 卜 r +a 办 , : \ ii 

证明 s <1) 如果 char F ^ n ， 那么 /Uhll « -?.次多项式； 

(2) 如果 char F ||», 那么 /&> 的次数小于 n - l t 

14. 设 F 是一个域，不可约多项式 〆 1>是/(^)的一个 U 因式 ( Ol ) . 证明： 

CD 如果 char F = 0, 那么 /Kd 是/【I)的 ^~1 重因式•特别地， /«i) 的单親式不是 
/U> 的因式； 

(2) 如果 char F 式0,耶么 〆』0是 / ( z .) 的至少*—丨 t 因式，其中当吐扣 FUJI 
〆 (:r) #0时， /Ki) 是 C 工) 的 k —1 霉因式 f 当 char F 11或〆 ( jO =0时 * 夕(尤>是 /" (龙)的至 
少 i 重因式 • 

15. 设 FM -个域， E 明：在 FDr ] 中，一个次敗大于0的多禊式/(1>如果满足 

(/<^>,/^(^)) — 1, 

那么 / U ) 没有 t 因式， 

1S. 设 f* 是特征为0的域.证明：在！^；!中一个次数大于0的多项式 /u> 如果没有重 

因式，那么 

一 

(fix) % f Cj) ) — 1, 

1?■设 F 是特征不等于0的域，证明，在 F |>] 中一个次数大于0的多项式 /( J ?) 如果没 
有重因式，那么(/%^,/(工>)气 I ,或者 / U ) 有一个单因式 / KJ ：) 使得 //(,)，• 

1*. 设域艽的特征为素数举一个例子说明;在 FU] 中次数大于0的多項式 /Cr> 雄 
有重因式•但是 /(W 与不耳素 • 

19. 设 F 是一个域，证明在中•用—次多项式 „ r-<i 去除/( X),所得的余式是 
F 中一个元素 /U)* : 二 \ ’ 

肌设 F 是一个域，厂 u ^ J U]， 证明：在 FU〕 中 / — cj 整除/( X) 仅当 u 逞 
/U) 在 F 中的裉. 

21- 设 F 是一个域，证明 ：J FDlO 中的次多项式 /( x) 在 F 中至多有 ft 个裉 C® 



根按重数计八 

22. 设九是一个域 . iE 明：在 7. 】2节 的典型 钶题中把数域 K 换成域 [ 后 ， M 18、例26 
的结论仍然成立， 

23. 设 F 是一个域， 像明： F 上的 n 元多项式环 FJ >| •而是无零因子环，从而消 

去律成立， ， 

24. 设 F 是一个域，证明 s 在 Fix , , x w . 〕中，有 

deg /贫 ^ deg /-f deg g , 

M .设是一个域*证明： .. r : ，…， jv ] 也荷通用性质•即设况赴”个有单位元的 

交换环_且 I ?可以看成 F 的一个扩环（即 F 与1?的一个子环私同构，且及的单位元媸凡 

的单位元> ■则不定元■…可以用尺中的任意„个元素0 …山代人，并 a 这祌 

代人保持加法运算和乘法运算 a 

2 S …设 F 是一个域 . FO , flXs * … . X J 中每一个元多项式 jt _) 诱毕了 p 
到 F 的一个映射/: 

• • : J ' Jf I -~ Pi - • • „ ^ ^ ： ； f L 

Cr ] ^ ’ /fci *Ci t tC H )> 

称 / 是域 F 上的^元多项式函数 _ 举例说明上的两个元多项式相等■但是它们诱导 
的》元多观式函数不相等 * 

27* 设 A 是素数，在 Z f l > ，■^ .…中，用 S 表示由毎个筚项式中每个不定元的次数 

小于声的多项式组成的集合 • 证明：如果 4 (為，而，…,々>是3中的非零 多项式 ，那么它诱 
导的《元多项式函数 / r 不娃零函 数， 

28 ' 诎叨；&上的每一元函数，(即 C 到毛的一个映射 】 都楚厶上的"元多项式 

函数’且表上的每一个《兀函数都可以唯一地表 示成表 上每个变量的次数都小于2的 w 

元多项式函数 6 卜:〖，】<;，丨 ; y f ■/ 

29. 设 F 是一个域 ，在 FCii , X ,, — t X ,]中与数域 K 上的 n 元多项式环 

iCU ， Q ， ••• tX ，]— 样，有&除敗慨念，因武和倍式的概念，相伴的 槪念， 最大公因式的槪 
念*不可约多项式的概念 ■ 证 明：在 ，趫,中个次数大于0的多项式 pc^ lf 
龙 ... ••尤 > 本可约当直仅当它不繼分解成莆+次麵较低的多项式的乘积_ 

30. 设 F 是一个域•证明 : 在 F [> r ，:中有唯一因式分解定理. 

3 L 设尸是一个域，仿 ML ]2 节数域 K 上一元有理函数域的构造方法.可以构疲出域 
^上_-元有理函数域，记作汽以，它 的元声 记作■其中 / Lr ) ，# d eF [ d ， 且以 r> 
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^0. 证明 dtt 果 ehaf F = MP 是素数）.耶么 f 【 _ r ) 是一个特征为/，的无限域， 

32. 设 F 是一个域.类似于 F 上一元有理函数域的抅造方法可构造出域 F 上的 it 元有 

理函数域■记作它的元素记作其中 / C 兩…, a ), 

njc ,*** .2.16 F * r , ,： t ., …，」 __H g (. i \ * j ： ，… .-rj 判, 5F ■明 i 如果 char F ^= p ( p 1： 
索数 >* 那么 fCa a , …是一个特征为声的无限域， 

33, 设 K 是一个数域 ，L = ICCr "‘，_* 〜•设 

x ■心… r , ，.其中 m 是任一正整数.证明： /( m … • 〜^ ._ v ) 在 Fb ] 中不可约. 

3 L 设 K 是-个数域.证明 j K [ r , , x ,… • T ,- , ] 中存在任慙次数的不町约多 

项式， 

35•设 F 愚一 t 域 • 证明：在 F [ a ， . r 2 , . v , x ,] 中有对称多项式基本定理， 





► - 
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第 8 章线性空间 


现卖世 界纷繁复杂,从空闻形式看•有霞线和曲钱，平面和 拙面* 曲线中锒短的一小段 
可以用直线段近似代替，曲面 C 響如足球的球面》的很小的一部分可以用平面的一部 分近似 


代替，所以直线和平面是最基本的 图形. 平酣上的直线方程是 _ r ， y 的一次方程 *空 间中乎 
_的方程是的一次方程，因此直线和乎面可以看成是具有 4 *线性"的面形， 

现实 Iff 界的数量关系最简单的 是均勻 变化的关系， a 变量少依赖于变 ft X 而变化•自 


变从工【变到 _ r :， m 应地因 变量: ^从力耷到匁 


■ 


如果是一个常数 a , 那么 j 依 


赖于 x 是均勾变化的关系，此时 y 怍为I 的函数的解析表达式为即一次函数 r 
设:.量 .y 依赖于 m 个 t # u ” …， x , 而变化 H 变 t 从变到々 . 跋余自变坫不 


变，相应地因变里 y 从: y " 变到为 “如果是—个常数化•灕么依赖于 々 是均勻 

变化的关系，如果 y 侬赖于每一个自变置 A _是均匀变化的关系，那么 j 作为句❿，… Xi| 
的函数的解析表达式为 _ y = 这1 十 … ++6 ， 即: y 是 u : , …， _ r ， 的一次■数 * 

所以均匀变化的数暈关系可以用一 次函敷 或线性程组来刻画 • 从而均勻变化的数量关 

系可以说成是线性关系，对于非均勻变化的数置关系 t 在每个局部的一小段可以近似看成 
均勻变化的，所以线性关系是最基本的数置关系. 

既然线性关系是现实世羿中最基宇的关系，自 綠而 然地需要建立 一 个模型淹研究它 
们 • _析几何课程中研究直线和平面的强有力的 X 具是向逢，而向量具有加法和数童乘法 
两种运算.并且满足加法交换律、鲼合律等^条^株法则._高等代数课程第一学期的内容 
中♦研究线性方程组的 X 具是 W 维向董【即 W 元有序数组），而数城 if 上的 n 元有序数组具 
有加法和数置乘法两种运算•并且满足加法交换律、结合律等 8 条运算法则.由这些受到 
启^•用于研究线性关系的模型是一个抽拿的集合 V ，它有加法运算■并且域 F 的元素与 V 
的元素有纯贵乘法 ( 当 F 为数域时■称为数 M 痛法 >运曹.并迎它们_足加法 交换律.结 合维 
等8条运算法则，这时称 V 是域 F 上的一个线性空间，这就是说，域 F 上的线性空闻是研 
究线_系的数学樓型 • 即使对于非线性关系，经过局部化后，就可以运用线性空间的禳 
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瞳•或者用线性空阏的擄型研究非钱性关系的滅-侧而, w 此研究綫性空间的结构具有非 

常冩要的意义，它是线性代数的主要研究対象之一 ■ 

这一章就是要研究抽象的线性空间的结构，我们在 ® 一章中要阐述研究线性空间的铕 

掏的4条途径 s 

( i > 从元絮的角度 .为 r 使线件 空闕 v 中的毎个元素（借用儿何语窗称它为向 M >能 

用 v 中有限多个向量唯一地线性表出，引进基和维数的概念* 

<2)从 子集的角度. 为了容易找到 v 的一个 at , f [进子空间与子空间的直和的概念 I 
u > 从商集的角度.为/简化对整个线性空问 V 的结构的研究，给出 V 的一个 划分, 
把一个等价类看成一个元素•引进商空间的概念 i 

(4) 从线性空闻之间的关系的角度.为了研究域 F ± 的众多的线性空间*_些有相同 
的结构，引进线性空间同构的概靠 * 

在下 一营我 们将从研充线性空 H 之 W 保持加法和数爾乘法运苒的映射 C 称它为线性映 
_的角度进一步研究线性空间的结构 • 

线性代数鶬蕞研究线性空间和线性映射的通论 • 我们在 t 离等代数学习指导书 r 上 
册>> 中，在研究线性方程组有解的充分必要条件和解集的结构时.研究了 黑体的 线性空 
间一域 K 上 n 元有序数组形成的? t 维向量空间 i 研究了线性映射的矩阵表示_在<髙 
等代数学习指导书 （ 下册》再来研究袖象的线性空间和魂性映射的理论，这样安排教学内 
容，既使所有同学能适应大学第 •学朗 的学习，又使所有同学对袖象的线性空间和线性映 
射理论能理解得更掌握得 更好* 如果在大学一年 SLh 学期讲高等代数课时就讲袖象 
的线性空间和线性映射■那么只能讲数域上的线性空间和线性映射_而我们在下学期讲抽 
象的线性空间和线性映射时_讲的是任意一个域上的线性空闺和线性映射的理论，这不仅 
在理论上提升了相当的葙度，而且在当今信息时代有盡要 齒用, 

8 . 1 域 F 上线性空间的基与维数 

8, 1, i 内容精华 •- 1 _ 

v 餐 f 穸 m 卜 硪鹜 读灰咪 m :: • 

域 F 上线性空间的定义、例子和简单性质 

域 F 上线性 空间駐-个油 象的数学模型，它的定义如下* 

定义 1 一个非空集合 v , m 艰它有加法运算（即 vxv 到 V 的一个硤射 ）_ 它的元素与 



域之间有纯■乘法运簋 XEP FXP 到 V 的一个映射>_并且满足卩述8条:运奠法 

m ^ a ^ rev * VJfei /€ F，W 

1? (加法交换律 U ( i if ：,* i ^4 一 s ! 

2 fr ( a +沪 + 7= a ^ (計7、 (加法结合律）： 

3" V 中有 一 令元素•记作 0 •它使得 

u + 0 a* Vo € y* 

H 有这个性®的元索 D 你为 V 的零元 累1 

4°对于 <» ev ， 存在沒 ev \ 使得 卜,】！，卜 .. if .r , 

Q-\~ ^ ^ 0 * • 

具有这个性质的元蒺并称为6的负 元棄； 

5 a 其中1是 F 的单位元； 

fi - { kl ) a ^ k < ta )^ 

^ ik^D^ka + lm 
8' kU ^- fiy ^ k a ^ kp m 

那么称 V 是域 F 上的一个线性空间 & 

锴助几 何语言 •把线性空简的元衆称为向董，线性空间又甫称为向釐 空向. 习傅上把 
线性空胸 V 的加法运算_以及域 F 的元素与 V 的元素之间的纯董乘法运算说成瘙 V 的加 
法运算与纯量乘法运算•统称为 V 的线性运算 * 

线性空间的例子有很多.例如 E 

几何空间中以原点为起点的斯有向董组成的集合•对于向蠢的加法与数量乘法，成为 
实数域 ft 上的“个线性空间- 

域 F t 听有"疋有序繮组成的集合 f _ _対于有序组的加法 （把对应分址相加） 与纯璜 

乘怯(把 F 的元素♦乘每一个 分置） •成为域 F 上的一个线性空间•称它为域 F 上的柯维向 
懂空间. .. 

數域 K 上所有 An 矩阵组成的集合,对于矩阵的加法马数量乘法，成为擊域托上的 
一个线性空间，记作 ( K > , 

数域 K 上所有—元多项式组成的集合扣 !>], 对于多项式的加法，似及#申元索与多 
项式的数量乘法，成为数域 K 上的—个线性空间 • 

数域 if 上所有次数小于 n 的一元多项式组成的集合，对于多項武的加法 (. 两个次数小 
于《的多项式之和仍然是次数小亍”的多项式>，以及數董乘法 （任 一数乘任一次数小于„ 
的多项式所得结果仍是次数小亍„的多項式>，成为数域 K 上的一个线 性空肩，记 


b 钱性麵的 ft 4 _她 
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复数域 C 可以看成是实数域 R 上的一个线性空间•其加法是复数的加法*其数量乘法 
是实数^与复数？相乘. 

域 F 可以看成是自身上的钱性空间 + 其加法就是域 F 中的加法，其纯董乘法就是域 F 

中的乘法胃 ， 

设X为任一非空集合， F 是一个域，定义域为X的所有 F 値函数（即X到 P 的映射> 
组成的集舍记作浐，它对 F 函敢的加法（郎 ( / + g)U ) = fix >十 g U )) 和纯懂乘法（即 
(在 />(x)=A/U))， 成为域 F 上的一个线性空间.它的零元素是零函数，记作0，即 0( jt ) = 
0, Vxd : ' • 

从上述例子表明 + 线 性空间 这一数学模型通用性 很广. 我们研究抽象的线性空间的结 

构能从线性空间的定义（有加法和纯董乘雒两种运算，并且满足8条运算法则>出发，作 

逻辑推理.深人掲示线性空间的性质和结构 a 在作探索时，要菁于从熟悉的具体摸型 i 例 

如，几何空间或者败域 K 上的 n 维向置空间的性质和结构受到启发，作 出猜剛 •但这不 

能代替 证明， 如果的性猶和结构的证明只用到加法和数董乘法及其满足的 B 条运算法 

_，没有用到”藏有序数组的具体性质,那么这些证明酊以照搬到抽象的 线性鸯 间中来 t 否 
则•就要重新证明。 

从域 F 上线 悸空间 F 满坻的8 条运 算法则可以推导出线性空间 V 的一些简单 性祖' 
性质1 V 中零元素是唯一的 

证明假设 O t ,0 £ 是 V 中两个零元素 


M 此 0, =o E 


0 i +0# —'01* ^ 

0 t +0 i — 0 i + Ot 




性黡 2 v 中每个元素的负元素是唯 
证明假设戽，與.都逛,： 的负 元素.则 


卜的 



_ 




(译 +a> + 译 ； (a H-j9t > + 译 = 0 + ^ = 谗， 

(卩 \ + 13 ) 4 = fix + (o -h ) /i + 0 = 社， 

因此择 = j9r- I 

今后把 V 中元素 a 的唯一的负元察〖己怍一 & 利用负元素，可以在V中定义减法如卜1 


性质3 Oo ~ 0 * V o €■ V r , 

| £ 出! Qa +0 q =(0+10 )a = 0 a 


dd 

芦 (一 淨》 




^ - 

1 Jn 


M 1 ^ 




两边加上（一 得 • f 

(Oa + ) ~h ( — Oa) = 0a + (- 0 没 ） ， 

利用结合律和运箅法则得 

Da ， 0. H 

性赓4 kO = 0 ^ k € F . 

证明 kO + 务0 ; 4<0- H 0)=^0 s 
上式两边加上 C &々0), 可得 

々 0 — 0 # ■ 

性质5如果 h = 那么 k = 0 或 a = 

证明假设 A 式0 ,则 

a — la — (k 1 kin = k [ (ka) — k [ 0 = 0. _ 

性质 6 Va € V . "' 

证明 a +(- n a - U + < — I = [ I + ( — 1 >]。 = , 闪此 （ 一 】 ) a -~ 一 ■ 


二' 向量集的线性相关与线性无关，向*组的秩 

为了研究域 F 上线性空间V的结构 H 然垦从V有加法和纯#乘法两种运算出发. 
对于I中的一组向量。 | w … * 域 F 中的一钼元索々 為、… 上 . 作纯撤乘法和加法便 

0 I •攀， ^ f # T •■ , ■ , 家 1 !爾 

得到； ‘ 


ki<n i ~k a ： 



根据 V 中加法和纯通乘法的定义知道為 ai + hit 十 ••_+★ 此仍然是 V 中的一个向通，称这 
个向最是 ai ，幻 f …， a , 的一个线性组合。 

像心《 :.… ， a 这样按靖 ^ 定顺序写 __# 限多个向職(其中允许有相同的向量 V 称为 
V 的一个向 ■: 组 . 1 f 夂， 


V 中的一个向量尹如果能 够表示 成向量组心 也 的一个线性组合，那么称 身可以 
由向盘组 aj .的，…， a , 线性表出. 

在数域 K 上 n 维向辕 空间中，设 n 个线性无关的向则中任 

一向童沒都可以由向 貴组町 ，町•…,〜唯一地线性 表出， 由此受到启发•自然要何：在域 F 
上的线性空:间V中，能不龍找到一组向董，使得V中任一向量都可以由盘组向量唯一地线 
性表出？ 从 K - 中上述结论的推导过程受到启发 •首先 霧嬰引出向量组线性相关和向量组 
线性无关的槪念.为了使线性相关和线性无关的槪念有更广泛的适用范围 t ，我们还绘出V 
的子集 （有限 子集或 无跟子 集>线性相关或线性无关的概念， Sllr 





定义 2 


研究的对象 


向 l it 姐 


V的•空冇爾薈集 


的无觀子集 


J ： 线性從间_«匈维数 
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t_ 性空间 


线性相关 

■ '• 


F 中有不全为 D 的 
元索 * i . … 4,* 使# 

A ， ATI + …4 k M a 0 


给这个子® 的元家 
—种编号所 祺的尙 
® f 〖线性相关 


w f )" — r 限子 ■ 
线性相关 



线性无关 



+ 可以推出= 



给这个子集的元累一种编号所得的向啾钳线性无关 



的 if ufW 户犯邯线性尤发 


空集（作为V的乎集〕定义成是线性无关的 # 

单 t 向量0组成的子集何时线性无关？ 

线性无关《向盥组《线性无关 
’ • ㈡ 从如 r :0 可以推出务 sO 

<=^ ff #0. 

最后一步是根据性质5得出的. 

从向世组线性相关的定义容易得出： 

命题丨在域 F 上线性空间V中，如果向饊组的一个部分组线性相关，那么这个向量 
组线性相关， Wi k ^ f 

从V中向歐集线 性相关 的定义和命题1立即得到， 

命题 2 在域 F 上线性空间V中.包含零向 迸的向 W 集琺线性相关的 
从线性相关的定义立即得到： 

命题 3 在域 F 上线性空间 V 中，55業个数大于 I 的向 ® 集柬 线性相关当且仅当 W 
中至少有一个向 fl 可以由其余 向猶 中的有限多个线性表出， 

从命翅 3 看到肩置集线性枏关■的概嫌使我们能研究一个向童能不能由有琅多个向以 

线性表出的问 题，、 : t ... ，、 ； 

如果向量声可以由向董集 W 中有限多个向量线性袭出•那么称厂可以由向置集 W 线 

性•出 • 

为什么要有向糧集线性无关的槪念_这从下述命題可以 看出： 

命鼸4在域 f 上线性空简 v 中，设非零向懂可以由向量集 "ir 线 性表出 •侧遽法唯 
一 的充分必要条件是向 ft 集 W 线性无关， - , 





-。从办 - — 丄：： :」, 一 *15 0 —缉性空闻 

证明充分性设向釁集妒线性无关•由 E 知条件 j 可以由向凿集 W 线性斑出•假 
如有两种為出 方式： 


^ — 秦 iai + …+ ■… 

沒 = Z A ai + …+ /，av + / …巧 + ㈣’ + /… v, 4f f:! 11 [iwt^ 

其中 G: .… -m ■…，功 ()、 f !! i (3) 式减去 （2) 式，得 

0 = ^ ~ A>m + ^ + (k F ^l,)a P -h k^iMi + + k^ s u, — l^ x Vi -- i 

fll 于向 M 集 n fck 性 t 关，因此向 M ill o ，… * * “： * …， 《 ，川 * …，线性无关 

式得 _ 


(1> 

(2) 


ik 


rK^ji, — /^|V| — — Iv " 

，以.％ •…， n f 线性无关，从 [ft: 山 L: 


在 I 0 i ■** fM f 一 if r ~ 0* H | ^ ^ 1 " 1 ^ || 4 = = »** ：= n r 0^ — 

屮是尽=1% +…十是心是芦由向#集财线性表出的唯-方式 s 

必要性设沒由_量集 W 线性表出的方式唯一•假如向通集 W 线性相关，则 W 有一 
个有限子集 U , ，…}线性相关•于是在 F 中有不全为0的元索6 ，•“ ■之使得 

#jin + … -b > = 01 . 0 《 3) 

由于/?可以 di w 线性表出，因此 I 


0, 


0 _ H 1 = 


(31 


其中 /. 5^ K / 


由于是 


p = iiai + "• + / 爲 + / rM % + .“ + ▲ 

f=l •…， f > t 把 (3) 式和(4》式相加■得 

P — ( ^i + L + … 十（表 * + i.)a 3 4 - Ir+t^ + … l ㈣ v t 
也不全为 0 ■因此有序元索组 

( £t # iki +h •…成 ，… d r 


u ) 


：C 5) 


A > 



J _ s 卢由向置集许—线性表出的方式不唯 -* 与 s 知条件矛爵_因此向番集 W 线性无关 


从命题 4 看出■引进向量集线性无关的概念是为了使能由这样的向量集线性表出的向 
螢其表法唯一 • 由于向置沒由向世集撕线性表出的定义是身可以由讲中有限多个向册线 
性表出 ，因 此今后我们集中精力讨论一个向量由一个向量组线性表雄的闻顧 w 
首先讨论一个向最可以由一个线性无关的向量组线性表出的条件_ 

命 U S 在糲 F 上线性空间 V 中，设向量缀卿，， . ••叫 .线性无关，则向量尽可以由向最 
线性表出的充分必要条件是屮线性相关， 

证明必要性由命题3立即得到 • 

充分性由于 a ! •… ， o , ，过践性相关， 隨此牟 F 由葙：杂！1 A L ml i /At 4 fei 


觀如则 i 由 《6) 式禪 


ti ■磺线 性相关，因此在 F 中有不全为 0 的元素（，…成， /, 使操 

知 + >** + Ai* f ^ = q , f :i, (i 


( 6 ) 


^iaj •** + k^a 


(7> 
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* ‘进一歩想问：…个向量组的任意两个极大线性无关组所含向量的个数是否相等？为了 
解决这个问邋，先放宽条件一般地考虑 t 如果一个向董组可以由摄一个_组线性表出，那 
么它们所含向量的个数之间有什么关系？从几何空间中的例子（参看丘_声.高等代数（上 
册>.第2版*北京，高等教育出版社 ,20Q3 年版第75页)受到启发,猜想有 F 述结论： 

引理1在域 F 上线性空间 V 中.设向量紙戽 ， …#可以由向撖组, …， a , 线性龜 
出.如果 r> ■“那 么向®组译 t …■库线性相关* 

引理1的证明与《高等代数（第二飯）上册1第76 页的 引理〗的证萌完全一样，这里需 
要指出 ； 上册中关干数域 K 上线性方程组的理论在把数域 K 换成任意域 F 以 g 仍然戚立 , 
引埋1的逆否命题自然也成立.即 s 


推论 I ft 域 F 1 :的线性空间 Y 中， 设向 fttHU + …，涔可以由向 tt 组〜^线性表 
出，如果庳，…必线性无关•那么 r < s « 

从推论1立即傅出： 

推论 2 等价的线性无关的向■组 所含向 ffi 的个数相等， _ 

从推论2立郎得出 ； 


推论 3 —个向置组的任意爾个极大线性无关组所含向董的个数 相等。 
从推论3受到肩发.引出 T 述重要 概念： 


定义 S 向 M 绀的极&线性无关绀所含向 M 的个数称为这个向量组的秩把向讀组 
a-i ，… ta * 的秩记作 rank { o t ，… 

全由零向 M 组成的向 址组 的秩规定为。 . 

向獄组的秩是一个非常深刻的戴要槪念„例如，用向量组的秩可以刻画向童组是杳线 
性无关.即从向 MM 的秩的定义可以推出下述命题： 

«| - c * 


命題 ft 在域 F t 的线性空间V中肩 銳组勿，…也 线性无关的充分必要条件遥它的 
秩等于它所含向黌的 个数， h>JR ^ - 

比较两个向激组的秩的大小的常用方法有； 

命题 7 如粜向域组《 : ，… w 町以由向 S 翊 A 戽线性表出，那么 rank ; & •… 

< rank {^ i ，― ^ L i:i r • s ./ H ..!, ， 4 i . 


命題 7 的 iiE 明只毁分别取这两彳-向绀的一 f ， 极大线性无关组•然后运诩推论〗便可 
得出结论 & 『 W - 产 


从命题7立即得出： 

命题8等价的向 ft 组#相同的秩_ 



尸上线#空軔的基 与维数 


■ 
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三、基与维数 

从几何空闻的结构.数域 K . tn 维向撤空:间的结构 等受到 启发,研究域 F 上线性 
空间 V 的结构同样需要有基的槪念， 

定义6设 V 是域 F 上的线性空间中的向 ( ft 集 S 如果满足 F 述两个条#1 
I 4 向 M 集 S 是线性无关的 t 
y V 中每一个向量可以由向世集 S 线性表出， 

那么称 S 是 V 的一个基当 S 足限集时•把 S 的元素排序得到一个向世组，此时称 
遠个向逝组是 V 的一个有序基 ■ 简称为基 ■ 

只會有零向傲的线性空间的基办空集_ • 

任一域上的任一践性空间都存在一个基吗？因镲是肯定的 • 证明需獎用到偏序集的 
概念和引理 * 现在介绍如下： 

设 W 是一个集含， . S 是由 W 的一4干集纽成的集合 ^ 在 S 中任取两个元素.它们可能 
有包舍关系，也 T 能没有包含关系, VV 的 f 柒的包含关系 S 称为 的一个偏序，并且把 s 
称玲偏序集偏序集 S 的一个元索称为 . S 的一爷极大元素，如果不4在 Bes 使得 
Ad 彳且/\弇丄 编乎岑 s 的一个子展 t 你为 s 的一条链.如果 r t 任意两个元素郝:翁包含 

关系 ■ 设 U 是 僞參集 S 的一个子集，如果 s f 有一个元素 0， 使得对所有的 X 6 C 7 都有 
那么称 S 是 C ； 的一 个上界 M ， 

1办 ni 引理若一个錄序集3的每条链都有上界•則 S 有一个极大元 *• 

定理 I 住一域 F 上的任一线性空间 V 都有一个基。 

* 证明按照基 的定义 •要找出 V 的一个子集满足两个条件，第一个条件是这个子集是 
线性无关的_第二个条件是 v 中毎一个向 a 都可以由这个子寒线性表电_为此我们把 v 
中所有线性无关的向置 集组麻 一个集合.记作艮显然 S 财于 V 的于集的包含关系成^ 
t 偏卬隻我们要在 S 中找一个元索•希 雙它满 足上述第二个条件，直觉判断应找 S 的一 
个极大元索 • 那么 S 是否有极大元衆呢？根据如―引 _* 礙当任取孕的一条链： T . 段 
r = na | i € Jh 其中 j 为指标集、去证 r 必有上界.为此令 

[ I . u )r B = UBi t ： x , , 

如果錐证 B 暴线牲无关的，那么 B € S _ 又显然有 V . i 每/,因此 B 難是 r 的计个上 
界*现在假如 S 线性相关■则 B 有一个有限子集 C 是线性相关的，设 

. C = (0| dOl >*».43 Fr|f . 

设 々 I €七》你€ A ,. • til 于 T 避一‘条链，_因此 B 【 t 中必有一个包含了其余 个 J | 
不妨设它 为玖 "于是■由于纨是錢性无关的，猶此 C 是线性萊关的， 矛盾. 选证明 
了 B 是 线性尤关的， 應醑是 T 的一个上界 •因此 S 有，个极大元索 Av 从而 urt 是线性无 




关的向*集,在 V 中任取一个向 量心若 a eA , 则由4线性表出 C 因为若 
« eA . 则■由于 A & S 树一个极大元索•因此 AUfffKf S . 从而向重紫 ALMW 
线性 相关， 于是 AtMW 有…个有限子集 A 是线性相关的，必有 A〆 否則 ，戒 
子集_矛盾 U 

由于 A t WgA . 因此 / l , W 线性 无关, 从而据命题 m - a 可以由 .1 Ud 线性表 
出 • _此 a 可以由 A 线性表出。综上掰述得 _ A 是 V 的 一 ？、_ , _ 

既然任一域 F 上的任-线性空问都有 ■个# . W 此我们引出 F 述概念； 

定义 7 设 V 是域 F 上的线性空间*如果 V 有一个基包含有_多个向世，那么棘 V _ 
有晦维的 r 如果 V 有一个基包含无穷多个向 M . 耶么称 V 是无限维的. 

例如_数域 K 上的《维向册空间 P 是有限维的： JC[ r 」y £限维的，因为容易泣⑴它 
有一个基是 

{ 1 U ， JT 3 t • . ，，：■ ,”•}■ 

定理2如果域 F 上的线性空间 V 是有限维的 r 那么 V 的任意两个基所含向量的个数 
相等 u 

证明抿据定义7 • V 飪一个块包含布限多个向 M ^ +化，… ■设 向 ㈤ 集 s 趣 V 的 

另一个基.假如 S 包含枘向姐个数多于 w 个_则 S 中可取出 》+ 1 个向量必，典，…，爲 M ，它 

们坷 以由 flf M …，<1,线性表出.据引理1得，并，角，…，尽 41 线性相关，这与 S 线性尤关矛 

盾*因此! Sl ^ w , 设 S，、H 棘 1，粮据推论2得 ， m = 1 ■ 

推论 4 如果域 F 上的线性空向 V 瘥无險维的，郎么 V 的任童一个基都包含无穷多个 
向二 

证明假如 V有一个 綦包含 有限多个向置•那么从定理2的证明中看出，V的任愈一 

个基都包含同祥数自的向馕•这与7迤无龈维的线#空间矛盾 * 因此 V :的任意一个祐都 
包含无穷多个向置， ■ 

从定理2和推沦4,可以给出 F 述■要概念： 

定义 8 设7是域 F 上的錢性空间，如果 F 是有限维的，那么把V的—个基析含向兼 
的个数称为V的维数.记# Sm , V\ 簡记作 dhn V!如畢 F 是无限维的，那么记 diroY=w* 
由定义8知道，只含；向摄的线性空间的维数为 

从基的定义看出.对于线性空间 Vv 只麥知道了它的一 个基. 癉衡V的绾构就完全锖楚 
了 • 对子有 H 维的线性卞间V，它的维数对于研究V的结构起着重要的作用， 

命題 9 设 V是域 F 上的现_线性空两.卿 F 中任意 n +丨个向线性相关 - ’ 
证明从定理2的证明过程可看出， ■ 

r 命雇设V是域 F 上的 n 维线性空间.则V中任意 n 个线性无关的向董都:是V的 






I 錢性空间的 H 与维 ft 
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一争基 _ ’ “ 1 、 … ’ I : IF ftf > ! «V I - 、 1 5_ L H 

证明在 V 中任取 It 个线性无关的向量,知 . 对于 任意沒 e w 根据命題: 9 得 * 
知，0线性 10?)^ 从而据命迥^得咐以山 … ，f ”〜■ 线件表出 ^ W 此 aw : ， 
… *CU 是 V 的一个基。 ■ 

命题 H 设 V 是域 F 上的《维线性空间，如果 V 中的每一个向貴都可以由向量组《卜 
a * t ■** *0, 线性表出 H 么 ftj »02，…，£1_是 V "的一个基 t 

证明 v 中取-个基4, . 在，…4，由已知条件得.向尬组 H … I 叮以由向傲组 
ai fOi w * a * 线性表出，因此 

rt — rank ⑶為 ，…， D ^ rank ( a ； * a ： * a n } ^ n * 

由此} 4 出 * rank^aj - a ： •… .<?* ! = w . j - 适向■组 st i 》 a ™ 线性无关;.因此 a * a ：： * … _ a , 迅 

V 的一个基 u _ 

命题 IS 设 V 是域 F 上的《维线性空间 ， 则 V 中任意一个线性无关的向量组都可以 
扩充成 V 的一个基^ 

证明任取 V 的一个线性无关的向量组 《 •…，〜。 荇 r = u v 则 fiV 的…个 
基下设 r n ， 此时\/中必有一个向从 ,(?' 不能由 fl , 线性表从而向 MIU ,. …. 
^沐线 tt 无关 （ 根据命麵5>..若『+1 =心则向量组仏•…， l 芦怪 V 的一 f 遙苦 
r +]<〜_ V 中有一个向廬象不能比…线性 农出 ，从而 a •… n •碎， ft 线11 t 
关- 依次下去.可得到线性无关的向量组 


m •… *<*，*與 ，… 、尽 - m 0 •〔 

K 中 r + j = n . 从而把紙 ，…， A 扩充成了 V 的一个基， 

设 V 是域 F 上的《维线性空间必 ，匕 .…為 S V 的… 令基、裉据命麵 I 得， r 中仃 
向量 a 由基 ai 必线性表出的方式唯一 r 


v 1 a — tti cn + «2 «ii 修 … 1h H f 

我们把系数组成_取元有序组(写成列向埴的形式: Ka ,， 称为 a 在基，如 


F 的坐标. 

四、塞变换和坐标变換 



设 V 是域 F 』_ »维线性空间，给定 V 的两个基, 


m ter? f … ，办 * 二 p ，典 !#_*• *J9L. 

it v 中向 to 分别在 这网个基下的坐 I ® 为 

^ = (^l •Zj ， Y = iyi ，Jy <**.，％)' 

试问 s x ~ y 之间有什么关系？ 碥 /.f ： 





ii 
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第 8 黹线件空间 


首先需要把上述两个驻之间的关系搞消楚 . 由于〜曲 ，… 

足 V• 的 H 13 此有 

“ 1 i Is = a r jai + dijoj + … +n_ia_ ， 

— 


(8) 

• 1 *Mil ^ l-i 1 • i* r ~ W i A ^ 条 … " || •❹ 

为 T 使推导过程简浩，我们引进一种形式写法 ， 


J：! 


々<»】 + Adi + … Tif- — (at |£U ， … 》 a *》 

3Ct 

• • 

■ 

9 

(9) 

进而把 (so 式写成 

1 


1 H\i ㈣ • ,1 丨 * r …， i* I 1 (a^n a lt : 

fill- 

■ 

^= c«i a ] 1 

4 k , 丄 .' 」 : : 

aifr 

m 

« 

_ 

- (10) 

f h ， h 4 入 • • ^ f : 1 

a__ 

? t#si 

我们把 uo) 式右端的矩阵记作称它到 m ； 的 #,•* 

的过渡矩 ft, 于 

& (10) 式河# 写成 

爹舞 . 爲， … fj^r) ~ (crt »oj ，… 


(11) 


引进瑕式写法的好处不仅在于使表达方式简撺，而凰由 f 形式写法是模仿矩阵乘法的 
定义，倒此矩阵乘法所 蘇足的 运算法则对于形式写法可以类似地证明其成立，还可以 

翁 Mis 


<tn . a ” + (沐，择一 +择十洚，“••《„ +尽）， (]2) 

在 （ GI … ( ift , Jmt 、 …， ka m h ( J 3) 

它们分别类似于 • 元有序组的加法和麴董乘法•、因此形式写驗满足下列运算法则： 

[Ui «山，.“•《， > A]B = r 灼,… ( 14 ) 

(ai …必 ） A + ( ai 必，…必 >B = f a ! ，的，…，+ B ). ( 15 ) 

……) A + (历 ，典 甲(奶+眾，峰十存 • …，〜+ ^ >A t ( ig ) 

tHai tajj •… 吻 ）] A = Caj )<-M> ^ k^i m _ *“* ，办 >A], (17) 

利用形式写法满足的运算 法则， 可证明下述命廒： 、， 

命理〗3设①是 V 的一个基.且向犄组呙，许，…满足 ？ 

《用 ，译 ，…•汉> 土 < tti ，奶..“，叫） A , ( is ) 

则典，爲，…•爲是 V 的一个基当且仅当 A 是可逆矩阵. 




维柙 空闽的 _ 与_數 
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证明译 * 热.…必是 V 的一个基 
㈡ “，&线性无关 
㈡ 从 Aifii + k ：^ 4 _■_+ 蚤 ■^,=^0 可推出 k 产 k : 

f 去 I • Al l 


㈣ 从 ( j 5 m 游，…^) 


4可推出 


k . 


㈡ 从 < £U t GU •…， L 4 


0可推出 




从 /l 


o 可推出 


0 


k 爐 


« 齐次线性方程绀 AZ =0 只有零解：， $ n 
<=> IAI #0 

㈡ A 是珂逆矩阵 

在上述证明过程的第 s 用到丁 n ，…❿ 线性无关的条件 

观在来问答"在不间榷卜的坐标之间的 泠系姑 i 卜么的问题 t fUT 

— (am ，…， a*>X =(芦”择，… 

哪，:秦， ’*’ ，/4义 = "- # a B )At 


所以 


(Uj •… >X =( 沒 ! .爲， … = (0 t ，dr .… *G- )Ay* 


由此樽出 


AK 


从 （19) 式得出 






■ 


U 9) 


(20) 


8.1.2 典型例题 


例 1 检吩下 列® ft 对于所指的加法和数 U 乘法是资构成实数域 R I .的线性空间 


( n 所有正实数组成的患合 R ' 加法与数童乘法的定义为 

a © A ^ r V a tb € R + t 

i , Va € yt.k 6 

(2) 定义域为开 K 简 , 關为实数集 e R 的所有函牧组成的集合 R -一 
的加法与数量乘法，即 


( 21 ) 

( 22 ) 

付于函数 


f / 十 g ) U ) 
( kf } C j ^) 


dvi 




- 


/(义）十茗 * V/. 兑 £ R . r 6 U“b、- 

e R — 1 』 e € ia^bh 


( 3> 定义域为开区间 Ca •於 •陪域为正实敢集 eR 4 的所有函数组成的集合 K 
和数董乘法的定义为 

== fi^ygtx) * v 6 it r t (ujj), 


UM 


. 加法 


(23) 


ili 1 ! 


(A-©/){,r) — L/(x)j* - V/ e K ,k e RtJ€ fofA)i (24> 

U .1 K 间 ui 上的所有"次可啟函数®成的*合，记泎 (d jh 对 f 函数的加法与 

数量 \ J 

解 ci ) 由: f 对汀想 《,/， eR + 有簕 eR + . G * ei « ，因此 mc 2 j ) a 22) 式定义的 
加法和数 M 乘法的确是 k 由于对任有 

a ^ b = ai^ — (mi = h a , 


a ® b = uff ^ iMi = b @ a . 

ia ® b >(±) c = iah } c^aiky =-o © ( b ® c ) 
因此 IT 里川 （21 )式定足的加法满足交换律和结合律， 

凼 f 对任意 a 6 K % 有 

a (±) ! — a 1 — a f 

因此] 是 IT 里对于用 (21) 式定义的加法的零元素。又由于 


㊉ 


— 


因此 IT 里每个 元素“都有对于用 （21) 式定义的加法的负元素丄 t V ‘ 

! a 

对任意 a */，6 R + d./e 有 

1 ©a = a " = a v 

( in ©« — a u = ( a : )* = UOo )* — kQ ( lQu ) ^ 

(i + /)©a = = W t (A©^) @ (/©a) * s ’: 生典 i , 

k&ia © fr) = 4 e©<£^) — iak> A — a 1 ^ 4 = CkQa) ® (*®*) # 

因此 IT 对于用 (2MV(22) 式定义的加法与数量乘法成为 R 上的性空间 • « 





1 钱性空岡的 4 与维数 • 以 】_ 


(2) 任取有 

= iT(j：) + fix) 

千 ig ~h f > i ^) * i x & ia * b ), 

[(/ + + Aj(ir)= if 十 u ) t j) + ACjs) 

=/(jf) + 友 Lu) H- ACjt) 

=f /Cj ：) + (/f *4 t hy(x) 

- i ；/ 十（真寸办）](工）， V_r e («,&>_ 
(/+ 0>{jr> — /(j") +0(x) 

^ J (. x ) * Vx ^ (ai * b ) i 

因此 

/ + 片 = 犮 + /* 【/ + 九 0+A = / + <g + A) t 

且零函数 0 楚見一对 f 函数加法的零元素 = 

. ., . ■ rL • .' . - ，- •. . _ 

对于、规定（一 / M ： r ) — - fix ) - V _ r € ( a . h )\ 显然有 

[/ 十卜 />]( 尤） = fix) + (〜/)(:> = 0. Vx ^ 

因此 ^ 


/ + C — /) 口 ‘ 0 . 

关 子数遒 乘法的 4 条运雾法则也容易验 KE 成立 • 因此，⑽最 R 上的 一+线 性空间 

(3> 任取 , Vx €《 ei ，6), 有 ( — 

= gi^)M 

= <JT ® fHs ) * 

[(/© 芨） ㊉ 狼 r)= (f®g)U>h(x) 


二 /(^ y ^ u > hta：y 

= fix ) i ^ ® A ) C^r > 

^ £/ .© ^ ^ ®^h ) ]< jc > 
{ f ® "(■*>= /( x ) Ujt ) 

^ /(,r) - I = /(，> • 




因此 

/© 贫 = 故 ㊉ / ， (/© 尽 )= /® <jt© 1 由 f ， 

f - 逄常值函数]是关于加法的零元素 .， 


对 1- reR 




令， JT ( X ) ^Ytx) • V 以*右>« 侧 


t u 1 ^ Mm t r 
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(f ® = f(x)g(x) = 1 * Vz 6 (a*h). 

因此#是 / 关于加法的负元素. 

任取 /,^€ R T<J ' tS ^,/€R. 

(10/)U) = [/U)] 1 = /(x), 

[(Jt/ )©/](:) = [/( 沈 ):l w 

[(/(ar))’]* 

^ !(/©/> <^>? 

=[ A 0(/©/)] Cjf >» 

= fix^fCxV 

- [<A®/>® C^O/)]U>, 

U0(/®if)3(x>- [f/® ^)(^)3* 

=C/ Cj：)) a {gCj^)) 1 
=[(^ © /> (^ r ) ] [ C i ©g > { x )] 

= [CA© f) © ( 是 © 尺 )] (: r) . 

涵此 

i ©/ = f *©(/®/>， 

U + /)©/- ⑽ /) ® ( IQJ 1, 

A©f/ ㊉玄） = uQn © (k&g% 

缭上所述 •R’w 对于用 ( 23) 、（2 4 ) 式分别定义的加法和数量乘法成为 r 上的一 个线 
性空间 a 

( n 设/，貧 e r •_ u ，/，） . 由数学分祈课种的结论知遒.厂 f g . k/e (〜 u ， w , |又:中 
因此函数的加法与数 ffi 乘法的确垲 e 、 心/»>的运算 . 

由第⑵小题的证明过程看出 .dujy 中，满足关于加法与数置乘法的 g 条运算法 

则*因此 似对于 函数的加痺与数蠢乘法形成 R 上的一 个线性空间, 

点评 t 

例1的第 U ) 小®中」对 f 用匕1>式定义的加法的；疋素^是 j 对 T 此加法 
的负充素*第< 3 )小理中*常值函数1是 Jr " 对于用 C2:i】 式定义的加法的零元素 

是 /U) 对于此加法的负元索•由此#出，线性空间中的 41 零 mM ” ，一个元索的 .* 负元 


F b 蘇性空 闻_基与雄数 


* 2 U • 


索”是由该空间中定义的加法来决定的. 

例 I 的繪 U ) 小题中， IT 是实数域 R 上的鱗 性空间•因此在做数 獯乘法 时4是实 
数.而《是正实数.这…点要加以注意，即若 V 是域 F 上的线性空间，则做纯量乘法时, 
是把域 F 中的元素与 V 中,的元索相乘，因此对于线性空间一定要明确它是哪个域上的线 
性空间， \ • 

例2设 V 是复教域 C 上的一个线性空_，如果加法保浄不变.而数量乘法改成： 1 

k * a - e c,。e V ， (25) 

其中 I 是 6 的共轭发数.试问：集合 V 对于原来的加法和用 （2 S ) 式定义的数量乘法是否抅 
成复数域 C 上的一个线性空间？ 

解V对于原米的加法当然满足4条运箅法则 a 又由 f 



(M ) * ff = klg = k let = kil - a) = k ^ ( / * a). 

+ 1) * or — A f h = ik 7 )a — ka hi ? = Jt * q h l * a % 

k * (a +/£f> — ito - \ 0 ) — ka - 1 - = -h • a ^ k. m 

其中自此 V 对于原来的加法和用 (25> 走定义的数量乘法构成复数域上的 
一 个譏性空间. 

点评： 

— 4例2的解法看到.关键是复数的共轭具有保持加法和保持乘的性质 :々寸/= k - I * 
h = D . W 此 K 数域上的线性空间 V 对于原来的加法和用(25>式定义的数量乘法也成为滅 
数域上的^个线性空间 • 虽然这两个线性空间作为集含是同一个集合，而且它们是对予_ 
一个域而賓 ，但 是其中的数鐘 乘法却 不一样，因此它们是 麓数域 上的夢同的线性空间 p 由 
此受到启发，对于域 F 上的线性空间 V . 如果加法保持不变•但是纯量乘法改为 

4*0 = )0, V ir 6 Ffo € Vf i f <26) 

其中是域 FV 到 @ 身的一个非零映射，且保持域 F 的加法和乘法 （ 此时称 * 鳥填 F '的一 
个推零自同态 >，邶么V对于原来的加法和用(邱>式定义的纯豫乘法也成为域 F 上的-个 
线性空间•这是与原来的V不同的线性空间， _ ' " 1 


拥 3 实数集 R 的，下列子集对于实数的加法.以及有理舉和实数的乘法是否形成有理 


数域 Q 上的一个线性空间？ 

⑴全沐 iE 实数 IT 】(2> Qi ^2)^( a ^ b ^2\ a , b ^ Q ： 




獬⑴ 由于每 IT •因此有理数和实数的乘法不是 IT 的数鸶乘法* 
从而 R + 対于实数的加法以及有理数和实数的乘法不薇 Q 上的线性空师 A 

(2) 在坛 维声.高等代 数< 上册》 ，第2版.北京*_教育出版社 ,2 OT 3 年版第 IS 页已 


经诋明 Q <#) 是一个歎域，因此 Q (#> 对于实数的加法以及有理数和实歎的乘法封 UMf 

H 满足线性空间定义中的 S 条运 TT 法则从而 UtW : 圮 Q 上的一个线性空间 . 

点评： 

: 从_ 3的第 (2) 小翅看到，一般地•若域 E 包含域 F . 则 £ T 对于域 E 的加法以及 F 中允 

索与 E 中元索的乘法肜成域 F 上的=个线性空间. 

例 4 设 F 是一个域是 个正 整数 . F[. n m ■… *. rj 中所有川次齐次多项式组成 

的_倉记作 U , 对于 r 元多礪式的加法以為域 F 中元素与#»元多项式的乘法,1/是 W 形成 
域 F 上的一个线性空 f 司？ 

解由于两个 m 次齐次多项式的和 仍是财 次齐次 多项式•零多 项式可看成是任意次 
数的齐次多项式，域 F 中元素与 m 次齐次容项式的乘积仍是次齐次多项式，因此 U 对 
于 n 沅多项式的加法以及 F 中元素与》元多项式的乘法封闭。 缻然 [/ 满足 线性空间定义 
中的8条运算法则，因此 Lf 成为域 F 本的一个^空间。 

例5用 P 嶺示域 F 上所有无限序列组成的集合_即 

F ' = {( a T .化，〜，…> | 化6 F ， 厂 ㈡ 1,2,3,…} 

在广中定义加法与纯量乘法如卞： 

Cflt t«i 十 （6i fftf，/%，■•■) — ( a t i-It tfli 十如 ，tta 十 ih ， (27) 

， S flft 1 idfcj jU I 1 ^ . d-f 

’ Wa , (28> 

试问 rP 是否为域 F 上的 一 个线性 空间？ 

解 容易验证 F 巾由 （2 7 > 式定义的加法满足交换律和结合律 .fo,0.0, …)是零元素， 
C 一 Hi* 一 〜••"> 是仏冲 ，…>的负元素:也容易验证关于纯量乘法的4条 ii_ 法则，_此 
成为域 F 上的一个线性 空间- 


* 例 6 在 K 中.序列 ， a:，A •…） 称为满足 Cauchy 条件，如果任给 e >0, 都存在正螫 
数〜■使得 U 要' 《.« … V ，莸们 . l < e 试问: R 中所有满足 CVuchy 条件的序列组成 
的子集 VT 对1川 （ ：^、128> 式分别定义的加法柑数|3乘法.是否成为文:数域 R 卜的 •个线 

性空间？ ' >：Hl ! ' k 

耕设‘心』,，一> kj(/j Jr 』，都满足 Caochy 条柞任给 E >0 •存在正爷数 
Ni ， N ,. 使很只要有 M 、 


!< 2 4 


M < 


取 N N J . 则只要 w ,. » ? X •就存 


I + Ak ) ( ii - + h n ) I ^ I — a ,,) 4 - i t <c 6, 
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國此 ， …)也满足 iCauchy 条翁•即 W 对于加法封闭 

设 U 5 , ci, — ••■ ■) 满足 Cauchy 条件，财于托 H* ■任绐 e>0 ，存在正整数 W •使得只要 
m，ir>W， 就有 

U_-〜l 〈命 

从而 

I 如一紜 • 1 = I 裊 I I t — A I < E, 

于是(紜 i••”） 也满足 Cauchy 条件 n 义显然 0(ai •幻 ，《* ， …）； (0,H …） G W. 因此 
W 对于数世乘法封闭， 

由子 R- 是 R t 的一个线性空间 ， 因此 IT 的子集 W 也满足加法的交换律、结合律，以 
及有关歎釁乘法的4条运算法卿、显然, <0.0.0, …>是 W 中的零元索， ma , ，似南 ，…） 
满足 Cauchy 条件，则显然 ，( “ u ： .…）也满足 Cauchy 条件,因此 W 满足线性空间定 
义的 S 条运 算法则 .从而取1 R 上的一个线性空间 。 

例 7 M fl (K) 的下列子集 付于矩阵的加法与数 !t 乘法是否形成数域 K L 的线性空间? 
U) 数域 K L 所有 a 级对称矩阵组成的集合V、； 

CE) 数域 K 上所有^级斜对称矩 阵组成 的集合V:; 

(3> 败域 k t 所有《级 上-角 矩阵 m 成的燊合 vv, 、 

解 (1> 由于两个1缉对称矩阵的和仍是 u 齟对称矩阵，数 Jfe 与 n 级对称矩阵的乘积 
仍逆《级对称矩阵•面此 K 对于矩阵的加法与数量乘法封闭 . 由于是数域 K 上的 
线性空间■困此它的子集6当然也 满足加 法交换律和结合律，以及关于数蜜乘法的4条运 
算法则.显然■寒矩阵是对祢矩阵!若 A 是对称矩阵，则 一A 也是对称矩阵 a 因此V,成为 
数域/<_上的一个线性空间 》 

( 2 > 踅似亍 U> 的解法，数域尺上《级斜对称轧阵组成的银合 K 也是数域 K 上的一 
个线性空间 。 

<3)类似千（1 〕 的解法，牧域1<上，1级£三角矩阵组_集合7,也是数域 K 匕的一 
个线性空间， ；$ I 

点评； 

从例4、例5、例6和例7看到 + 线性空间这一模型槪 括了许 多数学对象.因此抽象地 
研究线性空间的结构是很有必 要的， 

*例8证明 ； 线性空间定义中加法交换律可以由定龙中的其他运算法_ 出. 

分析设V羅域 F 上的线性空间，任取 , )3^ V,,婆证 ur+JJ-J? 两边加上 

Q + 芦）十[一 (fi + a 、] 二 ip + a ) -卜 [*r 續十 a):] ㈤ G . {29) 



这启发我们去证(拥 >式成立 _ 如果鳙证明 < 29 ) 式成守 ， 擊么在 ( 烈)式两边加上印+ a ) , 得 

(ct + 於 + [— </?4 1 + ^ 0 -f (30) 

为了从 (30) 式得出需要证明下述两个式子^ 

一 （卢 + fl ) 十（存 + ) = 0， 0寺(身 + a ) = + 

并且要证賜 V 中零元素唯一，每个元素的负元素唯一^在证明 (29) 式成立时•拟采取的思 
路是 


Car -h [— C ^ + a )]— + fi ) +1>(身 + ft )] 

= CT + 身十 C 一 1 )_奉(一 l)fl 


; G 十身十（一沒> 十(一 0 ) 

= a + ( 一 a ) 


= 0 . 

为此霱要证明 Vy € V \ 有（一而为了证明这一点,需要逝 0 /^ 1 ), 
路就淸楚了. 


这样证明的思 


证明设 V 是域 F 上的线性空间■任取 
第一步设&是 a 的一个负元素，则 

a+S = ( K 从而 5十 ( a 十幻 + 根据加法结合焯和零元素的定义，得 

(i + a > + $ = & (3]> 

设 7 是&的•-个负元素，则从 (31) 式得 

t & + a ) + ^ -h ^ = S h 5, (32) 

根据加法结合律和负元素的定义，得 … 


(忒 + a > + 0 = 0, 

根据零元索的定义得 ^ fcr -0 , fl 


第二步根据负元素和零元索的定义，加法结合律以及第一步证得的结论，得 

0 +a = (a + iJ ) + ― Q + + a > 二 疗十 o == 

第三步若％也是 V 的一个零元素，则根据零元素的定义•以及第二步他得的结 
论，得 


£ r im w 〜■恭努1 mWrP 巴 o 十 o , = 0卜 

因此 V 中的零元素唯 — B 

第四步若 A 也是0的负元索•则 

一丨 = 0 + &, = (B^a)+a, )=^ + 0 ^ 0 -, 

因此 n 的负元素唯一， ！{ i 亍《是 V 中任一元赛 . ES 此 V ，中每个元素的负元岽唯_ s 
第五步根据 纯搋乘 法的运算法则 ？"_ 得 " 
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Oa 十0# = (0 + Q)fir ~ Oa 


两边加上_如•得 


(Off 十 Oa ) + C —* Oq ) = 0 o 十（一 Oa ) 


根据结合律和负元素，零元素的定义得 V . I ， Lirtf 更! 

Off ^ 0. 

第六步根 据纯® 乘法的运算法则7<和第五步证得的结论•得 

a + < 一 I )a = la 十 ( —1 )a 怎 [1 + ( '― I ^ ja — 00 = 0. 

根据负元素的定义以及负元家的唯一性得 

(一 | )a = 一 a » 

第 l 步，根据运 m 法则5 % g ' 第六步的结果.结合律，以及零元素和负元索的定义/得 

(a + 沒）+ [― + a )] — (a +^?) H 一 1 )( 卢十 cr ) J 

~ ta + 沒）+ [(— 1〉卢+(― Uff )] 

= (o + 炉十[(一卢）十 C 一 ] 

~ q ~\r [j? + C^J9)| 4 - (— a) 

—(a 4' 0) + ( — a ) 


= o + (— c ? — 0* 

根据第二步的结论.（33>式，结合律以及第一步的结论，得 

轉+&= 0 + + 

— “ a +/?) 4 [— (|^+ a >]} 4- (^ + o > 

= (a 十辦 + i [― ( 尹 f a )] + (身十 cr )} 

(pf + 碎> + 0 = «■ + /?_ 

因此 V 中加法交换律成立 w 

例9在定义域为实数樂14的所有实 班函数 形成的 R 上的线性空间 R 1 中 
ekirur 是赍线性无关？ 


(3 ； i) 


■ 


COSJN 


解设 

分别取偵0, 


ki sinr + i 3 coa ^- f -^ e * sinx = Q m 
从 (34> 式得 


f 34 > 


一 


解得 ■ 
因此! 


~h ki ^ = 
一 Ait * - 令 = 

0 ~ p*^i = 0 g . 


0, 


tiS) 


.ms:r ， e ■ s m i 线性无关 



点评 £ 

在线性空间 V 中，判断向量组 01 ■…峰 是否线性无关的基本方法是根据定义.即，设 

ta! + _•. ^rkjtg — Ow 

如采能推出6 …=九- 0,邶么 I ， ■ *•， ， o . 线 ft 关在例4中 ，（: M ) 式右端的 I ) t p ㈤ 
数•为了从 (34) 式解出 I 為七，需要列出3个方程•因此需要让自变蛰 x 分别取3个値, 


代人 （ W > 式”要注愆如 果让， 分别取 Ck 畀 l 耶么所得到 的二元次方 程绀有_零解 

但不能由此推断 siiLT• cus^ ， e* sinx 线性相关，这是因为 所得到 的非零解 H 是在 尤取值 0 • 

|， if 时，能使 hsh^+fecosj ■十心 e^irLir = 0, 却无法在 j 取任意实数值时.都使 A,sinx + 

hc^+hy s inx =0. 因此所得到的非零解不能使( 34>式成立•从而推不出 siri r ， o 咕 r , 
fsi 肛线性相关， 

樹 在定义域为正实数集 IT 的所有实值函数形成的 K 上的线性空间中 _xV 
#，… ，y* 是否线性 无关？ 其中 f| ,f: 是两两不等的实数 a 

解设 H j 4 ： + *** + = 0. (3fi > 

让 I 分别取值 1 *2,2' , ■从 （36) 武得 

走 t 十 A: +… + L =0, 

62*_ % - -f k n T * = 0， 

為 2’i 十匕产 K2 11 * = D t (37) 

*■■ ■攀蓍 »§•# 

十為2^叫 + … + 亀= Q . 

山于/,两两不等，因此以 ，2 V •… ,2* .两两不等，从而 n 元齐次騄性方程鑤(於）_ 
系数矩阵的行列式（它趟范德蒙行 列式】 

1 … 1 , 

2 1 * 奶 I 工… 2、 | j ^ , 一 • 

2 f, ' 2^ … 2^- ^0. 

，■" * * * ，* *'■■ I ： -*« • 

M fa 

2 fir " Hl i Z ^ 1 … :g^ A K 

于是方程组( 37》 只有零解，即 t = … =4_ = C ^ 所以:.力》…， V .线性无美 •其中 
… ./« 两两不等^ ’ 

点却 I l，i ^ 



例10的解题关键是观察函数组 〆 _，0，…的特点•联想到有可能让丈分别取的 
个值使所得到的线性方程组的系数行列式为疮德蒙行列式霞简攀的选取法是让 I 分别取 
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<* 


,2,2，…，2 _ 1然也可以让，分别取 UH •…，3 1 ' 

例 il 设 $ (X) ， /ak 》， … ， /n (立 >€ €^— 0 [ 11 ，^]言令 

ft ix ) / jCx ) … 

_ / i '( 


3" ，等等 


VV t ./ » 


fA ^ r ) 

f ： ix) 


im 


I jv ^ iy i ^> ^ r l nx ) I 

的 Wronsky (朗斯基）行 列式，证明: 如果存在為 €[fl 


称 W(x) & /idAG) >的 Wronskyi m mJAum 

W ，使得而 >#0 ，邶么 /i O > ,_A U 】. …， /_ ( W 线性无关* 
证明设 k\ r>+U5(J) + 〜 + t /*(’》 

0(39)式_ 分别求 1 阶争 2 阶，…蠼 — 1阶导数.得 

r^ x // Cx) ~ir k 7 ft { jt) + … + h j:(x 、 
kifi ( x ) + k : + … + k a /!!( t ) 


(30> 


lin > 


^ k 2 n n n U > + …十 

让 x 取值 ^ , 从 ( 糾 ) 和 <40) 式得到 

是 ./] (办 ） + kt j \ ( in ) + … + 太/， （ 為 > = 0, 
k] f\ ( J-'u ) + k-2 /： f (Jy ) + … + k m f „ (Xo ) — 0 i 

\k, /r(^ ) + kt /；( _r J + ._■ + t f ： (x 0 ) ^ o 


14 n 


ft 元布次线性方程组 HD 的系数行列式正好是 W (^ ) 9 由巳知条件 * WC 為 J #0, 从而方程 
组 (4 DR 有零解^.即 


因此，八(1>线性无关， "" 

点评； 

例丨！绐出 TlaJ ^ l . »个》—1次可微函数厂 （ jV ./ : (X), … VJ MW 线性无关的一爹 
充分条件;存在 X f , 6 u , 6] •使得 W (為 ） #0,往意这个条件不备娜摯件 v 即从/ U> ， 
/ 3 ^).“.，/„(1>线性无关推不出 11 存在办&!>,6]使得*识(与）#0",换句话说.从“ 

幻都萌 WU >^0” 推不出…， i ；( W 线性相关•可参看下面的例 U * 其原 
因是 * 虽然 v f e Ea • W 都有 w ( ^ ) =0,从而相康的齐次线性方枵组有_零解•但是逨组非 
零解是依帻于无的•即 对丁 T a A .相疴的齐次线性方程组的非零解可能 
不成比例，因此无法找到公共的一组非零解 ife , 為*_“上 . 使得 V : re [ a ,6] 都有 ^,/ t C ^) + 


i r ^ Mft 



•• : ft 






各"十… +/ uv ( i )= o B 从而无法判断/: < x ) , /:以 > u y 线性相关, a " vxG 
& 都有 W ( ar )=( T 的情形.翁要相定义去判断 /, (5：》，爲^>,”*，/^，)是线性相_是 
线性无关，此外，如果•/々）•/々>，…,/山 ) 的 Wronsky ff 列式 W (. r ) 不容易计棘•寐么 
可以用定义去判断, 

M 12 在实数域上的线性空间 R * 1 中 . 心*# cos 心<其中 A 关 UX 是否线性无关? 
解 f sin 心， e‘ T cos b 的 W ran sky fj 列式是 

智…、 sin 血 cos &r 

W ( jt ¥ — v ■ 

a ^ 1 sin fkr -f~ 慰 cos hx a ^*cos hx — fre^sin &r i . m LI 」 》 


由 f 


W( ： Q) 


0 1 
A a 


^ # 0 1 


因此 n /m e # cos 心线性无关. 

例 13 在实数域上的线性空间 R * 中, /. jtUI 是否线性无关? 
解设 + fe,ai l . x ( =0* 

设 I 分别取值 U -1, 从 (42) 式得 

= 5* 

I 杳 ] — ki — 0* 

解得 . t =0 =0 ,,因此 : H „ rU \ 线性无关 fc 

点评： 


(42) 


例13中的函数 


列式 


十、， 5 :有阶导数，因此 _ r ’ ，』 UH 有 Wmnsky 行 


/ x I x I 

2x 2 1x| 


W (x) 


(K 


V -2- t (— °°* 十 < _【?）- 


由此#到.里然 r ，/ ( r 丨的 Wmnsky 行列式 W { jr ) 0* K ， 但是 "，- rUf 线性无关^ 

例 U 在实致罅 上的线 性空间 R 11 中 一，•#,，、#是賴性无关? 其中 A . a ,.“ 
夂是两两不等的实数^ 

解鉀 ，以的 Wroasfey 行列式为 ！ ( 丨广^ 




， yt 【 


* * * 


Xt^ M 

… 

_ » •薩 

Aze J *" 

… Ait 1 -" 

xr '^ 1 

1* *B ■ 

atv 〆 

■»_ ， .. 

… A: 


U 1 W 







让义取值0.得 



A , 两两不等，因此范德蒙行列式 W (0) 尹 ()• 

实数域上的线性空间 K* 中， sinrtCOM ， sin*jr ， cos^i*SS: 
EOM • sim go«*jc 的 Wronsky 行列式为 




siar 

COSJT 

sm ; x 

cos 1 X 

cmx 

一 sirur 

SsiarcoHJ- 

一 2cdarsinjr 

— sinji: 

— COSJ 

2cos2x 

— 2 cos 2 jt 

丨一 COSi ^ 

siixr 

— 4sin2jr 

4sin2j* 





22 L 


■ 


h ^ * r 

1^. A V ^- 

AlA 1 ;\r T 

A 



a 



m 线性窄间 


=^=— 


4r V3 # 0 


闲此 siaac ， cosj ： vsin 2 x ， cos J ：r 线性无关《 

例 1 证明：在实数域上的线性空网 li h 中.对任意自然数 l 有丨， trUF-r * c oSw t , * 

ccxsnj •线性无关， 

证明对《作数学归纳法 • rt - Oflt -1 线性无关 ，假设 1 吋命 题为真 * 来看 n 的情 
形_跺 


/ # 4. n 知 1 + k\ coax + cps2x + 令争 , eos 似 - 二 0, 

在 U 3) 式两边求！阶导数和2阶导数，得 

一袅 j si nr 2^5 sin2jr ， •__ — nk m Bln7u m ~ 0* 

一 k] cos*r ― cos2.r —— •■* — n^jfe.cos ru: = 0* 

(43) 式两边乘 . 与 （45> 式相加得 

她 1 + ^ - I >^j + («* - 41^cos2x4 - — + ln z - Cw - D a jVicos(«—^l)x 

裉据归纳假设得 

ki\ = Ovtw 1 — = 0. (w 2 — 4) 秦 a = 0, •*•, — ( n — 1>*] 矗 *_| = 0. 


C43) 


(44) 

C 45) 


从酣 


■— 


h i=0_ 代人 ( 43) 式得 


^ncositr = 0 # 

由于 eoswx 不是零函数，因此怂二 - 0 * 从而 

1， C 0 BJ -* coa 2_ r T … ■ cos («— 1 )* r t cosnjr 线性 无关. 

据 数学归 纳法原 J 1, 对一切自然数心命题 为真。 

例 n ilE 明：在实数域 t 的线性空间中*对任意向然数 ,i 

1 ， dt^r.sin 2 x, … ， sin*jr _ 

线性无关 9 


C46) 


31 


有 


证明设 


走 & 1 + 十為 3in:jr+ …+ 4r„sin^-r 


(A 7) 


让/分 别取値 


b -m ■ >v 

«+! 2 _ nfl 




从式得 




k a l + k t sin —j-j |- + A,sin* 晉 + …+、 silJ - 晋 

毛 1 + + ^ I + -. + *. sin -^ 号 


(48) 


H - k } »in -|- ■hbsirr : | f + … + 


rt + I 5t 
打十 1 2 





S .] 域 F 上线性空间的堪与维數 


223 * 


«+1 元齐次线性方程组 (48) 的系数行列式为 


p* 




I 


一 S - 

« I i 2 


nn 


2 


n 4- I 2 


sm 


n + I -re 
n-hl 2 


sin 


31 sin^ 


1 n 

2 k 


«十1 2 




i 


Tl + I It 

""■ ■■ 墨 

n + ! 2 


sin 


9 


si n 


1 n 

2 

2 Tf 

& ■■ _ m w^i 


r | +1 2 




n + 1 n _ 
7i TT 2 


(49) 


(49> 式是 w + l 阶范德蒙行判式的转置，由于 aittr 在[0，|]是增函数，因此晉 


两两不等，从而这个范德蒙行列式的值不为0。于是方程组 （4 W 

4 

o 有 ■* 零解，即 — i ： = h = “ ■ 二炎， = t) p 因此丨 _ si m • si rr j' * ’ * si n'r 线性无 ' 关 : fl ■ 

例 18 在实数域上的线性空间 R M 中•对于正整数 

.1 * siru :• cosx . stn ^ ieos 2 fsin H x , C 05 *x 


是否线性无关？ 

解 《 = 1时 .U sifu * eos.r 的 W ronsky 行列式;为 


W^Cj-) = 

1 

0 

siru - 

coax 

COR.T 

一 siru a = 

■ • — cos 1 X — 

- mr^jr — 

w 1_ 


0 

一 sijix 

COSJC 





因此 i ， dnx ， cosjr 线性 无关， 

当 fi >2 时 * 由于戌 in s j ■十 t ： o ^ j = 1 * 即 

卜 t ) 1 - f - I sin ' x *+- Icos^x ^ 0* 

因此线性 相关. 从而 

1 ， siiu * coar # »in\rt cos' x t … ， mnl ， co^ m x 

线性相关 i 

例 W 在实数域上的线性空间 R R 中 * 对于正整数 t 

si nx.co«t$m 3 Xicoa 2 工 ， . .sin^ • cos_x 

是否线性无关？ 

解情形1 .设 

k \ sinx 十 4 t GOsx + ^^ in 1 j + & 4 cos 2 x + sin 9 x + 秦 A cos 3 jc 菜 0, (50) 

让 X 分别取 ffiCK 号 H 一晋 - f . f ，从 ( 如>式得到下述齐次线性方程组： 
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mn ^ 蛾性空_ 



解得一龜_代人到最后两个方程得 


<so 


+ 参 - 如 -令，一 0 - 

y * 1 + \ ki ~ 7 i A z ^ 0, 

解得 *务1 = 0 t ^3 = 0 + 从而 h 5 Q ,^ s — 0 ,* 

因此 siar ， _ ， ai^W^ siB ，，， — 线件无关，从 i 当 «(3 时 .shur. ⑽ w,sim 
cos ? 2 • *•• • si n n jr f cosl 线性无关 * 

嫌形 2 n>4 * 由于 si n : x+cos^<r = 1 ，因此 

sin 4 x 4 - 2sirt xcob^jt +- cos 1 ^ — L 

sih 1 jH- 2sin' xi 1 — si n! j > + c os 4 j= L 
sin^j ： 2sin* j — 2sin‘x 十 cos 4 x’sin : ;r+co3 2 *t, 
sin 1 JT — eds 2 j~ sin V+ co^x^Q, 
Wjtksin s x.tosV^in^,co^x 线性 相关从 而肖 时 .W，c ， irosV. •" • 

sin-^,cos s j ： 线性 相关， 


于是 

从而 

整理得 


例20把实数域成有埤数域 Q 上的线性空间 • 证明： 对于任意大 f 1的正整数 

r “ 有 i! 'K r ' 这 1 I ! • - ’一‘ 

1，界\ v ’3 4 .…， v ^3 ,t " k 

线性无关 _ • 1 

证明瘕如，]，巧 V 7 F ， …，^^线性相关，则有不全为0的有理数，叫,& f > ，- ter 

使得 ，，… -… h JK ^ 


叫十 fli yS-h a 2 ^W\ 


* ■- - 


a 





从而 Vlj 备有理系数多项式 /( jf ) = d ll +(| j ^+ a , j ^ + … + a._j jt 


(52) 


有理系数多项式兒 Q ) = a r w — 3 的 


‘ 1 ■ 


的一个实根.又显然万进 
个实根•因此把 /( x )* y 看成卖疾数多项式时，它们 


= ±找 性空间的蕪 与维数 * 225 • 


有公共的一次因式1一界，从而它们不互素.由于互素性不随数域的扩太而改变此在 
0|>]中,/<工)与贫<工>也不苴 《■ 根_ Eifit ^ ⑽ idrt 判别法知道, 一 3是 Q 1:的不 
可约多 项式. 于是在 Q [:] 中 jD I /(』:> ■ 从而 deg ff(iXdeg /( x )* 由此得出， 

1,矛 I 因此1.河 … 线性无关， ■ 

点评： 

例20的证题关键是从 ( 52 ) 式联想到界是多项式 / Lr ) =十 ti ] _r +…+ u ， 1的一 

个实根 , ff 且联想到 d 是 «•(•:> = /-3 的一个实根.从__ R |>] 中 t / u ) 与# r ( x ) 不互索。 
然后利用互素性不随数域的扩大而改变，以及不可约多项式与任一多项式的关系只有两种 

可能，推出矛赓，完成了威证法 ■ 由此体会到, msmpm 擎 f f 寧学平罕_季零所辛 * 

«|2 J 证明*实数域 R 作为有理数域 Q •…… 

证明假如 R 作为 Q 上的线性空间是有限维的，维数为〃.则 R 中任意 "+1 个数都线 

性相关.但是据例加的结论得=1广柯无关，矛貭 • 因此 R 作为 Q 
的线性空间是无限维的， ■ 

例22设 r 是数域 K 上的》级循环移位矩阵■即 C =( ni,m …仏 址明 ：在数 
域/< t 的线性空间此（/0 中丄 Cf , … ，0— 线性无关， 

证明根据《高等代数学今指导书(上册>9第4章 I 2节例】1的结®(或直接计算)得 

%Hl Uf £ I | 

Urn a % ** 

a t l ^ a 2 Ci - a 2 C l ^ aj ：^ 1 - | 

4 HI -9- # # 4 .• _ ， <tp ■ 

E a t dj a % ■• 

从而由 a ! J + a 0 + … +« 丈― 1 4 可以推出 

= ^2 — *•* = il m — 0 ^ 

因此…， C " 1 线性无关，， 

例2 3 求下列数域 K 上线性空间的个基和 维数： 
m 数域 K I :所有 jX " 矩阵组成的线性空间从心（尺）， 

( D 数域 K 上听有《级对称矩阵组成的线性空间 V ,; 

(3) 数域 K 上所有 n 级斜讨称矩阵组成的线性空间 Vy 
U ) 数域 K _ h 岍有 M 级上三角矩阵组成的线性空间 
解 （1) 任取 ■有 

2 * 









线性空间 


卿仏是只有(~)元为 I •其余甩素都为0的 jXir 矩阵(称为基本繼阵服设 


•' m 


ESV 


■« 


(54) 


由手 (54>式左端等于 Ci ，>) 元为舡的 5 Xii 矩阵，因此从 (54) 式得七 

从而 

E " , E 1? ，… , E| B _ Ej ” … . Ea " ■.._， E_i * …， E _ (55) 

线性无关，结合(53》式得，（邱）式给出的切个基本矩 ft 是线性空间的一个基. 

从而 I I Ir N { rr . 丫•:!:請咖 -K I , 杣 LI l：,r 


dim M jM ( K ) 




m 


(56) 


C 2) 数域 K t 任一， I 级对 称矩阵 A 具有形式 



Qp 

•11 

… til〆 

Uil 

d ，： 

^2B 

*_■ au 

沒 IS 

** ■ 

«* R 

• # * 

••• «Sp 

■_ ife _ 冊摯 — 

“tn 

i m 

^ Sri 

… 


(5 D 


从而 


A =“u ff flu (E| Z E n ) + fl u (E n + E u ) + … + JE^ 

+ «:£ 仏， (Em + ) + … + a 知 (Et m -h E ni ) -f- 


假设 


奋“鞠 + 矗脅 [n) + k n CEu + ) + p ** + k%^{ E im + E nl ) 

十心 E :: + U E: 3 + £ 从 ）+ … -f- k^ m (E ：n + E fcS > + … + U„ 。 0. 

由于 ； £ u |/ 写 1- 艺，… * n ; 户 1 』•…， u } 是 MU ,(, K ) 的一个基.因此从 (3 S > 式得， 

An = kit — = *** = — ktM ~ ~ ku = = k nm = 0 

从而 


( Tj 8 )i 


*£"：.■ + £： )： tKi, + E 1 ., ，… *A. l _ + /■二. .H' i , 匕十匕”… * E 2ji 十 

线性无关•.又它们都是 m 级对称矩阵.园此它们基％的一 个基。 于是 

dim = ， i+ (h — I ) + … + Z + 1 = 

? f •‘ • 礼尸 1: Wff j* ! 

(3> 数域 K t 任一 n 级斜对称矩阵 A 具有形式 

i G *•_ 1 


w 


， E hm (59) 


( 60 ) 


^12 


0 


■ 


样 2 , 


(61) 


Clu 




线性空间的基 与维数 


227 


从而 


A — a n (Fii — Eji ) + a X 3 ( E i3 — Eji ) +…十 ~ E-i > 

+ a 23 (E:i — E 鹙 ) + …十 JEj* — U+ … + — Ci，i》• 


162 ) 


傾设 



kn (E \2 — Eti ) + Am tEia — E31 > + … + 秦 ( £i h — £_i > ， 

+ Aai (£23 一 …十 一五… + Urn ( Em -1, 


E mi 


^ 0, (63) 


由于 {EJbhh … ， w!j = 1 ， 2 


f 


M 是賦的 h * 个基 * 因此从 (63) 式推出 


w — 


Aa 麝 


_ *« …一 


4 m" 


从而 


Hu " En 1 Eh ^ E u t— a f E u - E^i ^ 


£Tjjj ‘ 


■-I iji 


w - I 


线性无关,由于它们部是斜对称矩阵•因此它们是 R 的一个碁 * 于是 


dim Vm = (n~ 1 ) + (ji — 2) + ■** + 1 


# j(m 一 1) 


C64) 


C 4) 数域 K 上任一 《 级上三角矩阵 A 具有形式 

f^Il “II ••_ 


aim 


a n •*• 微 ih 


(65) 


从而 


、 A = <tLi£n +miE n 

祕然，玄 li ，芯 12 ■ _* ■.忘 In •瓦 55： ，… 
[门是 v ± 的一 f 基,， 亍是 

dim ¥ 


E： m 


> n^E im + auEii +- h at m Etm + 十严 _£_. 

…,线性无关,. &它 们都是《级上三角矩阵，因此它 


II + (« 一 1》+ •■• 十 ] 


n(ti + 1) 
~~ 


C 66) 


例 M 求例 I 第 CU 小题中的实数域上的线性空间 R “ 的一个基和维数。 

解任取一个正实数^有 

a == c in 1 = In ci 0e • 

这表明 u 可以由 e 线性表出_ 

设1, m ^= u 由此推出4=0„幽此 e 线性无关，从商夂是实线性空间 it 
的- 个基# 于是 

dim R ' = L ! 

点评： 

从例 23 和例 24 看到，在求线性空 _ V 的一个基和 _ 数时•通 常是 先把 V 中任- -向缺 


a 表示成某个向最 组⑴^ …％的线性组合，然明… a 线性尤 关* f # ai , 
ofi » … * a , 是 V 的一个基.从而 dim V = n t , 

例 2 S 求数域 K 上线性空间 Kf >], 的一个基和维数， 

解 / C[xl 中任一多项式 / Cr ) 可以表示成 

^ + ax 中 a ?: r 2 + …4 • A a 

假设41十6之+幻± 1 十一4^『 | 3^*—0.则由一元多项式的定义得,灰。二|| | =Ai —= 

k m -i = 0. 因此 ：卜 E r , , ，- ' I 作 


• - - ， 4 I • ill - JT - a 4 ，*•_，】’’■』 

线性无关，于是这就是 KOI 的一个基 9 从而 

dim K [ ar] rt = 

例26求数域 K 上线性空间 /([ x ] w 的3 1-基„ 

解例25 B 求出了 ff [. r ], 的一个基， 

从数学分析中的泰勒公式受到启发 * 考虑 

I +x — a * Cjt ― ■…, (x — a )^ » 

其中^是尺中任一非零数，假设 

^0 * I 十 A E (J — «) + ki (z — a ) 1 4 h k “ (^ ― a ) 9 ^ 1 = 0. 

不定元 * r 用 x + a 代人，从上式得 * 

t • J 卜 + k £ x £ + -f A—jr『i = 0, 

由此# 出 k n ^ki => jfe ： = *- — j =0, 

因此， l ， r —“ da — :线性: t 关，义由于 di m Ki 1]_二/“因此裉据命题10 
得*这就是 K 1>1 的一个基* 

根据第 7 章 7 .石 汀的 拉格朗 n Uigrangt ：) 插值公式，住意给定 K 中"个不同的数 r , , 
W .， q . 对于 K [ jc 1 中任一爹项式 /< t )， 有 


/匕> = E / Cr .) 
记 gA ^ r ) ^ n<-r 一 一 


( 笔 t c ，)(j — C M ) — (X 



ici — a } mmm (ci 


i Hci 一 c 汁 i)•__((_ 一 ‘ } 


(67 J 



1,2 *.",« t 麵 


护 t 


M: 


/(:) = 




(68 > 


- -i 

又由于 dim KLr ； L = rt ， 因此根据命題 11 得 ，泊 <怎）必(尤）， …, 贫，(工〗是 k [>]_ 的一个基 
点评 f ' 

从例26看到 ，乎寧 在解題思路中起着关键的作用.联想到泰勒公式，去探讨 ]., 念一& 
【本一^，… ，(龙 1)_-» 是否为 K [ x ], 的一个基*联想到拉格朗0插值公式，找出了 
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_ 


gi (.r ) ， g : J h. 兄， （x) » 其中仏 （X》=I 1 一 c t )<r t — ) “ = 1 . 2，…”;然 A f 去说明这 

就是的一个基，从僩26还看到，当知道了线性空间 V的维数为 if 时 i 就可以运用 
命题 ！G 或命题I】去求V的一个基，这簡便得多,. 

例27 分別求实线性空间 R[,r ]. 的元素/ 〗=〜,+ a』x a …+ A - 』在例26的 H 

个基下的坐标， 


解显然， /(. r > = e ^+ ui ； r + …+1 』在基！*义 


下的坐标为 


(<ii3 ，€h * •a„-] 


根 损泰勒 公式 （ 汴息 . 广 N : _ r ) = I )) .得 


/ tic) = fia) + /*U^Hx • it) ^ (a) (x — a ) 2 + #fc - 十 (x ― a)" 


因此 /d) 在基 U 


t.r 一 a 〕 2 ， …， 一 W — 1 下的坐标为 


j / tuj ./ u ) 士 /uh … * ( n ^ iyr r l ㈤ 广 

从例 2 6的解題过程的:(邱)式知道 •/(X) 在基沿 （ W ，沿 (d * … ，見下的坐标为 

(/( q )，/ u s )，、/( r ,) r . 

例28把域 F 看成自身上的线性空间.求它的一个基和维数$ 

解设^是域 F 的单位 任取 a eF ， 都有 


a — 併， 

假设舲=0,则*•因此 u 饞性无关 f 从而I?是域 F 上线性空伺 F 的一个基，于是 

. 二 i . ^ dim|pF — I41 ] ■ i j t K ix. 1 ( 

例热把复数壤 C 看成实数域 R 上的钱性空间，求它的一个*和维数，并且求复数 
5亡<1十况在此基 f 的坐标 • 

解任取一个复数=,有中 a,/，e 胺设 1 十则根据两个复 
数相等的定义得* 

l v Jhn = 0. ： t ■是 1 、，>: ■:' ® 

从而 l ， i 线性无关， B 此 l , i 是实线性空间 C 的个基，从而 dbmCH .并且： = a + 況在 
族 Ki 下的坐标为 

例30求紅理数域 Q 上的线性空间 Qf 及)的一个基和维数■并且求 3 +办及在 此邶卜 • 
的坐标. ， 




而 这证 明了 1 线性无关—于 fi t * 及是 的…个 n 随此= 2 - 

M 然《 十 6衣在此基 F 的坐标为 

例3! [“.M 上所有连续函数组成的集台记作它搭实数域上的•个线性9 

间^证明 CO . C 是炁限维的. 

证明假如 Cta . C 是有限维的 * 设它的维数为 rt * 则 [ a *6] 上任意 «+1 个连续函数都 
线性相关^但是据例14的结论，当1 1 ,1*,."，1 41 是两两不等的实数时_咖，以，.._,4^ 
线性无关.矛盾 • 因此 ct >， io 是无限维的 • 國 

点评： 

在用反证法证明例33的命通为真时，也可以根据例18的结论 ， l * c psx , co ^ jr •…， 
comi 线性无关•从而得出矛盾 .. 还可以根据例 I ?的结论.丨 ， 5 in _ r ^ m ■…线性 X 
关.得出矛盾， 

例32数域 K 上一个给定的《级矩阵 A 的所有多项式组成的 集合记 作/<[.\] : 

<1)证明 R 1 A 〕 是 JC 上的一个线性空间 s 

(2 ) 取3级矩阵 A 为 



• M 0 
A m 

0 0 

1 1 

求机八;1的一个基和缏数畢 



⑴证明 7. I节已经证明 iC(XJ 是一 个环. 于是 KlA] 有加法运算，盘满足加法的4 
条运算怯则*从 K[A] 的乘法特别地可以得出 K[A：J 的數址乘法.且 满足关 于数着乘法的 
(1 条运泰法则■因此 K[A] 是 K 上的一个线性空间 4 ■ 

以>解由于 V = 1 .因此 


r i 0 0 ri ,o 0| 

A ' = o c ^ 1 o = o i o ― r , 

oo x^yf o o r 

从而 k [ a ] 中任一元素可表示成 ' 


'fffetA 十 

健设 ^ I +^ A ^ ksA 1 -0, 比较生对角元得 


+1 + As = Of 

k ] {w -\r k 2 uf — 0 T 
是 <1 ^ ktu/ + Aitti 4 — 0* 
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齐次线性方程组 C 69> 的系数矩阵的行列式是3阶范镩擊行列式，由 I 1 1, at , V 两两不寿，因 
此这个行列式的值不等于 0. 从而方程钳（6&)只有零解_予是 

身 tj ^ ky ^ k t — 

从而•'线性无关■因此它是的一个基 ， dim KWJ -3. 

例33数域 K 上的 n 级矩阵 



r flj 

Gt 

it% •，* 

a m ^ 

八 = 

■ 

* * i 

a t … 

• ■ # #*4 

1 - 

■ ■ ■• 


忍 2 

«3 


U] 


称为循环矩阵，把数域 K 上所有， f 级循环矩阵组成的集合记作V、 

(1) 证明:V対于矩阵的加法和数量乘锋戚为数域 K J; 的一个线性空间, 

( 2) 求V的一个 ffi 和维数，并且求循环矩阵,4 ft 这个基 F 的 坐标. 

U ) 证明设 / V . B 分別足由… tj( ., 和 U ; , …肜成的 "级熘 环矩阵.则 
沁十 B 足由 , Hi +^ * — + b m 形成的糖环矩阵是由 、ka ， …， in 形成的循 

环矩阵，因此矩阵的加法和数量乘法分别是V的加法和数量乘法 ■ M 然它们满足綠性空间 
的定义中8条运箅法则■从而V是数域 K 上的一个线性 空间。 鼸 

(幻解用 C 表示 m 级循环移位矩阵(见例22》•则根据例22的证明过程知道， 

A — aj / + a*C + aiC J , + “■十 a m C w ' 1 . 

又时從已证 /%0,0"，0" _ *钱性无关，因此这就是\^的一个基， 从而 rfiiB V=n, 并且 A 
在基 j . gc 1 ,. 〜 e— 1 下的坐标为,, 

点评； 

根据 t 高等代数学习指导书(上册>>第4孿 4. 2节的例12,两个 n 级循环矩阵的乘积仍 

是循环矩阵，因此V中还有乘法运篇，且它满足结合律和左、右分配律 t 子是 v 对于矩阵的 
加法和乘法成为一个环， 

例34求 KU.ypp m 次齐次多项式组成的线性空间 U 的一个基和维数 
解 K[x»] 中任 一m 次齐次多项式/(X, >0可表示成 

f(j ,y) = a: ⑷ _r m -h,i,r ,,h ' 3 3? + t- * ^ 1 + * 

假设 + 工 ， 1 y'^- a *^ki. m . ， tsy m ~ l =0, 

据据 n 元多项式的定义得， 

= — — = k Am ^ 0. 

从而: r m . 尸 n„ v ，…， xy l ， y « 线性无关 ，因此 它就是[/的一个基 6 宁是 

M . : 4 A dim U = m 十 Li 1 » ' his 



例 35 求 Kim ，為，…. X ,]中防次齐次多项式钽成的线性空间 W 的一个基和维数 

解 K [ x , 渴 t " •，虞 •] 中任^ wt 次齐次多项式形如 


_ 




r'f … 


裉据《元多项式的定义可得出，集合 

{xj* Ji'f ,## xir I i> + ( a -)-*'* + I B — m) 

线性无关，因此这就是 W 的一个基* 

为了计箅 （70) 式给出的槊合中元素的个数，把这个集合的每 
小球和》根小棍排成的一行： ^ 


( 70 ) 


个元素_应于由 m 个 


O … O 丨 0 # " # 0 I 


<□•••0 1 ， 


( 7 D 


. , 1 I , ¥ f • d i 東 

其中最后一根小棍的俾置是固定的•显然，集合 （ 7 Q ) 中不同的元素对应于（ 71) 中不同的排 

法 》( n ) 中每一种排法对廬于集合 (70) 中一个元岽 a 因此集合(7£>)的元素的个数等于形如 
( H ) 的排法的总数前后者等于 c^_ i C 或 y ，从而 

dttn W — ■ 

* 例 36 求…， r „] 中次数小于或等于 m 的多项式组成的线性空间V 的-个 
基和维数 。 


心]中任 一 次数小 r 或等 r ■讲的多项式形如 

c 讎 ' z ^ w ,h y . _ ， • - * 

裉据 n 元多项式的定义可得出■集合 

{ x \ i j；*i *_. 戈 1 » I “ 4 + •■* + .V < 肌 } 

线性无关•因此这就是 V 的一个基 a 

集合 U 2) 中母一个元索对应于由 m 个小球和 "+ I 裉小棍排成的一行 3 

0_^0 | O … O I … [ 0—0 I 0.0 I , 


(72) 


< 73 > 


’i Xs (_ :-棋 — (必 +***" N 、） 气1 • : 匕 . 

其中最 后一根 小棍的位置是固定的，与例 35 的解法类似，集合（ 7 ^的元索个数等于形如 
( 73 ) 的排法的总数，而后者等于，因此 


例37设 


dim V " =- CSh ^ 


Xe — ixi 


% ixj 




*Tl “ 广 2 • J ： i € R 


证明: V 对于矩阵的加法和数量乘法成为实数域 R h 的一个线性空间 
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蠡 


(2) 求 V 的一个基和维数 
(3> 求 V 中元素 


工1 


J ：， + ijcs 


■ T ! — i ! 


J：.i 


在第 < 2 ) 小题求出的一个基下的坐标， 

cn 证明显然 v 中两个矩阵的和仍属于 V ,任一实数与 v 中矩阵的乘积仍属于 v 
苴瞒足线性空间定义中的 s 条运算法则，因此 v 是实数域上的一个线性空间， I 

解 V 中任一矩阵 W 表示成 * 




Uj 


JP 5 

— 


4 X:) 十 


•+ 


1 — ■一 

署1 


P 


(74) 


其中等号右端的3 t 矩阵都厲于 V 假设 


° MkJ ° 


+ k 


0 0 
0 0 


_ 


是：+说 


曲此推出 = Q , k z =0, k , 


ki — 

( 因此 


0 ,0 

0 :0 


淨 IT ^ iP 1\ / ® 

o ']j’U oH—j 


线性无关.从而这就是 V 的一个基.于是 dim V = 

(3) 解从 （H >式得出，所给的矩阵在第 （2 > 小题求出的 V 个驅 T 的坐标 
为 （Xl rXt t JCa ) i 

例昶设集合 X = 彳 . r t ，心，…， aSF S — 个域，求域 F L 线性空间的一个基和维 
数 s 设 / CF 夂求/在这个基下的坐标 • 

解任取 / e F \ 函数/的定义域是 X . 陪域是 F , 于是/完全被元有序组 
(/ … ./ u ,) y 决定•由于(/(右），/(而>，*“_/(心））'€尺，且域尸上线性空 
m F - 的一个基为 A I ■♦•••& . 其中是第 1- 个分〖4为 i ♦其余 分镦为 0的列向 M.i = i ,2. 


* 


由此受到启发 * 考虑中的 n 个函数： . 人，…，人•其屮 

(/«(A ) f/* (xi) ， ( jt_ )V €i^i = Lf 2 i …， m 


即 


/ Hi ,】 

假设 k ,/, 十 u + … + kj B =(> •则 


各 4 


1,2 


^ 75) 





h / i (上 j >+ 裊 j / j (尤 + … + 身 " I ! fO 

办 ■ /i (jp > + t y：r (■^ > + …十屺 /_ C 而） I 0 

含 ■ _ (7B) 

*_■ « H- * « * ■ • # f 署 

» 

^i/l + 4*- h * ,0 j 

dl ( 75) 和 （ 76) 式捋4 = a , k ; =0.^. k,„=v. 从而 / 1 , .A , … _ /, 线性尤关，由于对任总 

X/<-ri >/i + 十 … 十 /(x_ >/»](& > 

=/(:1 >/i Ott> +/(^)/； <^> + »* -h 

= /( x # >, 

因此 / 二 /( A >/ i +/( I 」）/ 2 + ..^-/( xJ /_ 从而 /,,/:, …， /„ 是1^ 的一个基，于跫 
dim •并且 / 在此基 下的坐 标是 (/ C ： r t ) */( ) ..，■, f(x„))\ 

ftU 9 设 V 是域 F 上的一个 n 维线性空间，域 F 包含域 E,F 诃看作域 E 上的线性 

空间（它的加法是域 F 的加法 •纯量 乘法是 E 中元索与 F 中元素在域 F 中做 乘法广 ，设 

dim ^ F = wi t 障 

a > 证明： v _ 可构成域£:上的一个线性空间, 

(2> 求 V f 作为域£上线性空间的维数. 

⑴证明 由 : f J ? eF * H 雄 E 中元素与 V 中向量可以按照 F 与 V 的纯 M 乘法来做 E 
与 V 的纯看乘法， V 对于原来的加法以及 E 与 V 的纯續乘法显然满足线性空间定义中的 
8条运算法國.因此 V 成为域 Ei ： 的一个线性空间。 _ 

⑶解 V 作为域 F 上的 w 维线性空闼取一个基…… F 作为域 E 卜_的,《维 
线性空间取一个基： A 小 f m ， 对于V中任一向暈 a ，有 

a =是⑼ + 杳…+ …+ ^„ a,t hi f F r i — 1,2*■，‘，；!■ 

对于 F 中元素 K 2, …， n > >, 有 

夂 = Ai/i+d/ : + …+ «_/ 两 ，〜6 = 

因此 »；"^；'- ^ ' • ' 

" w m _m m 

a ― S Vi ^ = S 2^ 

芒 * ^ t m. \ ; _ 11*1 

_ 明 V 中任一向量 Cl 可以由 / A ， /: A ，…, / ■此，…，/】％ . ，…， £- 线性表出， 
假设 


其中心.… 






-H m 

由于 a ] ，…， a# 在 F 上线性无关，因此从上式得 

I = l_2，*“，w, 

由于 /)./:，.，，,/_ 在 e j ： 线性无关，因此从上式得 

/ v — Oi i ' — 1,2 ♦ — j = l *2**-*, fw . 

从而 （/ i ^ U 二•… . ml 在 E 上线性无关 • 于是它就是域 E 上线性空间 V 
的一个基< 因此 

dim^V =酬. 

点评； 

利用例 39的结论，发数域 C 上任一《维线性空网V都可肴成是实数域 R 上的 h 维 
线性空间，这是因为 C 作为 R 上的线性空间是二维的 d 从拥39的第 （2) 小鼷 的解题过程看 
出，设II维 y 线性空间V的一个基是 a , 吻 •… 则 2 it _实线性空间V的一个蓁为 

jk I ， Id] * La* ta mm 

例如•取 V 二 c% 脚复雛梂上螭株空间 e 个基为 h 必，….以其中是第 i 个分撤为 

1,其余分惫为 g 的维列向量把 e 作为实数域上的线性空间，它的一个基为 

€} * ir 1 * e ? * i £ ? . -■ 

又如，处数域上的线性空间是 V维的.它的一个基为 E sl ， 

而把 M_<C) 作为实数域上的线性空间是 2V 维的.它的一个基为 



>^^l：J % J • * * * * • i^^|n ， ■ * ■ * * t *■ i ^rl'n > 

* 例 40 设 V 是数域 K 上的 《 维线性空间，考虑复数域 C 上的线性空间 C 中具有下 


述性质的函数组成的子集 

; /(«)+/($， Vh se v 
fa ^ y ^ kfia ). Va e v , k . 

a ) 证明： w 是 g 数域上的线性 空间* 

(2> 求识 的一个基和 维数! 设 / e 诹•求/在这个基下的坐标 
(1) 证明任取 / jew 、 任取 r 6 C ， V a ./ jeV \ iteK t 有 


<77 ) 

m ) 


(/ 十 W (<t 十辦 = /(这十存)+ Jf (a + /J) 


(/+ 茗 >(&) 


4- (/ + 岑)痒1 

f {ka ) + 
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= kf ( a ) ^ kgia } 

H / + 犮 >( a ). 

( cf ) {a + 0> = cf (a + 

= cj ( a > + cf ( 0 ) 

( cf )( ka )^ cf ( ka > 

— ckf ( a ) 

— krf ( a ) 'J • 

因此 /+ 总， c / ew \ 从而函数的加法是硏的加法 i 复数与函数的乘法是评的数營 乘法, 

屏知识的加法 与数董 乘法麻足线性空间定文中的 s 条运算法则•因此 w 是复数域上的线 
性空间 • I ；： : 

( 2 > 解収 V 的一个基 eu . a : . … m ■则 V 中任一向凿 d = a iQA +“: o : + ：. in 
中 〜 ，化，…， ai ( eK , 任取则 

/<a) ^ ^i /(ai ) + a-ifiai ) + -h a*/(a.>, 

于是在取定 V 的一个基咸，街广■，仏之后，硏申的函数/完全被元有序复数组 ), 
/( 勿） ，…， / w >> 决定 B 由此受到启发，考虑”个函数人，其中 

(,/#(*])* / r f ((12 ^ * **■ * /- ) ) * = E " I = 1，2 »•“ ,》* 

即 

/f(Gj > 德多蜷 ，“1 *1.2 .…， m (79) 

并且对于《 = ，.规定 

i 看 1 :. 

\m 

/ i ( 0 ) = 2^*1 遍(内）> 1 = l ， 2 ，-〜 rt - ( go ) 

i=i IfJ 丄 H If ^ ^ ik 

任取芦 = 力 W 有*!邱 = i 夂)…于是根据 cso ) 式得 

，麵 1 J«T 1 . . .., ’ 卜 /. - f 1 

/■ Cu H - p ) = a t -h 6, = / f (^) + J \ ip . ， 

響 

/,(&); kfiia ), V 4 r 6 K . 

因此 i = I I 2 t '** * F | + 

假设 * i/i + Af /| +_•• + </• = G , 则 



臟 F IS 残性從__ 基每嫌 歎 


E 37 


« 


klfi («i )+ l/s l «,》+，" + 是 n/_ 《《 l 》 = 化 
ki ifitoti ) 》去…十 人 /.(as) - < 


(81) 


十 l / rCc ^+ … fkjja ,% 


从《79 1 )和 C 81) 式得 tdi = 01 = 0 * 


0 ■抓晒 / i ，/ v t / ip 线餘无关 * 由于对任童 


镡 






£/Xfli )/i + …+ f(ai >/i Ci?> 4 4 - fia m ) f m C^i ： 

^ / Ca ，）< i | 十… + /< a « >«d 


f(oia] + “• ^a^ct m } = fia) 


■ 


因此 filial 十… +/ U . w ” 从厕 / t •/，. …， i ； 是 W 的一个 ® F 是 dUtvW ; rf . 并 
且 / 在这个基下的坐标是 (/ C<h ) ，/ Ca ,> ，- ,/(% > > \ 

点评： 

例:你 和例 h 有相似之处：例38中X鼙 " 元集合，域 F I 线性兗间户的一个碑为 
./『.6.‘.、〔，并中 ./ < r, — 从而 dim F v = h ，H / 在 U ■ (: ■… ，八 

下的坐标为 (/UnK/U _ 40中V是数域 K 上的打维线性聲间,取它的 

—个碁为 a, •奶，…‘，隹复数域 C 上线 性空铜 <5中考虑具有 （77) 和(78»式所表示的性洩 
齡函数 组成的 F 集 W， 它是 C 1:的线性空间■舻的一个基为/, 其中 


fi ( m ^ — ^ ^ I */ ^ 1*2. 


1 L 


/,《 S a 赙 ， * 




f ^ ndim , w ^ n 9 n W 中_ 函数 / 在座/,，/:, •••./, T 的坐# 为 （/ m / u . 


,，/ ( 位 ,1 ， > 3 


i 


_ 


例41设 K 是一个数域.在诈，设 


fli = (1,0.- l )\ a , ; ( l」，n 

__ CD,l,L>'ft = 牵 （ l,2*U f 


a ，5 ,,ij 





求基取 . at，m W » h ,ft 的过渡 ® 阵 T •并赶別在兹两个基 T 的坐标 
解设:/1二<€1| _a t . 儀》 ■自 =CJJ!;. 爲 .办 U 由己知条件得又 1 ^ A \ 


即 


(jjf I» i/jj) ~ (Hi « 0 | i®f ir 

B = AT 


(82) 


为了解矩阵方程 ( 82 ) •我们对 ( A , B ) 作初等行变换.当左半边为单位矩阵时 _ ft 沪边就是 



A^ l B=T 


0 - I 


rnmtim 


o o 


i 


2 ， 


0 0 


则 


-1 


—2 • 


先求 a 在基炖•馬•美下軸坐标 C 力■於•力)'取 


^1 


y: 




得 


yt 

y % 


(833 


解线性方癯组 (83) 


2 5 初等_ , | 0 , 


0 ) 0 


0 0 , 


0 0 


于是 


■在基《 


fyt ) (i\ 

3^ i 1 ^ 0 | , 

■v,f 4"〜‘' 

6 > 下的 I 坐标 (《Tl * A ， Xu 〆 为 






^3 


yt 

Ty t 


yn 


to 


例 42 
坐标， 


在例 41 屮■求 一个旧 零尚通 y ， 笮在基 ffi ，垮与基 ,n F 有相同的 


解设7 ( E & a , ,a 和 * J ? ■月 f 的坐标都为 < x , m ,， i : 广则 






(Hi X2 # 


(B4) 


HK 8_1) 式得 


a 


^■i 



峨 F 性空_的_与维 S 


_ 
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4 

(,A - B ) jt b 


JTa 


(85) 


解齐次线性方程组(催）; 


钳冬 Irf 换 


0 0 — 7 


齐次线性方程组 (85) 的系数矩阵 A_13 的秩为3,因此它只有零__从而 jr,^r s 
于是 y =(0_( K 0>\ 


例 43 < 1 ) 证明，在中，多项式组 

/i (J：) (jr ) "•(：!： — a^| )(jc 


》… （j — a m ) 


1,2, 


* 4 


1 数域 K 上线性空间 K [. rl 的一个基■其中 *....〃 是 K 中两两+等的数： 

( 2> 在第 n ) 小题中，取 JC 为复数域 c . 且取4,1，…， A 为全体 n 次单位锻 . 

… . r 、邦中^-0，求€[>1 1 的基 im 1 到基的过渡矩阵 9 

:】）证明在例 2 S 中，由拉格朗 n 插値公式已求出心，見，…七是 K [. t ], 的一个基, 


其中 


gAx) JJ (jr - C, ) ic, — r, r 1 ， 


I 1 2 * … • w 




El 对于任意 / U ) eKU；L •有 


/ u ) ; 


现在舾 r , P r : 


换成 A ， u : _ • A ， 有 


m 


f (^ y ^ Cfli) |T (j: — a f ) (a, 

~ G i 1 


㈤ 


H 




f~f —tii 

这表明 ./ 可以由 f '， j ” …、线性表出 

— 个裡， 


/(“•> 

«,-i K * j , — Uf , t > … （a — a „^ 


f T ( x ). 


义 C 知 dim K[.j ]„ 二 m 因此 / a , … J § 


C 2 ) 解 


ill f 


- r " —I ijc — l)Ci 一 0 O — 


因此 






用 x - f 去除/一 h 作综合除法: 







(/t，/s .… *f) = U 


^ i ④『 i j 


e rlk " 


# 


c f 


园撇 Ctrl m m i 


I 


到《 /,*/ .〜，/_ 的过渡矩阵 r 为 


f *- 1 


^ w Li 








r 1 


W 44 设 A 逛数域 IC 上一个 w 级矩阵 (A 垆 0> ，把 4 抽所有多项式组成的集合记作 

K[4NeJS K t 的—个线性空闻，是不是有限维的？如果是，那么如何求出 IC [ A ] 的 
…个楼和维数？ 

解数域尺上所柯"级矩阵難成的集分 Mj^OAl K 上的一个,;：维线性空间 ■由于 
( KMy 此 . fC [ O 必定 M ; 有限维的 r 否如 fKCAj 中有夫暖子集 dl 性无关_读与 
MUK 】 是補__霞间 隱 .由 厂山⑴〜^二^此下述”十丨 个_ 

f •瓜/V , 

必定线忭 tli 关 * 从而 ft ： 中存在不全为0的数 心為 ，…成:使得 


fife , 十 HUi + ~ A a + …十 IA 


(8 豹 



y , 1 « F t 线 性空间的堪与雄数 _ _ 24 卜 

令 g { jc )= b fi + + s m & KiEa *] * 

Z 用 A 代人*据 (86) 式得 ， g (*4 > = 0& 由此受到庙发 * 蓽1>1中一个多项式 g 如果使镟 
# A ) = G , 那么把 gCr ) 称为矩陴 A 的一个零化多项式 t 在為的所有雜雩的零化多项 式中* 
次数最低的且首项系数为1的零化多项式称为 A 的最小多顼式1假如 } 和都 
遷 A 的煨小多项式，则 mi 和崎的次数相同且畚_系数都为丄予是 綠 ) =mi U J 
一叫( I )的次 數比折 I 的次数低 * 由于 MA > =^wi ( A )- m z ( AJ 与0 .因此 Mj > 也是 A 的 
—个零化多项式，据小多项式的定义 Wi , At . r >—0. 从而机（工户叫 Lr ) _ 这 iil : 明 了八的 
最小多项式是唯一的，设力的最小多项式 ffi Lr >= 〆 ^ c r 1 +，-.+ c ]. r 十 q ，则 

A r 十^! A f 1 + … + = Q . { B 7) 

A r c r \A T 1 — *** — ci A ― <T(i U (88) 

从而 K [ A ] 中任一元素可表示成 

叫 f + a >1 4 ■…十 1 . (89 v 

假操 U+ 去 i A+ …+去「| A ■一 J 则十 A lk r+*” 十合「 t j r 丄也延,、的一个零化多观式《 
根据最小多项式的定义得出1+沁 jt 十 ， "+L k ? _=0.从而 = = 内 

此 J . AvvAr ， 性无关*亍坻这就是 K [ A ] 的一个蘂，所以 rfiniK [ A ]〒 r •即 / C [痛 G 拥雄 
数等于 A 的最小多项式的次数^ 

点评； 

在探索 K[A] 的一 个基时*从4咖爲讯卜 W 得掛厂八,八、一32线性相关，〒是在 
K 中有不全为 D 的数 f h “ h ，•成 . 使得 

m + b } A + 仏 冷 + …十 m* 2 — 0. 

考虑多项式贫 tx ) + frix +6 r 〆 十 + ^ * 由此引出 A 的零化多项式的槪念，迸-步 
考成极端情况 iA 的次数最値盤首项系数为1的零化多项式 * 称它为 A 的最小多项式 , q 
a 4的最小多项式的概念是求 K [ A ] 的一个接舱关埤= 

•例45设 A M 数域 /C I :一个《缴矩阵•探索线性空间测>4；3的第3 个籀，弁凰求 
A .\ •… • V 1 到这第二个着的过渡無阵、其中 P 是 A 的 M ' 卜多项式的次数 

解从 K[A ] 的一个基为… •/ r i m「.,]. 的 t 苺 K , … ，…」…， 
我们在倒26中求出了 KO ], 的第二个基>1,文一 《.( x— •… ，（.nV ▲ * 类比猜想 K|：AJ 
的第二个基为 UA - alAh - atr ^ AA - aD ^ 聲“蔫 If 枣任一非零数，现在来 iit 
明这一猜想为真，假设 

1 k，! ^kiXA — <if) + Jt| (A — al ) J + i r ( < A al J' 1 = 0* ■ 

则 I + Mjt — + …+ 1， | (』一^1)" 1 是的一个零化多项歲， 由于 A 的最 


习题 8, 1 - I ，：二： r 


: .1 •，答下列问遞，要写出理由, j I 

(] > KLx ] 中所有次多项式组成的集合 a . 对于多项式的加法和数量乘法是否 成:为 K 

上的一 个线性空间？ ‘ s :, ; 

m K ^ Xi _心，…，鹎 V ) 中所有对称多壤式组成 的食 合识，对于多项式 的如 法和 
数 t 乘法是否成为 k 上的一个线性空间？ 



小多项式的次数为^因此 

k I (*r ——a > 4- Jfe 2 (jr 

不定元■^用 1+0 代人，从 tSOV 式得 


uV 十…十氣 




々4 + k j ： + A.-j ‘ ~h 」义％ . x ' 


1 ) 


根裾一元多项式的定义得丄二史 


圈 -•* 


A 1 0 ，㈣ j 卜: 


/ . /\ — al * (A — a!) 


(A-a! ) 


i 92 ) 


线性无莱 乂由于 dim # Cl > U = r •因此 （92) 式给出的的多项式组是 A ；] 的一个基 
由亍 A 与 < jJ 可交换•因此 U — 可以按 Z 项式定理展开，得 


(A - al ) J 


I + CM 卜 ( 一 “/ > + CM J W) 2 + 

+ €iA^(- air + … + Ct^AX-al)^ + (— ul V 


A f - iaA ^ 1 + C ^ a 2 A ^ 1 + 


^ Q (- 1 ) J V l A 4-( 


… + q(— 1 )VA 
1) VJ , 


于慰 A - 拳 , 在甚 f . 丄…下的坐極为 


((-1)V 


其中 /= ] •… * r -"" \ m 


im 


I》 fc CJa r _ …， 一 to 


or 




因此基 hA ，# •… • AH 到基 / , A ， * fc ^ 


一 al f C/i 一 ai ) a ，.••，（ A _ al ) 

-笔 i _ M I JF-« 1 JHta il 1 


的过渡矩阵为 


2a 


(—1 ) …身 （ ir 兵 J ) 鈦’一 * 


ir U 








0 

■• * ii 


0 


一 （> 一 Da ^ 





4 


繊 


_ 


L 线性空间的碁与維敗 


(3> OrW 上所有连续函数组成的_合 CCa ,6]， 对于函歎的加法《即(/+容)&)=/(怎) 
Kx >， Vrel > •办 ]) 和数 M 乘法（即(臭/)(文】=*/0》*¥工€ [>』])是否成为实数域上的 
_个线性空间？ 

(i ) 所有负劣数组成的集含 IT 于实数的加法以及有埋数和实数的乘法，是否成为 

有理数域.[:.的一个线性 空间? 

ildl 

(5) 集合对干实数的加法以及有理数和实数的乘法•是否 
成为有埵数域上的一个线性空间? 

2* F 的下列子象对于 F 的加法与纯量乘法足否构成域 F 上的线性空间？ 

O ) R 有有限多个分置不为0的无限序列组成的 子集； 

* (2> R 有有限多个分 M 为0的无限序列组成的 

* C 3) 没有分量等于 e 的无限序列组成的子集, e 是域 F 的单位元. 

• 3 . 璋的下到子集对于加法与_瀣乘法是否构成 R 或 C 上的线性空间? 

tl > 有界的无限序列组成的子集 ( 一个无限序列(力，免 hi ,, " O 称为街界，如果存在一 
个实数心使得 kl < A , VA 


(2) _足 Hilbert 条件的无限序列组成的子集 （Hilbert 条件編级数& |屯| 2 收敛 ） B 

_ *縛】 

(设 X是任一集合， Ff 个域的 T 列子集对于函数的加法以及 F 的元索与函 
数的纯 M 乘法 •是® 构成域 F 上的线性空间？ 

<1> 给定 “&又•集合 {/ eF x t /( a>=Gh 

*«) 翰定 oex ■给定且在关 0 ,集合斛 j ’ 4 

* ⑶给定集合（/€户 i / q >= g . x 山 

*(4)给定且 m>i, 集合 彳 /eF 户1/ 在先 的至少一个点上的值为 G}, 

HR * 的 F 列子集对于熥数的加法以及实歎与函数的数量乘法•是否构成实数域上的 
线性空间？ 

⑴ { f ^ R u \ lim /Cx)=0) * 

(2) {/€ R B 1 lim fM^Di ■ ， 

( dh ! 

u) (/eR fc j/K 有有限多个间断点 I• 

IK’ R 对于下面定义的加法和数 敁乘法 ，足否构成实数域上的线性空间 ？ 

C 麵 _ 办 I ) © =s (fij -\~a* *h\ + 私每 J， 

k * ia ^ h ) ~ (Au * 妙十 

7 .设 V 是数域 K： 上的一个线性空俩•把 K 与V的数傲乘法玫成，若 * 垆0,则 



囔 


2-1 J 


_ 


线性空 in 


各•‘管*? Vi 若 ㈣ .则 h a =1试两 3 V 对于原来的加法与现在定义的数最乘法是®构成 
数域 K jh 的一个线性空间? . 

S- 判断实数域上的线性空间 R* 中的 F 列函数组是否 _ 性无关 • 并垃求它的秩 ^ • 

f 1> 1 fcos 2 ^, cios 2 xt 

( 2 ) 1, cOsj - cohB ^ j 

C 3) srnxfsin 2 jc , …， sirwuri 
( 4 )1, msx • sin ^* cos 2 x , sinSj , — , ca < mj ：. sinn^i 

t 5) If QOBJC < COS ^ - SC , #Bi • COS ^ J ^ 

9 - 在教域 K 上的线性空间 KLr ] 中 ./ 4 ( s ). f , U )./ A . r I 互衆， M 其中任意两个都 
不瓦索•判断 / t (工 > ,j u ) 是否线 性苯朵 • 

瓜在域， 上的线性空间 v 中_设向髯组 6 m … 你线性无关，且十 

证明 f 如果对于薦个存丸判，那么用滹替换1以后得到的向暈组的， - n 參 
% [，…也饑性 无关 • 

u _ 在实数域 I：的线性空间妒中 * 函数组 

e ’ etj & r ， e J srnxf co ㈣ siiLr 

是杏线性无关？ 

说 设^^対".其中 H 是不侧的素数，>1是大于 I 的 1 E 整 数,， 把®数域 R 看成有理 
数域 QJ ： 的线性空间 ， 判断 ' 

d ^/ b r 1 

是飪线性无关 • 1 * ,、 : v - , .蹭 •■• 


13. 令 QC {<| 十一 •祀 Q ) ，其中 

il ) 证明=0⑹对尹隻数的加法以及有理数和复数_乘法构成有理数域 Q 上:的一个线 

性空间 f 


C2) 4R Q(W 的一个基•和维数 t 

nyErSi 是报厲 f qu ) t 如果是，印, s >- 播是诉线性被財并且求泣 ，一 说 
的秩_ , 

14 -在 K 4 中，设 in = ( , = ( \ Atl *0>.%a F 0,0) , ,er l — (j _o“hO> r . 

G=(2 ，一 im% 求 <i_ ■ 亀敵，你 ‘ 下的 坐标， • 

*5‘ 令 




r 物 i v 丨， 喔 

，一敁 R 



a . 2 子空 ㈣ 及其交与和，子空 M 的盧和 


* 


24 5 


_ 


n > 证明: v 对于矩阵的加法以及实数与矩阵的数®乘法构成实数域 r 上的•个线性 


空间 


(2> 求V的一个基和维数•并且求V中的矩阵在这个基 F 的坐标 a 

16. 在 JC + 中，求由基 CM 到基抓 m 的过渡矩阵，并旦求 a 在所拖定的 

基 T 的坐标 r > n V Q u/iif m ^ ^ ^ r^ai^ • 一 


cl ) Ri-a *0,0,0')'. 


= il t —1 tl ) 


03 

^£0,1-0,0)% 

ft=C2 fc 3,3,ir, 

aj 

= C0,0,1,0) / , 

島 =(3 山一 2 •⑽ 

«4 

— (0*0*0.1 )'，■ 

fi =<o, i ，— ] ， 2) 

0r = 

•霸 iJJ T 的坐标 

c2) m 

=(1 ,.0,0,0) f . 

=(1 丄 S ， 3>\ 


=(n *0.0)\ 

— <0,3,7,2)\ 

Of:! 

— ( n “( n \ 

/i —(1 i \ *6^!!) * 

€(； 


彝；（一 1 山一 1. 

® — (1：»4 f 2> B)I 在幕 fi : ， 

a ： .a ya 的坐 

(3) at 


凡 =U, 1,0,1/_ 

a 

=(] .i»— i» — l )’ ， 


Hi' 

=<1 ，一 1 山 一 i)' 

P^ua.o,qV, 

a, 

— (it 一 i * _ i ， i 〆 . 

趴 =(0-1 ， 一 1, 

cr = 

MUO/ •— 丨/在姑犮 

t p fi & 下的 坐标 


— u 


1) 


/ 


i - f5 必 16 题 ffW) 1 丨 H 、 赵 : 1 1 - 求一 :li: ， 车向 Fi a. 它在 !A: a x .a . a .a 与基 p ,/r .p 4 
F 有相同的坐标 • 警 

18，在数域 K 上:的线年空间 K 中 •求基 1 • ， - x * • 1到骧1 • x — a , ijc — a ) l , 

…“ 广 1 的球癘矩阵，其中 a 痦 JC * t * 任一非 零数. 


A 
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内容精华 


严 W f 








研究域 f 上线性空间 v 的结构的第二条途径龜 v 研究V胁这样的非空子集 y •它对于 
y 的加法与纯量乘怯也构成域 F 上的一个线性空间 . 称 [； 是 TT 的一个 线性子 空_ •简阵为 



子空间浼其交与和，子资阿的 S 和 • 247 • 

设V是域 F 上的一个线性空间•给出V 的- 个向職 ……〜如何构造一个包含 
……^的最小的子空冏？由于子空间对V的加法和纯1|〖乘法封闭 * 因此包含 l ……的 
子空间一定包 S^ 3 .…^.的所有线性组合组成的集合： 

{ k ^ +■”+ U .4 纥 e F . i ^ 1； —*jfK (2) 

把这个集合记作显然 w 非空集*且 W 对于V的加法和纯麗乘法都封闭，因此 W 是V 
的一个子空间，从上述论逑知迸^ F 轆是包含⑴，…, 0 .的最小的子空_■把 W 称为由 w 
…， 生成 （或张 成> 的线性子空 _,E 作…必)或者 LU 卜…山即 

〈的 •… ，仏〉 — {^ t O| i! + ^ ,a* ! k, f FIf = 1 »**"»^}. (3 ) 

在有限维线性空间 V 中•任何一个线性 T •空间 t.『 都可以用11述方法得到，这是因 々只 
要取 LT 的一个基 £r_ • …， a_* 则 U ~ (« tj ，… ，<!»>■ 

对于 V 中苘置组 *n, …心生成的线性乎空间…也），从 (3) 式看出•向 量组办 ，…， 

• ■ 4> 幸 » 

A 的一个极大线性无关组就是 < fll * … ％ >的一个基.从而 

»哪«»_顯 _'#««_ ■叠 _ « » i - * i « 

diin <0 ] ii.w pa *) — 『 anktai* “， #oJ, (i) 

从 （ 3> 式通琦得出.对于V’中两个向 it 纟 IU: n 和趴.…•有 

(at * '** * a a ) — (典•’ •、尽 i 

㈡ U " …，九丨兰讲 ，…， (5) 

二、子空间的交与和 

为了利用线性空间V的若干个子空间来构筑整个空间笮，霈要引迸子空间的运弇 s 
设V是域 F 上的线性空间和 K 都是V的子空间. Vl 和 V\ 作为V的子集可以 
求交集 wnv:。 自然会问:交集 v,nv : 是不是 v 的一个子空间？ 

由 :fo & vmiv : •因此 v , nv \ 推空集 . t£ •取 aye V , nv :- 则 a •批 v ,a 0 ” w :, 
由于 k 和 V : 铘对 v 的加法封闭，因此《+卢€%且 n+^ ev,*. 从而 a+pewnR . 任取 
秘 F， 由于 K 和 V a 都对7的纯置乘法封谢，因此枝 e v% JL々a&Vj. 从丽 Jb6V!nVh 
据定理1得* v ^ nv : 是\’的一个子空间> 于是我们证明了下述定理2; 

定理2设 v 都 ja 域 f 上线性空间 v 的子空阀*则V nv, 也是 v 的子空间， 

. ■ 

m 集合的交的定义可得出，子祭间的交适合下列运算法则： 

<t> scmm ^ nv ^ v . nv ^ 

㈤ 结合律 dv^ nwynA ^ wruvznv ^, 

由结合律》我们可以定义多个子空间的交： 

Vi n v , n - n v , 1 1 
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* 


第 e 痳线性空_ 


记作么 K •用数李归纳法易你也是 V 的一个子空间 

类似地可以证明*设 f 是一个指标集-&对于每个;_ 6 h 都有 V ,是 V 的- t 子空间 HJ 

n ^也是 v 的一个子空间，其中 n K — ia I « e v ,, Vi e /). 

*€1 i t f 


自然还会问： V 、与 v : 的并集 v \ uw 愚不是 v 的个子空 
间?不是 * 例如 •设 v 蕞几何空间（即以原点为起点的所有向量组成 
的3雄实线性空间是过癉處前两 t 不同的平面，从而它们 
都是 V 的子空间■在 Vj Li V :中取两个向咖，其中奶 e V ,冲 
« v rt(rr e K •奶飪 V 、.则奶 +«.. 0 ： u r _ 如图 8 i 所示」因此 

V , U V f 不是 V 的一个子空闻. 

如果我们想构 造钽含 前一个子空间 •那 么这个子空间 




应当包含下述集合 

+«s [ &i € Vi *01 €r v * L 

把这个集合 E 作 Vi + v：* 这个集合是不最 V 的一个子空间呢？显然 O^prhaev. +v 2 . 
因此非空集 a 在 K+V， 中任取两个向址 a •兵 .则 ' * 


( ® = ai 十吻，穸=與 +爲 ， m ♦ € Vi * at 6 V iw 

于是 <?i +属 € V 、 * 03 +^ 6 Vs , 

从而 Cl 十啟 > + C 奶十择） 6 Vi + W 一 . r 

任取 f ， 由于々 m e vw e k ，， 賜此 

ka ~ ka { -h 4 scrs 6 W + V ^* 

所以 Vi +v. # V 的一个 f 空痈,称 V, + v t 是V 、与的和，其中 

铲 t + V a —Htti + a-i 1 a , 6 V ",6 V % 1* ⑻ 

这样我们证明了 F 述定理 3 f . MC ,.]. '一 n ;、 r ； 

定理 3 设 V_ .V 鄱是域 F 上线性空间 V 的 f 金间,期 VV+Vt 是V 的子空间, ■ 
从以上论述知 At, % +v 2 是包含 v,uw 的最小子空甸 • 

从（6>式界镑看出•子空间的和适合下列逮算法 则： 

_ ⑴交换律： V , 4 A = Vj 十 v . 2 ; ' / ^ ^ ■ J .. \ 

( n ) 结合律 ：< v L + v :> 十¥,=",+(%十1^> . - 

由结合_•我们可以定义多个子空间 的和： 

V , + V : + … + f ’二二 - ' 

记作 5] K 3 用数学归纳法易证 X ； V ,仍是 V 的一个子空间 t 丼 J 1 



a 2 子窗 m& 其交軺相.子空叫的疗和 


# 


2\9 



… I Q, £ Vi * / — 1 ■“- 


我们釦道.集分的交与，手适合分配律，即 




(7) 


a n <b u c>; (a n m u (a n c), 

a u(b n o (a _u n (a lk ，)‘ 

我们自然要问 ：子空 间的交与和是不是适合分配律呢？ 

设 邮是域 f 上战性空间 v 的予 空问 首先探讨 
k 门与 （ V , nv , >+< v 〗 nVj > 之闽有什么关系？从几何空 
间 V 可以受到启发 • 如 圈81 所示，％是过雇点0的一条直残 
和 V 足过原点 D 的两个不重合的平面 . V ]不在上，也不在 V 、 
上，显然•有 

v, n ； （ ),v' n v' = o ； v ； + v = v\Vj n tv, + v.) = 

由此受到启发•猜想 


(fn 

m 



旧 e -2 


v 彳 rnv】4 v ,) ^.(Vj n ^ T ) + ( v t n ▽、)♦ uo > 

可以证明 tio > 式的确成 立：在 （ w nv ：>- tiv } nv t ) 中任取一个向量 a + a 其中 v r m 
昨 VVHV ” 则 c € , 斑此 aH -^6 v ! + y afl 又有 \’"芦€ Vi v f , 从而 

* 中卢 e k ncv ^+ v ,). 于是 ao ) 式成立. 

•#1 

上述几何空间的例子表明，< hnv , 叶 (兄 nvj 有可齟是 ncv , + v, >的真千集： 
:在加 上一定条忤后，它们也有可能相等例如，当时 t 任取 a e V ' ntvm 则 
* ev \* 从而 aewn 兄.于是 ata + ci & tv , nu +( v , nv ,>, 所以此时 ，（ ip > 式取 
等号.， , 丨 

现在来探讨 v r f + < w n v t ) 与 （ v ' _ vv > n uv~r k , > 之间的关系 「 从® 8 2 可&出. 
w n K 是过原点 0 的一条直线,钯作 V * •于是％十 n ^ nv , >是由两条相交直线％和 v f 
决之的 f 面 *而 V , f V ' =\A r i t \ 3 =\ ,于是 < v t -h V ； > n ^ V T | - i - y 3 >= v * 在这个例子艺 • 
v L + cv T n v , > & - f - V ) n ( v ^ +v 丄由此受到启皮 * 猜測 

H- cv, n V 2 ) Q CV.+V% > n cv ( I - V f ). ( 11 ) 

可以证明 【 LJ 5 式的磷成立 ，在 W + ( v * n v , > 中 任取一个向蚩 a + 办其中屮 6 V " 

fi € VtC \ V im 由此得由 I ' HA ., J . at + 〆 € V | + K - 于是 + 昨 < 化 + V』 ）n c V 』 

从兩 m > 式成主， 

加上—定条件后 . u 丨 ） 式有可能取等号例如 r sv ? 时，任取 W 4 V . > n 
u r 6 + v 』） •则 a t + v : v ' + v f , 于先 o _ v % .且 ♦私•其中译 e v . ，爲 e v 3 „ 由 

此得出 — a eVa . h 雜弟 ev ^ n k ，从而 a = 典 + 爲 6 v t 4 kk 门 ■ 所奴 （ v t + 


v ,) n < icv , + < v f ： nv %>. 即在 时 ，（： iu 式的等号成立 T 

我们把上面证得的结论写成一个命題： 

命题 1 设 V , , V -: 和 V % 都是域 F 上线性空间 V ' 的子空间 n 

V, n m i (% n v 5 ) + (y, n v 山 

v, + <v a n v 3 > ^ < Vj + v t > n <Vi + v a > - ■ 

根搪向童组生成的 r ’ 空间的定义以及 f 空间的和的定义， t 即得到 F 述命题： 

命题2设 A . … ，⑷ 和氐•… 是域 F 上线性空间 V 的两个向 看组 ，则 

<a ： *iO + < 戽， … ，属 > 

—<12^ * '■* * a t ffii ，… ，戽 _ 

设 W 和 Vj _是域 F 上 幾 性空间 V 的有®维子空间.则 V , n Vi f Vi + V , 也都 _ F 的 
子空间，试问 • v , t v :. v t mw , +%的维数之间有什么联系？ 

从图看出 .dto V ^ hdiinCVVriKhUht ^ VdVJ ^ a . 由此受到启 

发•猜想有下述定埋： 

定理 4 { 子空间 的维数 公式）设 V . . V ’部是域 F 上线性空间 V 的有限维子空间，则 
v ^ v ^ v ^ v , 也是有限维的.并且 

dim V ，千 dim V 。 = dim ( V ( 十 V s ) + dim { V t f | V 2 ), (12) 

证明设 v , , v t *Vi n 的维数分别是％， m ! f 财•取 nv * 的 一 个基 hi , a , 把 

它分别扩充成 Vi 和 A 的:一个秦 Ufi ，… ta _4 ，…必「_和0 1 ■…，知•六，…,于是据 
命题2得 

W 屮 V ；=〜，… ，知 ，弟， •“ _ ，乃 _ : . t • 

因此 + V . 是有 限维的 # 如果能证明 ， 

m ，…，攻_，角 ，… ，择 ^ 

线性无关，耶么它就是 V ! " hV T 的一个基，由此得出 

dim( V I H ~ V f } — m + ( — m ) + ( «■，一 m) 

rS ^ v i ! ^ 叫卡屯 w ! 

‘匕 (= dimF ! 十 dimV f — dimC V , V . >, 

假设 . 

+… + 纪炻 +-"+/ V ._, j 3 , | , 十仍乃 +•“+ 心一匕一 =i U3) 

则 ， 1 

a y E + “，十 = t - k iai - - k ^ a m — pi 取 - P n -濘— -’- ( H ) 

U 4> 式左边的向 MMf v _ .右边的 _ 邏厲于 vr , ，从而它 JS 十 v ， 4 nV f c 因此有 

仍 K 十 … 十 v $ hav ^ "- + ( 15 ) 
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由 （ 35 ) 式得出 ，奶 =…二 „-=/ i =—= ^^ 0 . 代入 ( 13 ) 式可 得出， 

^ ^ Jt „ ― pi ^ *** — — 0* , 

因此 A •…， a ■，典，…， A s * J ， …，钱性无关、 _ 

推论1设兄,％都是域 F 上线性空间 I 的布限维子空间，麵 

dim ( V t + Yi ) = dimV , + dii ^ V r <=^ V , f ] V t = 0, 鼸 

飼如.在 ffl 8- 2 中 ,Vj n v z =0* 此时 dim ( V p t 十 V :)二 dimV , 4 - tlinaV : * 容毅信出，几何 
空 N V 中任一向負可以唯一地表示成 a +«v •其中 a ! 6 V ,，％ 6 VV 山此受到岜发. 

讨论子空间之间 一种特殊的和 * 即 子空间的直和 ■ * 


三、子空间的直和 

定义1设 Vp V* 都是域 Fi5_ 空飼V的子空间 t 如果 w +% 燦霉 个向量 a 都能 
唯一地表示成 

Q ~ CT | ^ OTJ * 01 泛 Vl * Hi V * * 

那么和称为直和，记作 

从 III 8 - 2 看到, ViHV * 二 OiVr + V * 是直和，这两件事情之简有必然联系吗？ ； 

定理5设 W * Vt 部是峨 F 上线 性空间 V 的子空间*则下列命瘇互相等价： 

ti ) 和 W — V : 是直和 f 

CID 和 1 +。中零向簠的表法唯一 i 

CiiB V.n^f^O, 

证明 （ i >=>( ii ) 是显然的. 

ui )^( iii ) 任取 ff ev , nv 3 , 于是零向®可表示成 

0 = £T -h C— cl) * « t ^ Ct ^ V| , 

由于零向彳 it 又可以表示成: 0 1 0 十 0 •因此据已知条件得从而 K nv：=tu 
( ui )->( i > 设 r nv ,= o . 任取 .假设 

<f = a\ + 1 aj C* V|. # ct：j £ V"j * 

<t ^ pi + ft * 6 ^V， 典險 vv ■ 

则 m +ffa = 0 i • 从而 m — — oi 6 V , HIV ，* 谢巳知条件得， — 戽 = 0 *^—arj =0 a 

即 m *- 烊_^=诙*因此直和， _ 

对于 v 的有限维 -F^m V T V 来说 - w nm a 仅当 dim(V\ 十 V V 》 ： dimV 】 + 
dimV ,, 由此珂得出 T 述定理 t 

定理 <» 设 V 』 ， V : 都是域 F 上线性空间 V 的冇限维子空间•则 F 列命题等价： 

< i ) 和 K + V : 是直和* ; > 斧 






( iv ) dim ( V \ + V % > ^ dimV , + dimV , ： j ；!j 

■ (W V t 的一 t 基与的一个稱合起来遥 V 3 + V t 的一个雄 3 
证明据定理5, ⑴ ㈡ ( HU - 据推论因此⑴ ㈡ (u 乂 

(iv) =>(v ) 设 + 在 R 租％中分别取一个堆*吼，…, 

众‘ 和声 ■* … ，爲，则 : = : •• 丨 4 , 1二 、， ♦ j ri , 

^ i +V#— (oj ,**- ，^ > 4- - tfif) 

，= ieti ，… * a t ，參 i * … 

由已知条件得 * dim ( V T ■ hV t y ^ s + i m 又由于 V 』十 Vi 申_个 向傲都 可以由 0 ^.._,屯,典, 
…， A 线性表出，因此 ai ,..、 a . 七 ，… 是 V t -h V ,的一个基, 

(v) ^>(iv) 是显然的* , ■ 

设V, ，V : 都是域 F 上线性空间V的子空间 •如果满足： 

V Vi + V 产 V . 

r W+K， 是直和_ 

耶么称 V 堪 V_i 与 V 的直和，记作 v = v @ V . . 此时称 V T : 是 v 3 的一个补空间.也称 r』 
是1/ 5 的土个补空间 • [|( 

命题3设 V是域 F 上! I維线性空间*则V的每一个子空间 U 都有补空间 • 

证明以中取一个基 a| ，… 〜■■, 把它扩充成 v 的一个基，匕必，…•戽…则 

，…， ci-* 岛-…*爲__> 

土 ，*“， n 皿）+ < JJ ■，… 

- U-f W. i M 

其中 冰一熇 ，…必-•、由宁 U 的一个椹与 W 的一个褓合起来是 V 的-个基，因此 (7 + IV 
是直和 * 从而 [/ ㊉ W t 于是來是 U 的一个补空间， ■ 

由于把 u 的-■个基扩充成 r 的一个遵可以癩不两的方式，调此 y 的补空间不唯一_ 

例如 •在 !1心2中，V, MVz 的^个 补空间 .过厭点 O 風不在％上的住意一条 ® 线都是 Va 

的补空闽 3 : | , ' 

定埋6和命题3都可以推广到无限维的情形 a 
" 定理 7 设 V ; A 都是域 F 上线性空间 V ’的子空间（可以是无限维的 ）_ 則下列命題等 

SHr £ 、翁 ■ il 1 t 5 i gpl " 必， ,% 

(i) 和 +V ^ 是底和 j 

CvOf 的一个基与的一个基合.起表是 V ' + K 的一个基^ II ； 

证明设和 K + V、 是直和，則 Y'nK — O. V %中取一个基本中取一 
个基氏.在 SviJS* 中任取一个有限予集 U= U, , _• •，㈣ t(IKl T ■-料‘)，其中〜&各.0% € 






…, wri_ = l ， u •设 r ， P 一 “ ； j ， 

+ …♦秦十 hlffsi +* “牛务 !^ i 「= 0， 

则 ▲"如 舞戸一 hflai “ Fl ¥ i . . 

由于 ViDV ^^ O •因此 

矗 udu H ■… + 秦1«»1_ 写一 Alia 雾 1 — ■•. — A^rCir = 0, 

由此推出 ^ 1 r = *** = ^ if * &5 =*“ ^ k% r ^0* 

从而线性无关，由于 il «. S ( U 5； 的任一有限子集，因此 S t IJ ^ 残性 无关： 

Vt + 中任取一个 向吃 a = tti +cm * o , V " a : € VV ‘ 由于 St ， S | 分别是 V | . V ! 的 

一十基 * 因此 

q = •(“〜 <Ji,, +…+ aj 和 , ） H- Caijj ati 會十 … + 这 u t a，， t h 

从而 a 可以由中有限多个向量钱性表出 《 

综上所迷, S 5 U 各是 V * + V 2 的一个基. 

( v >^ i ) V ,中取一个基 & VV 中取 一个基 由己知条件得 jiUSa 是 V ，十 V •.的 
一个基，任取 a€Vi n V ’： ■則 + » B - (» = 1如十 —+ ^ r ^ 3 , « 

由此得出 iktian +，.* ■一美 jiad ^Sfeiftter ^0 . fl 

于是是 11 = …=4=0，从而 4»=0 fr 因此 Vi 门 V :=0, 所以 V 、+ K 是直和 • 

■ 

命題 3 也可以推广到无限維的情形，即有下述命趙： 

>命題 4 域 F 上无限維线彳生空间 V 的任一子空间 L T 都有补空间 
证明放在8, 4节， 

子空间的直和的概念可以椎广到多个子空间的情形 # 

定义2设…. V ,郝是域 F 上线性空间 V 的+空间如果和 K + V _ . +… + V ’. 
中每个向量 o 都能唯一地表示成 


m 十炫？ + … + e f ， a , 6 y 


U 2, 


_ 4 和 


那么和 ％+%+■"+% 称为直和，记怍 ^©v,® … ©y」 或 ®Vb 




定理 S 设 v, ,V B ，…, V. 都逛壤 F 上线性空间V的子空间，則下列命題互相等价 

(i) 和 F r + % +…十 y . 是直和 4 


. 


-W 

CJI) 和中零向量的表法唯 一 ！ 

(“i> K n < SV^ = OJ - ] , 2 ，w 

i^i 

证明⑴ ^< ii ) 是显然的， 
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第 S 章线植空 fvij 


任取 a n 《夏>山则一这 e K 且是 G = IX, … e %, 

f 轉 T H (,. I . J 恭 i 

j = U …， / — h …山因此在和中零向 W 可以表示成 

o — (一 ci)+a = (— *) + y g f . 

味 I j 

又 0 = 0+0+ … +0, 据已知条件得， 一 a = 0, 于是因此 

V. n (S V J ) 篇仏 

Clii )->( i ) 任取 a e 假设 e 有两种表法 i , 

a ~- at + a ： a 9 & - l — I #2**** *54 

ri 

a = 译 +择 + … + 尽 * p t ^ V , * i — 1 * E , .5. 

任取 U ,2* …， j } ，从 上两式 可得出 

^~a, = S&—€ V_ fl <SU 

- i ■"“ … U f ，“ ^5^ • 4 ^ ‘t 丨 ，1 ^ r % j 、應 1 ， 

由 已知条件得，/? — A =0 •即焊 =« F w = l ,2* …因此和 V : f V %+ … + K 培直和. ■ 

定理 9 .设都是域 F 上线性空间 V 的有皞维子窆间，则下列命题苴 
相等价 t 


0) 和 V ,+ V , + … + R 是直和； 

(iv) climC V’ 十 V , + '* + VJ^clim V ; dim V 1 f **■ f dim V*. ? 


( v } W 的— Hj | 1 ®| 的一个基，…， V , 的一个基.它们合起來是 V t +V …十 V ,的一 
个基. 


证明 ( i )=>( iv ； 由于 V ’，十 V: + … - V 1 苴和， M 此， r , n ( Vv ) = Ow = ] ,2 


^于是 


i — 


cHm( 2 V' 广 dim(V + 士 V,) 

• ,， lr . % ■ , ^ ； i ： w|L 

I 

— dimV , + dim ( D V ,) 


44 






拎_»0 


，注章 v : n c Vi +_ ■ •+k ) ev ^ n iVi +¥*+—+ v ,>= 0 . 因此对 \ 作数学归_法，根据归^ 
假设可将 


drm{ V’ 产 Vdrm V,. 



从而得到 
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* 


255 


dim { ) = dim ^ dim V \ J]ditn V rm . 

i ^1 •琴 * 3 : 

据数学归纳法原理•对一切 iTM 数“命题为真. ， ' 

< iv »( v ) 设 dim (5] V f > : 丈 ; dim V , _在匕中取个、，…， 门“； K 2, …小 

a 1 

則 

I 

薦 Vi =Mtt” . … ^i W| ) 十 <: 翁 21 f ， a— , > + … • <fl4 ， … ， a_ p ) r1 




^tn Gfi 


-0* ) 4 


J 


由已知条件得. dini ( 2 = y]dim V v = + m s + …十 m _ ，因此仙，…， a !* ，au 

* m , . ,>r _ u 


u 

心•…的一个基 


{ v )=>( i ) 在 V , 中取一个基 cr . ， 


+ 


.■§»*! 


*C 


1,2 


则由已知条件樽 * oj" … ttf jjm , 


t 


… i 逢 J }% 的一个基，在 .2 垅中-设0 

_紐 I 

s , Mil a t — kiian + …十 a — , * 从而 


<i\ 


t at + ^ * CT,f g V t 


I *2 1 


55 , • 0 = ■•••:+■ + ••■ + 氣|如 + __* + 6厕 a _ • 

由 此推出，爸… =* 4 = ”，= *_, ^ 0. # . ' 

因此 o_ = 0W = L，2 ■…， sja 证明了在 j}v, 中零向量的表法唯一•从而和 $}v, 是直和 A 

1 J. L 


定理 9 _示了可利用子空间的运算来研究线性空间 V 的结构 ，如果 F 等于它的若干个 
子空何的直和•即 V = V t ❿ Vg ® … ©%,那么 V , 的一个華，％的一个基，…鱗一个 
基，它们合起來就足 V 的一个 基。这个结论非常取要•很有用* 

8.2.2 典型例题 


例1判糾数填 if 上下列 n 元方輕 酌解集 是杏为的子空间： 

《瞬. = 0| A ，_ 相 '(2); = ] 3 

i=i • 

⑶ = o ; I ⑴ fcii y ：^ 口 o. 

* 麗 1 -, ^ 




解 （1>若 a !, *儿不全为0肩^>/. =0是 if 元齐次线性方程钽，它的解集是 
1 C 的一个子空__ 

H 

辛？ A — 1… =-£?„= ()，则 ^ a , JC . = 0的解集 J 6 K h ，它也是的 一 个子空间 

( 2) 荇 a , 叫•■■■,(!，不全为0,则£>兩，1蠡 u 元非齐次线性方程组，它的解集不是 

的子 空间- ，•胃 - ^ P ^ -丨’ — T 


若攻】=<1!= … = £ E , — 6,则刃 a #, == 1 的解集 是空集 * 它不是 K " 的子空间* 

■ Jht JHi sl VfirB^ 1 

w 

< 3 > 当 K [ R 时 ， U 4 的餺集是 （（0,0 ■… ,13 > f ), 它是 K * 的一个子空 _ ，釋零子空 

_• . • • 、，'身•、 


当 K 3 R 时， K 中含 有虚* U + 磁办# fl . 从而 i -f 一 a]e K . 当 np 2 

m 

时 ■(* 二 mo 、 … ，0)' 和多 = ^ 1 的 m •而 a = (1 十 i.l H ， 


椰 


_ 


0 .…， 0) ，由于 （1 + i >，+ (l + D := 秦 i 參 oJ | 此不是 土❶的 _ •从而 


0的解集不是 Jf •的子空间《当《 = 1吋 _xf = 0的解集是{0}_它是 K 的一个子空间，即零子 
空间4 


( 4 ) a = ( 1 . 1 *0 .… ■ (} 〆 与// 


U 0 • … * t)V 都是方程4= 0的解，而 a +於 


C 2， G ，0，-"，0 Z 由于 2 a —+妒+…十 0’） 二4 # 0•因此 d + , 不是方 g 尤！ _ 


0的解 J 人而这个方裎的解集 f ; 是 K ， 的子空间 
例 2 判断樓 2 剩余类域匕上下列 ttj & 方程的解集是否为厶■的子飧间 


=t 


*r 


m 


( 1 ) j ^ QpJ ： 


(2) £ 心 




Tfl ： ct m 


l|= 


, 


(3> = o ； 


A 


h> jf i — yijj — o m 


i 


H 


_ ⑴ fils U - 是 = 0 是一个解_ 设 a - Uw -, r /) 


A 


_ 


( , ： A ，也，…， d-Y 0jfe Wl fliiT■ = 13 的_，则 


_ 


^ 9 ^ j a i^ i ~ 0 •于最 
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_ 


H 


* 


^atici + di) = yiaiC, + ^ajd, ^ 0 +0 




0 . 






胃 

从而 m+fi = CcL+ dtUj +* ，… + O ' 也是 = 5 _ 鰱•由于 


■m ; 

^a t ikc 


m 


k = kQ — Q 


twl 


*i 


因此 fed = Utc 、， ki 、， … ，贬 .V 也蠢 [)a 


x 


3 的解 . 于基 = § 的解集对于 z ， 的加 


法和纯置乘法封闭 . 从而这个解集是 z / 的一个子 空间。 

(2) 设 a ! …不全 *匆5.设仅= (q _ t ;. … * c fr ) */ f = d 4 i ，…， d/、* 都趙- ^\ r x t 

» _ 


解，则 []<» 〆 ■ = i . y^Uid, = i ■从而 


m 


_ 


x 


y^&iiCj 十 di) = y^UtC, + y^aid w =1 + 1 


0 






因此 G+p = h 十 A . o 十 4 ，不是 sur =] 的解. 从而这1、方程的解集不 

是的子空间 6 


_ 


苔 A 


a: 


^SSi 


a - = S . 则 = T 的解集是空集，它不是石 _ 的子空陳* 


a 


H 



m 设 《 二(八 .A t …， mM 方程 U 夂二0的解肩 - 0. 


n 




= L 由于 


n 


n 


y] (a,^if ¥ ) z ^ &if + 6 f) = y^ qf + 2 W = o + o = o» 


_ 


因此 a + fi= iai + ih *a 磬 十如， … tfl_ + 緣）'也是 ■ G 的厂个解 * 由于 


2 a ) 2 = P 23碌 —ft*o = o» 


因此 Aar 二（知 


也是〒0 


w 


的—个解，从时^^彳= 0的解集对丁 v 的加法和 

1 * I 

纯量乘法封闭•义左万的觯，由此士: T ? 亡6时觯集蠢 z / 的一个 
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第轉 线餘空陶 


子空间 • ， % 

n _ 

<4)由于在石中， a —办= g + & ■因此方程 jf 一 — 0 也就是方程/? + — Op 

在第（3> 小匦已证明它的解集是的一个子空间. 

点评 S 

从例2的第 a>、(2> 小题的解题过程#到I域 F 上71元齐次线性方程组的解集是的 
■^个子空间I而域 F 上 n 元非齐次线性方程祖的解集不是 P 的子空 «U 这分别与数域 K 上 
n 元齐次、非齐次线性方程组的解集的性质一样，例2的第 (3K(4) 小遞，关镰是用到了棋2 
_余类域厶的特征为2,因此在 Z, + f . 也有一6 = 6. 


例3 求心上的3元方程 Sxf =石的_集,. • - • ' 

. 3 . ^ ( v 4 ， _ - 

解 Z fl 上3元方程=万的解集 W 是的一个子空闺，可以宜接求出这个方程 
的解集 W 为 

w = uo . o , o ),( o . TJ ),< I T oJ ) t { Ta , a>}r ^ 

点评； 

3 

实数域 II 上3元方程^好= 0的解集为 {(0,0,0)) ，而例3哿诉我们，為上的3元方種 

11-1 -‘ • 

1 

6的解集 W 含有4个向 a . 这是由于 Z : 的特征为2的缘故， 

例4 设 Aii 数域 K 1:的 — 个"级矩阵 . ill : 明 :数域 K 丄所可交换的矩阵组成 
的集合是 M w fiO 的一个子空间，把它记作 C ( A )„ 


证明由琴与 a 可交换，因此 ecp msmM 谢 調 _S ,5,则 ^ i 4 Bi 3,4 
=从而 


(B ： 4-Bj>A - B. A-hBtA = AB, -h AB ; = MBt + B, >, 

_ - ■ - . 3 峰 _ i - n 

( JtB | M = k ( B t A ) = k ( AB ,) = AC ^ B k ), V k e K . 

因此 ru ) 对于矩阵的加法和数量乘法封闭 1 于是 CCA ) 是轧(《>的一个子 空间/ ■ 

例 5 & 4=3|吨如,，幻， …為 h 其中■… ，冰 是数域 K 中两两不等的数，求 

CX 4) 的一个基和维数^ ' " 


解由于与主对角 元两两 不等的对角矩阵町交换的矩阵一定是对角矩阵 f 参 E 离等 
代数学习指导书< 上册>1的第 4 章也2节例！ h 之亦然，因跎 CCA ) 是由数域 K 上所有 
«级对角矩阵组成的集合.由宁 / C 匕任级对傾矩阵 dr « g { a , ，…成):可以表示成 

^ ^ 心£^ + …+ , 




m 子空 _ 及其交与和 * 子空间的亶和 


259 * 


M ^1 ■ EW * …*1，线性无关 * 因此仏， * J 5 ii ，…，£柯是 C ( A ) 的一个基 * 从而 dimC ( A ) = *1 
例6设数域 K 上3级矩阵 A 为 


■m 


fO 0 


A 


0 0 


_ 2 


求 a a ) 的一个基和维数， 

解 u _,) , ■ 1与 a 可交换当且仅当 


即 


由此得出 


rO 


0 0 


^ii A 3 

-^11 才 M 

^3 E 


^ ii Zj! 


: :i jfi ; -3 T|a 
* c】i Xjjr Xjs 


0 1:0 


4 


G : 0 

'2 1 






: ‘ji 


ii 




ii 


一 2之利十一 2 a: M +- r tt 4 r u 


1 -4 c 

III ‘ 


办十 4 I 

工13 • 彡宏 S 4 


2 ^Cjs -^1 Jjj 
2 ^ii , r 3 , + jt m 


3：31 

=:? j 十 4 為 " j： u =— 

2xjj «• 


=JT" + Xl, * 

^11 

=+ 4jc f | * Xit 

2-Tjj h 

-^Ti 

=l£i + 〜， 

11 一 

2.r:i +jru = _ 

4-^15 - 

^ 2.c^ 

+ ^si 苗 — 2xu ， 


toia — 2Xu -^ a 

= 4^:i 1 十 * 



把前 6 个式于代人到搋后 3 f 式 f 中，獨 

’ ！U ^ -f 4 ) — 2x “ 士; [一 2 以 + 4(a: n ^ l"*v ，， 

= 一 2 Cxti + Xu ) 4[ f * r & 牛 4 j - t ,) ('^i ~h 而、 >]， 

4 (— 2 办）一 2x ? * ^ l— 2ir ai + 而 3 )] 

2[( x w 十4化> + fxw +之 a ])]r 

4 () — 2xei + [ (x n 4 - 4jc aj > h Cxai + x ja >j 

=[< 一 2 x n ) + K^i + x IS )] + [() -f < 办十 ^ )1 

整理得 o = o . o = o , o ; a 4 

这说明 l ， jc，”’r 111 以取数域 h — 中任愈数，即 ，2 Ii; • . r ^ 嚴自由未知坡 * 山前 6 I s 式 

子得 iF 1 ' 、训 
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id 8 雍 緯 : » 空 _ 


因此 


m 

^ii = 4 j：*i + 2 ifig # JCi * 

. Y = ( a ^ , 与 .4 可交換帟 且仅与 

-Tas + - Ixjj } 1 1 


一 2 j ： f « t 
— ZjTjj ~ 2 JTji 


■ 




« Ti:j =鳥.1 卞 r 2 :l 


= J %〗 + 十 


X 


一 ^JCsi 

■^11 -^zt 

4 r : 卜 2 x sa — 2 jEii — 2 xji 


I 十 X ji 

-21 + i » + 5^ ff , 



0 0 I 


0 0 


i 4 一 2 1 

= J ： 3i 

1 0 0 

+ m 

0 10 

+ j ： 2l 

0 0 1 


4-2 1 

k' | 基 1 Jl 


0 0 I 

^ vJ 


2-25 

L J 


=Xu A + ^» £ f + x* 3 B * 

其中 B 是上_等式中第 3 t ■矩阵 f iir ( A ) 中每个矩阵^可由 / u / a 线性丧出由 
f A . i . B 吋得成 毡向 M 绀 （t “).0), (1K 丨，⑴ ..【 HI) 的延 化组 .囡此 AJ . B 线性尤关 ，从 
而 U * B 是 CCA ) 的一个基.，于是 = 

点评 i 

例 6 的解薩过程中.也可以槪飾，知•办必!，知，知都用邱 ，办, In 的代数式表示, 
去说明叫是自由未知® .然后类似地可得出 S AJ , H 是 Cf A ) 的一.个基 V 其中 



0 2 0 

N — 

I 4 一 1 


2 0 0 


我们将在习题 9. 9 第4题的解答中给出例6 返简捷 的解法 s 

例7设 A 适数域 K 上的"级矩阵，证明:如果/\有，，个不同的特征值*耶么 
dim CCA) = « ft 


证明设 A 有《个不周的特征值幻，心，…，九.则 A 可对角化， 从而存 在数域 K 上的 
"级可逆矩阵 P . 使得 P ] .10=1).其中0。山叩“ 1 ,心，，.，4»^于是对亍数域 K 上的" 
级矩阵 X ,有 


X4 - AX ㈡ (P ] XP)(P 1 


<p 'Arnp 1 xr > 


㈡ (P l XP)D Di f ! XP) 


㈡ F 1 XP ^ 雜 g {6 i 為 ，… A 5, 

㈡ X = Fdiag ( y；t r ^ m fb w \ P ^ 1 

= m , E „ 4 hEn -lr - f >> ；l 

- byiBE ^ P ^ ]> + “■ >• 

山 f: Eu，E„， …， £_线性无关，因此容 翁怔明 PKi』F- l ,PE :Jf /^ l ，.”， J P：EUP— 1 也线性无 
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关V从爾 PE tl P 1 .PE^JR l, …，尸匕 pd 是 C(4> 的。个基，乎是 diin CtA) =#*. ■ 

例8用 MJF ) 表示域 F 上所有迹为0的”级矩阵组成的集合6 
U) 证明 tM： f F> 是 M, (F) 的一个子空间； 

(2) 求 M:tF) 的一个基和维数： ' « 1 T 

(1) 证明显然 oe/VfJF)， 因此 M:(F) 非空集卜 |E«t A.B6M2(F),Jfl<J lr(A)-6, 
tr(S>*=p 6 从而 

tr( A 十 IO = tr(A) + cr(B) = 0* 

tr(kA ) — ^tr(A) — 0» V ^ 6 F. 

mm 对于矩砗的加法和純 a 乘法封闭，于是⑽尸)是 AUF ) 的一个子空间 u ■ 

(2) 解 X=( a >6AC(F) 

㈡ X"十 J ■打4■… -f 二 0. 

㈡ X — j：u E lt -h Jti ： E n + 

+ JEI1 En 4 - ^11 十 1 ■•十 

+ • “… 

+ ^=.l F.i + +，** — + j：zz + *^* -f- } E nm , 

㈡ X = C En E „ > + xjj Ei, + … + i” 

^xtiEn -1^X22 ( Em — £■■ > + … + 為_£；_ 

— ^― #-， + *#* 

+ ;!£.■ +X-E-! + … 

又容易验证 — ，E_[ ，…， U!i * E21 — , E I3 •…， Eh ， … .E. i] ，…， E—j t# 广 E 

氏 … I ，线性 无关. w 此它们就是 m ：< f ) 的一个基•从而 

dim MIXF ) — n 3 — l a 

例9证明，虓 F 上《维线性空间 F* 的任一子空阏 U 是域 F 上某个齐次线性方程组 
的解空间 3 

证明卩中取一个基 :tji •中，… * 小 ，•令 

H — (fj! *ij r ，… 

考虑 n 元齐次线性方程组 HY =0_ 它的解空间呢的维数等于— m , 取 
研的一个 < x n 令 _> ，则 

= H'(0j .a： *— iff**) = f H «I, H'ai i — ) = 0, 

从 n\ ] A'H =0* 因此 t|, ，，…，•都是 ii 元弁次线性方程组 A'X = G 的解 _ 由于 A'JT=0 
的解空闻的维数等 J « — rank<.4/) ~ n ' J n — m > . liS 此 " •…. f? m & A ' K =0 的解空 
间的一个基，从而 i ^= (iji *ff： ，…， fjJ 就是 A f X=0 的解空间^ _ 
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线性空 m 



_ 例 10 在实数域 h 的线性空间 R * 1 中•求_函数组生成的子 
空间的一个基和维数 # 

解 {£ 8 . I 节的例 18 中已证 l , sirLT , to & r * ^ mVr,cos .r 线性相关 f ! . nlt^t , m±r 线性 
无关 t 现在考虑 Unuosj ：* sirr 4 ： r 是否线性无关 \ 

设 t 

Aj + k ： sinx i- k t co&x + A-tsin'x = 0* (16> 


it X 分別取值 0, 晉 .7T ， 一号，从 ( 式得 

屬 ， +心..产0， 

"*f k 2 + 忐，= 0 , 

[ 是 I _ 是1 0 1 

k\ — k' + k K - 0, 

解得 A i = 01 fti — Q * ^ Q»4jjt = 0* 

因此 l . siiLiumi ^ sii ^ x 线性 无关， 从而它是函数组 】 ,siiur ， cqs.r . ⑶ si 的一个极 

大线 性无关组 _ 因此 1 t skir ， eosj# sin 1 : 是 < I * sinx, com^ mn?jt w cos*x> 的一个基，从 
而 dimCl ， 》injr ■ coax * sin 】 忑 f cosf x) = 4 。 

例 U 设 V 楚域 F 上的一个》维线性空间叫 ® V 的一个排… ，成 

始 V 的一个狗鐘组，且 


(负 ，( k ， … *秦）= (di .奶•… * a _ > A , 

征明 ； dim<^j ，….洋 > 〒 rank(A)* 

证明设 A 的列向扯组^ a ■… ， y. 的一个极大线性无关钼为 y,， r : •… 设 

+扣我 + … -H = ° (17) 

A ¥ Jk Vl . I I •- “• n ，. • •，一 . . •… ■一 



是 ift , + ▲我 + … + 广 < A | 我， _•_ 成> , 

_ 

P 

k, j 


二 L (&\ •&!! 幸…， 《•)( y ia ，％▼， 



= (m 吨 ，… . a _ U 鹌 a + 十 … + krT K > j 
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闻此从 U7> 式得 

(oi ,ar K»p f hy 。 十 … + ^y>J ^ tis> 

由尹 a . a :. …％线性无关.因此从 （18) 式得 1 

L - •- 

k\Yt t + 込 h + …+ ^^4 ^ o * <19) 

由 f ，…， I 线性无关，因此从 （19) 式得 

k\ ~ kt ^― *•* == k r ~ 0* ， 

从而 A, ， A ，、， h 线性无关 a 

从踭，捧，… ■ A 中任取沐.其中/€ 01 a ，… .a } ,,类似于 I 向的推导过程得 

*1^ +^si %： +… 4 k t fi $w 十 尽 

—Cdfi ^ *Q m ){ki y H +ktY h 十 … + 绞 1 +& 叫） 0). (20) 

由于 *5%，… ，力线性相关，因此在 F 中有不全为 1.0 的浑章心，使得 

忐 [7t, +1)^ + …+ k f y $f + — 0. C2D 

把 (21) 式代人（卽)式，得 

匕体，+ ft , + …+ — ^ (22 > 

乎是 ft , 私碼线性相关 。 从而是负 * A •…, A 的一个极大线性无关 

组.因此 

dim(pt *ffk = r = rank { A )* _ 

例麵 2 设《元实二次型」. ^ - •，： ’ 、 

f(j=i ，怎 £ •… ，右） = 十 …+ — x^hi "- ■** n 

的符号差 s>Q m 证明：在方程 /( 々力， … . 的解集 W 中有一个 f 集％是 R * 的一 
个錄餘子空间 . 并且 dim =n—p 9 

证明 s = p — ir ~ p ) 0 由于 5>0, 因此/ »>_/> 显然 

ai ~ ( 1.0 • 0 .… •() ， 1 • 0 .0 ，… *__齡 f 

It yi ^ I ^ • r mjA 

Hi = (94 ， 0* … 讀 .9| 1 |0_.’* … I))!. 晒，， r I I , 

4 ■+學 _ 嚤’ 

<1 产， = ( 0 •() ， 0 * ”， ，0 . 1"U t @} t 

d • — 「 = : 1’ 卿胷屬 jbL ； lii14„ !J ； 難 I 1 ^ r ^ 

— vO-i *** p ® ^ 1 ^0 * 0 * t _• • ， ij ， 0)' * 

\ If f* p n 

= (0, … ， o ， q* i .0 , …， 2ri ’“tr 彳 

Or " = ( o ，”"-， fm 0, ■••,()-]) 

都是 /(A “r" … ， jO = 0 的解 ^ 

务⑼斗 her* 十…着義 + •”壤 
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— ^- 

•… ，於 10« ■** ， 0. 也 ， A 篇 .… f k^~ r *i ，- *• * (23 ) 

轉伦 • 

这仍是 / C:I ，… . jrJiO 的解.因此 1 f 

Wi = iai ,aif •"* • at , • _•• low , > £ W\ 

从 （m 式可看出 * di • etii * … * dr ■ ， * j ? j — jk+’i * ’’*，_ crn - ^ 线性无关 $ 

因此 dimW ■ 

倒 13 用 J 表示元素全为 1 的矩阵，把 fi 元实二次型 x ^ ni — jyx 的所有零点组成的 

集合记作试间： U 楚不是 R ■的-■个子空间？ 如梁是 子空间•那么求 LT 的一个基和 
维数， ' 

解 先把” 元实二次 ffl X U /- JKY 化成规范形 6 由于 nl - J 是实对称矩阵，因此町 
以用正交替换把77元实二次型 . YW - J ) X 化成标准形， 

由于 J 的特征值为…— I 重参看 t 髙等代数孥习指导书（上册 u 第5章 5. S 节的 
例1『 〕） ，因此 rt /__ /的特 征馇为丨噴> . F 是存在《级正交矩阵： r 使得 

r 4 (nJ ^ i ) T = diHgin.— 

从 而作正 交萍换 x =7 T , 吋得到 xW - jyx 的一个标准形为 


再作昨退化线性替换： 

nyl ! 

…+ nyt-i 

C 24) 

y " 

v « 

可把标推形 > 化成规范形 s 

y 

_ 1 

F n— 1 ：_ - ^— S - m —1 

， = 疋 _ ， ||i 


a?t + - 

** + 4 , • 

(25> 

由于…十4 !=彳> 当旦仅当 q 
是 

— 0*z：i ^ 

Of _*，， s__ s — 

0,因此的解集识 

W * — 

= (( CL ... 1 

p 0 1 4 J / | it 

RL 


显然屮对于 tr 的加法和数世乘法封埘•蛊非空集.因此 w 是 R ， 的一个子空间显然它 
的一个基是（0,…，0,1 〆 ，于是 dim 1,即 W = <*■> , 


l 2 £>= dlag { — ( —,- L ,!}^ 则 t . 面所作的总的非退化线性替换为 x = TY ^= TWZ ) = 
< TD ) Z , 于是 

x^td-jyx = Q ㈡ l(TD)Zj(nI -J>1(TD)Zl - 0. 

㈡ d …二 （K 

从而 

a " re」w ㈡ © = ( TD>r e t /* 




12 子空麻 及麴交 _ 和*子资聞的斑和 


# 


ZE5 


_ 



由 f 识 =< 各 >_ 因此 W 中住一向簠， = 紙 ^ 屬 6« 从而 1/ 中任一向置 a ，（ T £)) 挪 •写 
a ( TD ) t:. tt aeU 了』是[『=((77))|：…因此 t / 是 K 的一个 f 空间 • & dimU - U 

由于因此 = 屯, 其中卟 是丁的第”列，它是 nl - J 的厲于特 fit 
值 U 的—个特征向祉 ▼ 且是单位向 i _由于 


irtl — i J 1 ^ ~ nl m — Jl m = fii^ — nl^ ^ 0 — 01 


因此全一列 I . & nl - j 的爛亍特掘值 € T 的一个錄德向量，把 U 单位他獅 


n 


1 


n 



9 


从而 （ r 版 


A 


i „,因此 U = 



> =_1„匕即1，迅 U 的一个基 


m 14 m u 表示数域 k i : 所有 〃级角幕零矩阵组成的集 合 + 

(1) 证明： U 是 M , CK 〗 的一个子空间 I 
C 2) 求 LJ 的一个篆和维数。 

n >证明 显然.《€口，任取根据》 码涔代 数学习指导书 U : 朌）》第 4 &4, z 
节例9的结论，上三角矩阵是馨審矩阵当且仅当它的主对角元全为 0* 沪是 A J 3 是主对角 
元全为0的上三角矩阵.从而 A + B 也 J | 主对角元全为0的上三角矩阵 e 因此 A + B 是* 
零矩阵，由此将出 ,A + B € tT . 设 A 的»零指» * I ，郷_枉意 k € K ^(kAy = k t A t = 0 m 
因此* A 也是* 零矩阵•且显然 AA 是上三角矩阵，由此得出，人所以 U 是的 


—个子空河. 


■ 


(2) 解槪据 1.1 財指出的结论知道， U 中任一矩阵 VT 可以写成 



A= 



0 ^if 


4 #4 


0 0 


an 


i 


d : ， tr» I, 


di 


a 駟 


0 


0 


0 0 


0 

0 


# * 




0 

0 


u 


O ' 







= a kt E n + a n E ； 
显然 * £*13 * Ep f - « iF ^ i ^ # jE^j 






+ w + a iff E ln + … +， 而 _ + …才: 

•〜匕 < ^线性尤关■因此它彳 n 就是 u 的一个搖从而 

心一 1) 

= ~2— 



dim t T (jj — 1 > -f (fj — 2) f … + 1 


点评： , ：* *'>： \ 

m M 的解題关键是利用《离等代数学习指导书（上 册)》 第 I 章 4. 2 节例9揭示的 h 三 
角幕零矩阵的 特性- ; x 丨 

例 IS 设 V 3 , V ；是域 F t 线性空间 V 的两个真子空间<即 V _/ V ，/ = 1,2>，证 
明少 , UV , 抑_ | |] i . ; ■ 







266 


■ 


第 L 线性空⑽ 


证明由于 V , ^VM 此存在 a CF ■•若 0 ^ U V ,,若 a€¥ t ，由于 R # V , 

因此存在 v t ， 若 _ v " 则存€ uv , •若 pev , ,则我们断言 n +声€ v , uvi * 这是因为 
mifia ^ ev , in ，. 当 ff+pe v ' 时■有 u + 沪 一 时，荷 
u + jw — 攻专％/即 /? ev = ，矛盾„ 所以 a + p € v , UK ， 于是 kUV i ^ v , ■ 

例 16 都是域 F h 线性空间 V 的真 f 节间.证明，如果域 F 的特征 


为 0* 邵么 


v , u v ： LJ - U V , ^ V . 


证明对真 r 空间的扣数3作数学 ! H 纳法当4= !时 •兩于 V \ 是 V 的真+空间.四 
此 VV # V , 揠设命 题对亍 J 一 1的惰形为處 • 现在来看的情形，裉据归纳假设得 

V 5 U V* U … u V,, # V, 


闲此 V 中存在 neViUVU ^ LIV， ln ma ^ V . m ^ V . UVM^UK iQV F 而设 
^ tv r <3 山于因此存在召 $ v ., 若_\^1；\/ 1 1；州1^,1*则 

0^ Vi U V ： U - U V., U 

下面设阳 v, UK u ， . ， UV__h 由于 Vi 不是 v 的 f 空间，闲此不餘像 

例 15 的证明那样推出 a +# 不属于 WURU … UV. 放宽考虑 V 的下述沪集 W: 

(紜乂 〆 A € f h 

我们断言 V 托 F. 都有知 +拉硭 这* 囪 为假如有某个灸 6F 使得鉍 + 沒•则由于 
v • iiv •是 v 的…个 r 空 t 句，因此存⑷+ 〆 )—如 ev _， 如卢€ v , ,矛盾卜而我们想说 
明存在知 eF ， 使得拇 wun +. uVf 论证的途径是我们来看每个 
•". s — 1>中含有多少个形如 fcr + p 的向 M ,假如 k ^- hfi . k . a +^ VAi ^ U *2 •…， s - lj ). 

且务式厶:-则(去 u ~^ f 3) < k a + J ) 6 V . ，即 ( J ;— 先 ： ）£T e V ■由 7 * 卜 一 Aj 夫 0 , i 句此 <J = ( A •— 

Af ) r 3 ( ki - k ^ ya ^ v ^ 从而 v _ Uv ? li … \ jv 4 ^ ，矛 贈- 所以 v t v = i • 2■ …， 4 — 1 ) 中至 
多含有 w 中一个向 m . 从而 Vi uU … U v 中至多含有 w 中$ — 1 个向 ■ K 阻是由 t 
域 F 的特征为 0 . H 此域 K 含有无穷多个元素*又由于十芦+产当且仅当 

味一当風仅当 hrhl 于是懈中含有无穷多个 
向量 * 从而识中存在一个向 M U 膊 v _ UK U … UV 「, • 又由于“+碑 v . ，因此 


于是 


W u v〜U … u Vu u V ,, 


W U K- U … U V,. t u V r .兰 v\ 


稂据数学归纳法原理，对 L 切 U ; 整数 L 命题为寘* 


点评： 



在例16的证明过程中.域 P 含有无穷多个元索起蔚关®作用. 


■ 

如果壤 F 是特征为索 
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* 


2 i 7 




舞夕 的有限域，那么例 16 的结论不一定成立_例如•在域 在 上的性空间 2/ 中， 考虑下 
述寞子空间I 

v ' = << i ， o.m v i = < co , i , i) , K v f = r < aj ： a )'>. 

显然有 K U^UViUv.Uv.uwUv -z ： . to 果域 F 是特征为素数/，的无限域，邶么 
例的结论仍然成立. 

例 n 在数域 K t 的线性空间中. V 夕 W 熹:，其中 



分别求 v，+n,v t nv： 的一个基和维数. 

解因为 

Vj +V t = (lit ffli -a. ) + (fi ,fi：> - <a, - a .p\ >. 

所以向董组 _ 免磷 * A 的一个极大线性无关组就是％十 W 的一个基，这个向量组的 
秩就是 K + V % 的维数 。 为此令 A = ( fll .如^ ，时 A 作-系列初等行变换.化成简 

化行阶梯形 矩阵， 

A = 

由此得出，％ , n ，片 玷 m J •於的一 卜极 人线性无关绢，从而免 ，fl #是 V t 丄 V ' 
的 一 个基，因此 [ 

.dimCV, + Vj) = 3, 

从（26>式的简化行阶悌形矩阵的前3列可耆出 ：ai .a 是 c^a .a 的 1、极大线 ti t 

组：从后2列宥出 * 它的第 2.3 行组成的2阶7式不为 G . 从而 线性无 关.因此 
dlmV , = 2 . dim % = 2 _ 从丽 ， 

dimCVj f ) Vt > = dimVi 4 - diniV % — dimtVj + V T :) = 2 + 2 — 3 = I ， 

为了求 KHV : 的一个述，只谲要求出0 V \ 的一 f 、# 芩向 ht iHi a ,, a ； i，l 
V 〖+ V : 的个基，因此 /! 可以由％ 南礓 线性表出*其系数就畏线性方程组 

jci «|1+ 其南 = fk :>( ^ ,，, 

的解 u 从(加式的简化行阶梯形矩阵的第 I *2,4.5 娜出•选个方程组的解4 ( — U V 




因此 




Qi + -to ； 十冲 i — 

由此得出 一 A + 4 也 = -3/?i +^ev, nv%, 

计算一 a I + 4^ r s s (— 5，2 ， 3 ， 4 )’* 

因娜 fWi 的一个基是 2.3. 4 〆 ， 

点评： 


从例 17 的解題过程看到，在 1 C 中，分别求子空间 V , - io , ■By 与 V s = (|| s _ ft t 

…，於)的和与交的一个®和维奴时，先令\二4 ■ 免 ,… .CT •奶 . … . p ,) * 把 A 经过一系列 
的初等行变换，化成简化行阶梯形矩阵再从 G 的主元所在的列的含号可以找出 V 』十 
V 、的一个基，从酣得出 V , f V :的维数-从 G 的甜、列还可_出 V ,的-个码；从 G 的后 r 
列(找出最高阶非0子式1可找出 V t 的一个基，于避通过子空间的维数公式可求出 
nv ; 的维数，利用巳经求出的 V ,+ V : 的一个基肩以把 V ::中不 M V 4 V ; 的这个基里 
的向量表示成 V ,+ V £ 的这个基的线性组合，其系数从 G 里给的相应的列可以找到，由线 

性组合的表达式可求出 的向鐘 a 当找到 rdimwnvp 个线性无关的向鐵时，便 
求出了 v , nv , 的一个基. ... 


■s i ® mm 中，，其中 



分别求 ％+ v \ ff v ^ nv ^ 的个萃和维数。 
解 V / + Wmi'm > r , 



从 （2?) 式的简化行阶梯形圯阵看出 ：％ . a . a ,於龜 1 T 十 V 的-1、赛，从而 dim(Y 

~4« * , . » 


从 (2?) 式的简化行阶梯摩矩阵的前3列看出，物冰 暴％ 的一个基，从而 dimVV^L 

从后 3 列罾出 t 它的第2, 3 , 4 行组成的 3阶子式-不为0,微此灼 H 线牲无关:于是 
dimVf =3,从而 dimCV ^! CWi ) 4 imV , + dknVi ^ dibiit V , + V ,) = 3 + 3 — 4—2 . 

从(27〕式的简化行阶梯形矩阵的第1 ,2,3*4,麥列与第 1*2. 3,4,6列分别看_出 



子 睿阕及 塊交 q ■•子空间的直和 


zm 




fii — iOm ― 6 a ? ^ 4®.=, ^ * 

p：v — 2tti — ®i 4 pi * 

于是 iQai — 6 a : —Aai — ~ fi \ ^ p ： €■ Vj H V f ， 

加 i 一 a : Pi 干展 6 n 

计算 一於 h #.--<0^4,2,10)\ 

-jf, + 象二 a f %AA}\ 

显然（0, — 4,2.10)'(1：，1」，1> 1 线性无关，因此它就是1 / 1 DVr 的一个基* 

#) 19 设 V = Af „( K ), 其中 K ia 数域.分别川 wi % 表示 K 上 所有〃 级对称.斜对称 
矩阵组成的子空间*证明： V = , 

证明第一步, ilE 明 W 十 v s = v 显然 V , 4 v 2 £\^ 关键要证 mvi 任嫌 
f % ^LA A ^ — A § ^ A t {A 一 Af J | # = Ai f — A = — (A 一 ， 


匪此 /\+4/6 V ’ l , A — A #6 V !_ 由于 


A +』V 

~ I ~ 



A - A 1 
2 


f 


因此十込，从而 vevt + v :. 因此 + v \. 

_ 第二步 ■证 明和 w + a 是直和 . 为此只鼙证 v , nK = o a 任取则 s '= 扎 

于是胸婦，即把=0,从而丑 _ MVihV ^=^ 

综上所述 V % ㊉ v 2 . _ 

例 2 a 在 K _ 中_ V t 与 V %分别是齐次线性方程组 

■r_ + x 3 …+ 工 ■ = 0 ， 


X\ = Xjj 二 ：… = 

的解空间明： 

证明第一步，证明 K -^+ V ,. 任敗11二(“ 1 ，<^_、〜/&1?_.想把< 1 表示成11 1 + 
•其屮 i », eh ，奶 eK * 由于 k 释齐 次线性方程金 v =^ i = … = i . 的解空_，因此珩 
的各个分_ fn 等.义山于 v 藍岛 + a +… + x .- o 的解空间，因此山的各个分量的和 
应_于 0* 设 故产 ( M ， h ， … 』）'*则 At 〗 ，(4^~6，〜二6， : “，这_一办>'，它应满足 

(at - + (^2 — 办> + .** + d — h ) = 0* 

山此[!}到丄 Ui I “」 f … \- n n h . 这样取的 ofj 与 cf 〗 就使椹 a — a ： ' i ' a „ 因此 a € \ + 

W 


从爾曹 cv t + v： B 于是 k *- n +. v ,. 

第二步.证 明和 V t +V| 嬝 直和，只要证伽％^^_ 取彝轉 祕务， ■”染 

Vi II Vt * pi ] “ …. 
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右 i +fe 十 •_* +& t 0, h] — fin = *'* — A w . 

_ 此得出為-=~;… = A fl =0 •即 ^-0* 从而 V 』 n V , = 0 , 

综 I :所述沭― V ,®^^ a 

例 21 m AC 〖 F >^ 示域 F 上所有迹为 o 的"级矩阵组成的集合.它是 Mj F ) 的-个 
子空间.证明：如果域 F 的特征为0、那 么峽 （ F ) = < P ❿ AC ( F K 

证明第一步， i £ 明 / VUF ) 二⑴ +极 （ FX 彳 T ■取 A ^ ia ,. » eK ( FK 想把,4丧示成 
■4, 十 / U : 中 A , 6 < /> * A r 6 M !! ( F > ，设 A •令 _4卜 X — A ,它应满 M * r (/\ T ) 0,即 

^11 +a :J 4 - *- -^- a m y ^nk — 0 a 

由于 char F = Q i 因此时二•其中^是域 F 的单位元 8 于是 4=( 辦厂 1 Ca u +吻+…+ 
d 由此构遊的九与 .1 就满 fii A = 4 +/\」 ,. 于是 ⑴ f 减 fF >. 从而得出 

MAP } =- </> + M “ F >- 

第二步， 迚明和 < D © M ； ( F ) 是宵和 ，用以去证明 i>n F ) = 0 。也町以这么 i 〗 r : 作 
例8中已求出 = 于是 

dim^J !) + dimM ^ ( F )= 1 十（"：一】）=" : ; dirnM ,, CF ) 

= dim (( J > + CF )). 

从而和</) +峽（尸)是直和 B 

综上所述 , M n ( F )^< I >® JWJ { F )* _ 

点评： 

例21的证明的第二歩需要论证 s 

dim(J> 十 ditn Mi(F) - d\m(<I> +K(F))» 

才能得出和 <D + JW ： ( F ) 蟲直和，在论证中用到了第一步证得的結论 .M ( F ) - 
< J > + AC(Fh 从而 _ 

dim M,(F) = dim { < 十 M ； (D ) 4 

零耍 特别徉 意的鸯 t 仅从 diuiy , -hdiniVV - dimV ，不能得出 V - V ,© V 2 这个结论 * 而应当 
先 iiE V ’ = V ,十 V :,然后才能从 dimV ： + dimV 、 锝出 d \ mV ] + ditnV . = dim ( K , 4 
K )， 于是和 R 十 V s ft 直和，再结合 S 证的 V = Vi 十 Vi 一得出 V = V ,© V ^ 举—个例子 t 
几何空间 V 中，设 R 是过原点的一个平丽 . Vj 是在平面％上且过原点的一条直线•虽然 
有 dbnR ■ hdimV 严2+卜 3= ditnV ，但是 W +%袭 V ， 而且和 兄+ K 也不是直和 （■为 
V ^ nv ^ V ^/ O ). 所以没有^这个结论4 

例 22 证明：域 F 上任一相维线性空间 V 可以表示成《个]维 T ■空问的直和„ 

证明在 V 中取卞个藥％^…^^则 ^ 

d 

V ^ <«! ^ Ui ) + ( a 2 J + *•* + ( a 9 ). 
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由于 

ciimki > + dim (<7 j 〉+ …十 dim < a „) = 1 + 1 十" • 十 1 = n 

= chmV = ditn(<ai ) + < oj ) + …+ <仅»， 

因此和<如> + ((7 : >+”，+<0|^是寬和》于是 

V — (ai ) © ) © ***'©〈 cu >* 羅 

例 23 供焱是歉域 K 上的一个 a 级矩阵 .A” …為是 A 的全部不同的特征值•用 

%表示 A 的属于 A , 的特征子空间。证明： A 可对角化的充分必要条件是 

^ JC = Vx , ©% ㊉ .“❿ V ^. 

证明 V 、 逛由〗的厲丁1特 m 値夂的令部特 祉向 玷加 I :零向说 ffi 成的 r 空间根据&， 
_声 + 高等代‘(上册2版.北京 s 高等教育出版社,2 ㈤ 3年版第180页的定理3和定理 

S 得： ‘，， ^ e 

数域 ft ： 上的》级矩阵 A 可对角化 

㈣ dimVi + diml ^ 雀 "• + dimV ^ ^=m 

« V h 的 一个龜 的一个基，” T ，' 的一个基，它们合起来是 n 个线性无关的，向量 t 
㈡ 的一个基, V 、的 I 个基 ，…. K 的一个械，它们合起来是的一个堪： 

㈡ K " = V Aj 十+ V A ，且 fH + V — + … + V . 避直和； 

㈡ K — V A . ㊉ ' ㊉ … ©\^ ■ 

点评： H 」；| Vi ，■ • W 。 , 

fc 上述推导过程中.第个的 用刺了 上面糌出的教材的第 ISO 页的定理: i , 这 
是矩阵 A 的属于不间特征值的特征向蠢特有的性质 * 一般情形/对 P m 维线性空调 V 的 
子空间 Vi ， W ， •“ . V \ * 从 dito ^ - hdimV a + •■• + dimV , = w •不能推出 V ，的一个基 i Vs 的一 

个基 ，…， V ,的一个基合起来的《个向址线性无关， 

例怼的 HE 明过程的最后两步对于一般情形也成立， W 设 V 是域 F 上^维线性空间， 
荇它的子空两 V ,的一个 H 的一 M …. V 4 的，个基食起来是 F 的—个基•那么 
y = y ,^ y , +… + v " 傲和 v , 十…士 v , 是塞和 * 从而 vmv l @ v t ®-® v t , 逨个结 

论今后可以直接使用。 / 

例24设 A 是域 F 上的一个 n 级蜓阵，在中，用 W . W ^ W , 

分别表示齐次线性方程组 

* . /(A) X = 0 T (A) X = 0, /j<j4>A" — 0 , 

的解空阐 . 证 明 : 如 mC/VU K/! a>) - 1 _ 那么 w = W u 
证明第一步.证明 w = r ^+ w 2b 

猶为 /(； r ) = J 、 嫩 __ ，所以 /( A ) h ( A)yv ( A ), 枉取硃 e 啊•则 /i CA ) m t = 0, 




从 _ 


f(A)a { — /i (A)ai ] ^ f z (A)0 = 0. 

因此<*6识_于姬阿现可 ill ■: :任取 fl，e 识：，有 cr : 6 说 ± 因此妒,，从 
iftiWr+W.eiV. 

因 此存在〜&),岣（』）6卩!>],使得 

w , ( x>/i t j ) + 吻 ij - lfjCx ) ^ L ( 28 ) 

不定元 x 用 A 代人•从 （28) 式稱 

«j ( A )/ i < A ) + m , tA >/ i < A ) = ' I . (29) 

任取 a€ W , M /(/l >0 = 0, 从 （29) 式得 

a = la — «i (A.)/i ( A) a + m ： {A)/* ( A ) a , (30) 

令 a i = u ,( A ) f ,{ A ) a ， a z = u i ( A ) f l U \) a 1 则从 （30) 式得 

a = a , + a 5 * <3 I ) 

f 1:1 f- )f\(A)al^u ； {A}J\{A}f,( l A)a^N,(A\f(A )«-0, 

因此 《i i 同理可证 ! irAW" 子是从 （ 31> 式得 ir€W\+WV, 从而 W^W\-^W tk 

因此 W = W ，千 Wh 

第二歩，证翁和 W 1 + 是宜和•只要 fi £ W ,D WV = G * 任取鼻 € % fl 则 /, ( A ) 

^0,/； CA ) p =0. 从 (29) 式得 t 

0 ^ Ip = wrGU / iC / V ) 於 4 MA )/ f d)p = a 
因此 nw ,= o . 

埭上 所述㊉讲2。 -I A • ，f:« 

点评: 

例 24 中，无论是证明 wew t +n^ .还是证明％ n 评^ =0,关键足利用了 /&>与 

/ sCjt ) 互參的性质，有 Ul Cx)/i ( j ：) + ifsf Cx)/ 2 < jc ) = lr 然后不定元念用矩阵 A 代人 • 便得 

到叫 (AMOU+MA)/^ (A> = J. 有了单位矩砗 J 的分解式，事情就奸办了，因为 n 可 

以写成 a=to_ 由此体会到两点*—是遇到两个一元多项式互素，就应联撤到它们有倍式 

和等 f h :是不定元可以用"级矩阵 A 代人， ip 是从一元多项式饊有关加法和乘法的 

等式可得 H A 的多项式满足的等式，这是裉据一元多项式环的通用性质， 7 ,〗节讲 了一元 

多项式环的通用性质，这就把为什么不定元^可以用 n 级矩阵 A 代入的道现讲淸楚了\ 

而，者在中学阶段学习多理式时，只是把7用数代人.如果在大学的高等代数课程里不讲 

一元多项式环的通用性雅，那么当遇到箝要把不定元戈用„级矩阵 A 代人时，就不知逋是 
什么道理* ■, ,； , 

例 2 s , 用 l/，w 分姻表示域 F 上所有上三角矩阵，下三角矩阵组成的燊合，它们都是 
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域 F 上线性空间 M _< F > 的子空间，试问：是杏有 MJF )= t ；+ W ? 是否有和 1/+ W 是寬 
和？是否有 iVUF >= Lf ® W ? 

解任给 A = ( a )€ M b < F )， 有 

f 0 0 … 0 
«3 i 0 … 0 

警 V 謬 ■警 ■ 圈 ■ ■ 響 ■ I 

〜 a„E … 0 

U 2) 式右边第一个矩阵&上三角矩阵■第二个矩阵菇下三角矩阵，因此从而 
MJ F>dm 于是有 M . CF ) = U + W m 

由于 JG / nw . 因此 UflH ^ CL 从而和 U + W 不是直和. 

由于和 U + W 不是直和，因此 MJF )#!/ ㊉ W , 

i 

例 26 设 vw ，…, V ,郎是域 F 上线性空间 V 的 f 空间 * SF 明：和最直和的充 

分必婴条件是 V 中有一个向禎 a 可以唯-地表示成 * 

‘ r 丨 ^ a = a t i a ： f … .lu I a r (- V , , i = 1,2. --■ C 33 > 

4 # 

证明 必要性 t 设和是 M 和.则和 f 中每 个向歡 a 都能唯一地表示成 （33) 

式，因此必要性显然成 * 

充分性•设 V 中有一个向童 a 可以唯一地表■示成 (33) 式•假如零向董在和 f ； V . 中的表 

祛不唯一，则它还有一种方式表示成 《 

0 =表 + 成十…+ ft ， A ^ V i « f = 1 * 2，，，• * j , 

其中至少有一个式关0,由于 

(幻+艮> 十 （a 十*> 十“.十 U + ft ), 

卓 

E a f + d f ^a ^ 因此 o 丧示成 Vv 屮向散的方式不唯一*与已知条件矛盾 t 所以零冋 W fr 和 

4 = 1 | j|^Hk 

s ^- 中的表法唯一，从而和是直和， ■ 

j 

例 avw ” …， V ,都是域 f 上线性空间 V 的子空间*证明：和是商和的充 

分必要条件是 . ;■• . :{ : 

I 

V 〜n ( 2 K 1 = 1 *2,…以一 1， (34) 

yU ’H ■* … Ut •乂卜 ! ^ n J % 


(32) 




证明 必要性设和是直和，则 


V，， n (!> 




1 .2 * …售衷 


i- 


由于 


v , n (5>,)= v r n (5> 

# « T¥i 


1.2, 


» 


Ifi 此 


n ( S %) = Ot / = i , 2i 

J _ H，4 


蜃#蜃 


充分性 6 设 C 34> 式成立，设在和中 


e?i 如 ft +*•■★&_ 忒 £ V' . f = 1,21 


##* 


则及 


X 及6 Vi n (1> 7 丄_(34)式得4， 0 ,Q V ^ ( = 0于是办& 


I 


v E n ( Do •仍由 am 式得邋 = 0 , 且乏 X = 0 •依次下去•利用（: u ) 式可椎出彳 


» 


t 


* 


H 因此在和中•零向 tt 的表法唯 一. 从而和1 兄 是直和, 





点评 3 

在例27中•把（3_1>式改成 


r-i 


n ( S 广 0 ■ 


2,3 


(35) 


罾 


_类似可证明 t 和 VU , 是直和的充分必耍条件为 (35) 式成女. 

例 28设 A 是域 F 上的《级可逆矩阵，把 A 分块： 

用 u ’ ， VV . 分別表示齐次线性 n 顏 W 二、 A,X - 0的柄 空间 * 探索是 咎 
解先看和 w + w . 是否为直和任取 qe^nw ■则\ 从而 

* 一 t*Jv . 一 


Al ? 


(^> 






化 （36) 


由 f a 可逆•寒（ 36 )式两边左乘 a : n - t } = o , Eai ： w , nwr ^ o ., 从而和 w + w 。 是 
直和 6 

再看 P * 是否等于 WAW S . 由于 A 珂逆 肩此 A " A 2 的行 _ 綦 组都线 性无关 ，从而 
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nmk( Ai > =r,rankt ) = n — r c 于是 

drm W t ^ n — raiik( Ai ) — n — r,dimW* — n — rank{A : > — t\ 

由此得出 _ dim W x + dimH’ = (. rt r) -h r = «, 义由 j: 和十 W 是直和 ■ 〖 M 此 

dim (W t + W； + ctimW 2 = h .从而 +W： ^P'* 

综上所述 

货 29 设 K 是域 F 上的线性耷间 ，V: .VV 铘是V的子空间 .V t , ,V 1? 都是％ 的子空间 
(从而它们也都是V的子空 间）。 证明；如果▼=%©%，且 V t =V u ®W, 那么 

证明彺取 由&知 条件得 m = ii , +如， 其中奶 6 V liat 6 V ls 由于 V,= 
^ ti ® V I :，因此 ^ ='*u +*i- _ 其中⑴ ： 6 V\]，aii €■ VV- 于 M- a — Qn 十 a 3 : + Of: €: V f M + V' 3 + 
V ,. 从而 VQV tl +Vu+V 3tf 因此 V^Vu+V^+Vh 

ill 于和 v sl + v ia 娃直和，因此 v t ^ n V 、 = o s 由尸和 v ，十 v D 是莨和•因此 r 
从而有 + V* f ynv : =0. 根据例 2 7 后 萌的点 评中的结论得，和十 + V : 逄直和， 
综上所述， ■ 
例训设部是域 F j :_ 线性空间 V 的子空间.并 M WQ % + W 试问: 
识 scwnvj + cwriK ) 是否总是成立？如果 wew ， 那么 i 式是否一定成立？ 

■彎 p ^(« ••分 

解由于 wgv :+ v ’，， 因此 w = wn ( v 〜 + v >. 根_本节内容精华的命題1得, 

w = w n ( v , + v ：> 3 cw n v *) - (w n v ; ), 

并旦的确有不相等的例予 a 例如，在 a 何空间V中，设 A ,, 
w 是碰據点的三个乎面•且它條相交 r 同一条直线 L, 卸國 8-3 
所示， 由于 VS+V^sV , 因此卬 GVi+V。 由于 WWpV : 相 
交于闻—条直线 l , 因此 （wnv,)+dr^oL, 而 

如果那么有 w = (wnv t >+(wr\y ^, 理由如 
F: 任取 kw •由于识 qv , 十 u 此 a ev t 从而有 阁卜3 

£T = CT 〖 + ❿ • ^1 ^ # 6 ^1* f 

由于 •因此 ol e w. y,fM a , ^a ^€W , 于是 flr ewnv ，」。 由此得出 = 

envnv , )- hcwf ] vo .. 因此 wc uvnv ') + < wn ) 又由 〒- w 刁【 wn \\) + 
(说 n ^) ■所以识 =< wnvv +( ivnv 山 ， 、 

例 31 设 V【,w 都是域 F i. 线件空间7的子空间 V,EW. 设 V s 是 w 在V中的 
…个补空间.证明 5 h .,. 

w 二 V t ㊉ （V 2 n W >. ! y , 、 ' … 

证明由于6是兄在 V 中的一个补空_，因此于是 Wd ^+ w , 又 
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-例33在数域 / C 上的线性空间 K M ^ K > 中，如梁_/满足：对 T h 1.(1—— 
-(ai … * Of J ■任一， ri 维列向 ft K ，任一数以及任 ® / 6 + 2 * …丨 * 与 

/<反广 l , cr /+ At , tfpl ，，",（！■• i •气 I * f i 


饞矩閑 


fiat 


Ctf I ， ff, 


fia” … *flr 厂 I ^ka f ， ii h t - "， -a J 

k f (art I，" fflr r i .a, ， €Th i ， … .a M ) 


a. ) /i€Ej 

眞） 




那么称 / 是 M .( IO 上的一个列线性函数 • 如果 jj 满足：对于 K J ： 任一”级矩阵 A = 


* 


月 


仟一"维行询》>%任一数 h 以及任意士{1.厶_〜1:，有 


[ r . J J 」 

耶么称片是 M ,( K > 上的」个汗线性編 ft ,. 把風 （ K 5 上的所有列线性函数组成的集合记作 
V ,，所有行线性函数组成的集合记作 VI 

(1) 证明： VS 和 V :都是 KW K 1 的 F 空间 i 

C 2) 分别求 V ,和 V :的一 f ■基和维数$ ；, ^ 

(3) 分别求"…^.…+込的一个基和维数」 

⑴证明任绐数域 K 〖.的 一 级矩阵 A , 都有它的 行初式 |/1!,于是 Ifi / l 对应到 

1 AI 是 M .( K ) 到 K 的一个映射*称它为行列式®数，记作 det . 桐据行 列式的 性班3和性 



* 
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-» 


m s 葶线性空 m 


立即得到 . da 是 行线性 函数 i 苒根裾行列式的性质 i 價樽到，和 t 是列线性函数 * 从而 

Vi 和 k 都扈非空集. 

任给 /" /* 6 Vj ，则对任意 A = Cii 3 .Us ‘ ■ ，《_ ) 6 M _ (K > 1 a € K * * / . A € K" ， j t < U 2 ， •" ， 
有 

</，+/=》（叫 •*" i * a + ff ，仅斤 I - "，*crj 
= |V(a k •…， ari +crtOf r ^i ,••.*!!■,)+ fliita f i + a,a ，… 

= / l ( flEi ，•- iff ,， H 妙 i ，…， Uj l/Jflh •…， « j‘i tCFiflE ^ i ，…， II 

fiy ， a”Hr j ) 十 ? |^《叫， ， “，窃厂* rfftor , . L ,**■ ta ,) 

= (/ t 4 - / 3 )Ciii ， … tUri ^m f iiij-H * ■“， a_i + (fi 爲 ，•_•，<!「, f or ， ^ 汁 "… ，屯 > 

(Ifi > im \ ，•“ 1.«, +1 .…， uj 

=// i ( a 』 t …， n「"^cr • cehj ，…， I 》 … * 1 l l 1 ^ ^ 4， 1 • 3 : n L ! 

— lkfi ( a \ **** . a , i ffit < a,n ) 

= k ( if %) C®I ■_•%« 严！ t a ,»Cjrt . 

因此 ^ +/^ ev lT ；/ 3 e % ■从而 k 是 K ^ m 一个子空间 ■ 

类似地可以证明 v , 也是的一个子 空间. ■ 

⑵解任给 / eW 任取数域 Ki ；_ •个《级矩阵? \ = A 的第 j 列可以表 

示成 


Q, — 设 i/i + a^si + 

其中氣是第 I 个 分量为]而其余分量全为0的"维列向童 ,/=[ ，2,…，， I ,、由于/是列线 
性函数•因此有 


/(A) ^ fianCi +«ri 峋 


a ^ iir ,. 十+ “， + —) 


(j M £i„—y, w /(E, ,ei -… > f ^ t 


- * 


* 


«i 


fi -B « 


+ iM « u P ^ i 4 s! fl /Cii pSi -… Ki ，£：) 十茲 娅说後 .* 勒;电， ％，…，霹 j ) 


(37) 


……这姻身 ， E ,- …，£■)• 

从而/完全肢下述元有序数组决定 ； r 

(jF<ffi -£[-P: *£| Q >■* .. 警 , *■* iSz) t 

/<#i *£j * •“屬 ) t/(«j *«I fJti ***" *«| ) i *-* ) )* , 

类比 8. i 节的典塑例题的例卜受刊启发，考虑上的 M 个函数…是 
U 2, 《的可重复的排列_其中 




1.当“,丨 . 
0_其他情形 


夂> = U 卜夂，… . 


并且 规定 


，.‘ ■ ^ a / I 


&列 fc 线性的，于玷对于減 （ K ) 中任意 A = ( ^, ) •有 


W 
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[/(ffi fffi … i +/C#i 曲， St ，…… i + … + /(0i ，在 |，… *€i .ft >/n—ii 

+ /<Ut - .A 》 /i 卜 j 爹 …+ /(H *•_，•„ A) 

㈡ /C 右 ” Ci ， •" )/ 11 —i (A) C A) 

+ … + /( 霉 "… tCi - fff ) (A) 


+ jf< e ” 尽 il * "..Et )/i 卜 i 《 /!>+■*- + /(&，£, •■”，&)/*■"，（ A ) 

=/C 爲 ，£j )au ^li m ^ai n + figt ，麁 rt )，•* •，齣 + — 

十 /( e 、 .…冰 vE ) a , iOi ? -'" a l#<r !^ 3ft +• iff #： f 6[，•".£】 > a I iaii -^ ai , 

+ ■*_ + /( g , f Bn •，" >£ Uiaa .-•€!_„* 


与 U 7) 式比较*得出 


(38) 


|Xe t ■…南 >/n» t +/ 1 E! .£ ： mFi ，… ， #f 》 /m-s + … + /(ffi , …遷 ffii )/u^ii 

+ /(#" e 】 ，…， a >/* i … i + …十 /《 u , ，… )/_，,. (39) 


假设 


™ 11 w 1 Jf JI |，w ] I; ^ 1 2 J 1 -^131 ^ I I’ • Ji; ft • 0’ 

考虑 WO ) 式两 边的®数分别在， I 组矩阵化，義 . & > • ( 心 n ,… . 
I )上的函数值，得出 


m m 


f4D) 

， （ed •…， 


爲 ii«*i = 0 w ^iiifni = 01 *** iippprtiji 0 # 

因此 / u - i ，_/ 1 ，… ./_- ■线性尤关从而它适 V 的一 1、基， T 提 dim = n m ., 

类似地，考虑 R(K >上的 V 个闲数•巾，.' 是 i 的 H 『歌复的排列. 

其中 • ，U \ 、 



并且规定必 


“ r ■ 



是行线性的_同理 


当 ( U * ►…， D = ( I 、 
其他情形^ 


1 1^11^ 1 ，ITs 卜！ •…， g_ 

是 V * 的一个基，因此 dim V . =?!% 

« ,i 

解 根据第 （2) 小®的结论得 



V! = <fm^i t/li 卜 i ， … 、 f m “ 賈 )fVj = ign^i ，发 if h * … • JTw > • 

于是 V t rt^2 = ^Tn-i ， /i，r,/ 睛上 ^gm^i ，… 1 

/ ev 1 nv 2 当且仅当下式成立 f 

/(fij ， e ] ， …. #i )/ ii-i +~ /<#i ， g ” e " …南）|口卜 i + … + 炎 fid , "， r 


28 D 


_ 


农线性空师 




v 丄， i t r Cji 

/ • 十 / ❾ g 111*1 十 … T/ 1 f 


U W 


(41) 


㈤ KJ 

令叫，％，… ，气》 ，当时 • 的第 a 列和第 V 列的]位于同一行，由 

干〜广； {“ 个元蒺是 U 其余元索全为 0,«此/^.、必有 、行为零行由于对一切可 
1复的排列 h ! 3 .、， 都有是行线性通数•因此 CP ^^ > = D , 从而由 Ml ) 式 
两边的函数在矩阵、上的值便得出 */( 弘 _ e f ，，…这证 明了： 

当 hk - U 是有重排列 f 即至少有两个元素相等的 〆 列）时,/(% •% •…, €f )=0. 

从而(41>式左边的®数等亍 _ P 


nh m ^h 

其中求和曼跑遍所有 m 儿排列 

同理可证，当6 … L 是有重排列时， 


*’* 議 _ 


Sj , ) f ， 


1 巧 —f 


(42) 


从而 (4〗 > 式翁边的函数等于 






/ 






(43) 




其中求和号跑遍所有 n 元排列/山…因式成为 






从而/ 6 K n V 、当且仅尚 （ 44 ) 式成立，由此得出 




是的一个暮|^也有 


^ fhh ^ I : /iifiit 是 元嫌到 } 


< -4) 


Z F 空 Mil 眞交与 P 補的齡相 


_ 2 M • 


I 是《元排轉1 :4 |w 

是 V , C\Vt 的一个基，因此 dimVi nv ,= n ! 从而 

dirn< V s + V-) ^ rfim V^ -卜 dim V: — tiimV! ]H V、= 2n M — n ! 

由于 


V J. + \ : ■= { / J;].,, ：，/l ■ 卜 1 I ， -r. ，豸 U . ，私”卜 1 


因此 


1 f !il* rf l ■ f \ * 1 '" * f 1 li —I * if RJI--1 I 1 * a. ^ \ ^ ^ 1 1 *j *'' J „, 是扣兀排列 } 

是 w+w 的一个基 . 

例 34 设 V 、 V :， V a 都是域 F f . 线性空间 V 的有限维子空间，证 明： 

dimV T 4^ dimV ’ ？ + diraV % 

>dimCVi +Vi +Vi) +dim<Vi f! V^ + dinHVj f] Y 3 ) 


hciimL V f | V ^- ditniV , m ； fl V r > 


(45) 


证明 


dim(V t 4 V, 4 - V,) =dimV, + dimfV: + V\ } — dim[V t 门 （ V: f V,)] 

= dimVi + dimV ： 4^dimV 3 — dirrKV 、 f) Vi) 

-dtmCVi n (Vi +Vi>] 

^ c 】 imV! + dimV ； 4- dim!/, 

-dimiV, n V,) n v:> + (v, n VdJ 

= dimV, + dim% + SmV % - dimCV, fl 
—dim(V t 门 VV) — dim(VV 门 %} 

I + dimitVi nun (Vj n ^>]. 

由此得出 <45) 式成立， • 

点评 s 

在例 34 的证明过程的第三步利用了本节的命題 1 的结论 ruVi +v^m(y i Dv i ) 

+<Vif]Vj>\ 丨 

有兴趣的读者可以思考 I 对于 <4« 式取和 “K ” 的情形分别举出具体例子 _ 

例 3S 用圮 袈示 q 个元素的有限域 _ 设 V 是域 F, 上的 a 维线牲空间 • V, . W ， V ,雜 
& V 的《 一 1 维子空间 . 且 ,V: 两两不等 t 

(n 求 SmiVt +V ? )*dim(V, nv.J^IV.n^li 

( 2 ) 求 tv , nwnvsU i > h , 

解 a> 由于，因此 w 迄 v l= 不妨设于是存在叫 ev t 但 
是 a € v: •显然 a: e K +V 3 .. 闪此 V, + W 呈 W 从而 dim(V t +V ； > > ciimV 、 由于 
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diiuF, = n — U dim w - 因此 dimCVi+V,) mrn^ 

dimCV^ 0 V：) = dioiV* + dimV 2 - dim ( V t 

=(« ― 1) 4 - Cm — I) n 

=n ^ 2. 

ftv 3 nv = 中取一个基 a,.a : v, nv : 中 《： ——向 m a 可以唯一地表示成 

a = 十々？幻 + …+ t 

其中 G! eF ” [:坫把 a 映到〜… f 嚴 \a n V ’到的一个映射 ■ 
铋然它是满射和单射，因此它是双射■从闹 

l^i n ^i]= 

<2) liifv ^ v ^ Vj 都是 v 的 ir 一 1维子空间. a 它们两两不等 •因 此从第 u) 小题求得 
的 结粜可 以得到 

dim(V, n V } ) - dimtv, 0 V,) = n - 2 , dirntV, + V: + V 3 ) - n, 

于是根据例 M 的结果，得 

ditn(V| PI V? n 為 nlim(V t + V f + V,) +dim( V| p| + dimC V| p) V ) 

0 V j ) — ciiraV! — dimV；： — dimV, 

二 ji + 3 < ” 一 ^ 2) ， 3 Cw — 1) = — 3 •争 

id dlvniV, nV,nVi) = m J 类似于第⑴小题的分析得 ,V, fl K fl K flj F ； 存一个《射 , 
从而 

1 Vt f\ V! n v, \ = \ ： f^ \=r^ «r\ 

又由于 v, 门 v E n n vw 因此 

i v, n v, n v, ki v, n v a i =，、 

综 i: 所述 ， I n k n v s i 辱 裏 或矿 ' 

点评： - 

俩孤的第小题的答案为或例如.当 t?d" = 3 时，令 V = 设 V〗= 

£j = t£ .a ) ，某中 C| =n ， o,o)’，《 2 = (o, 1 ， {>〆,£._ =(o,o*i/. Wl 

v i nv 、 u ，从而 v nv nv.. = ;( 「 ).o,o〆 ） ■ 于是 iv: n % nv 3 1 = 】 = 2 ， . 设 v' - 

十办 +«»> ，鲫 vvnV! fw ^ < a , > a ffgivj n^i 

例昶设 X 、 X 是 ft 元满秩不定实二次型，探索实数域 R ir 的力维向貴空闻, IT 能裔 
分解成两个子空间V, ，V | 的直和，便得对任黴撕有 

< o* (46) 

如果 K n 可以这样分解，试求出 \ 3 的维数 ; 这样的分解唯 一吗？ 

解 mm n 元实二次型的问题_通常都要把它化成规范形.以便从这简洁的形式中受 


蠡 


ir 


到 启迪. 怍非退化线性锌换 XITHAX 化成规范形 （ 注蒽的秩为 d 


AW 


LY 




Ah 


-V ； = WAOY* 


h p ，0 ，… *0)'， p : = 

OP ： =Bi + G 卜且 


I * *** fp } * 

P + i ， … 


由于 X AX 是不定二次因此 0 O<t 

任取 记 P=c 1 1&设/?=(办.~，一，匕>% 令 P =(6.—,卜，15，《、0>、良二 

(0..” ， 0, 〜中 … 表） =tp: 高 = 作 - 则 a=qKU p ) = ( 軋十 (V: =&，彳 a tR 

uiAut -= a.jMVuqp ) = M + … +4* 

m*Ami = u p ： }"A(Cfi ) (C^AC )p = — b 2 ^ -** — i4^ 

于是当軋#0时.有 fr #0, 从而 tfMai > O s 当 a r 尝0时，有从而 aMii «< Q _ 由此 
受到启发 ，令 

v { = ] fi ㈡ ，” ■，〜 ，o .… . 0 )' 办 ， e - i .-，*/ i }* 

V t = {f.]?i I p, = (0 •… .O.A ， 卜…，匕 > 、 6_ € R*j ■ 户 +i，，.-，"}. 

容易 黌出， W 和 V : 都对加法和数乘封团，且都包含零向 ft , 因此 W 和 VV 都是 R * 的子空 
间.从上面的议论穑, R _= V ,+ V " 且满足 （40 式。现在来证和是 W 和.忏取 y € 
y.nv - W / Ar^o E /,\ r <。， f - 是 yA r ^^ _ 于攉 < 46) 式， v 故 & v , 且•，邦有 
cr / Atf ,〉© •現在 rev , 且 yAy =0 •因此 y =0, 从而 6(16=0， 因此 

R ^ = V } © V ^ , (47) 

V ,中任一向 fit %可以表示成 

<r L = (ft, = + …+/ ， ^^ ) = 匕 （d ) 4■…+ 办 〆 ti，）* 

由于 E [ , …线件 fc 关. W 此易知 r 〜. …也线性 A 关.从而….醛 k ; 的 
个基，于是 

dimV ^ = p ， 

其中 P 是二次型 X f AX 的正惯性指数， 

由 f 作非退化线性替换把 X ' AX 化成规范琅时，可鐵矩阵「的取法不唯一，因脒在 IT 
的直和分解式 (47) 中， V ,的取法不唯_« 

点评 ： . 

例 M 中通过把 X AX 化成规范形后 I 就很#曷把 p =(6, 4 , … . V :/分解成 






(hi *h 




( A ] .…，/%， 0 + ”- ，丨 ！ > - f : (0 ，…， ^.._* t … D 


+P 

从两把任愆 IT 分解成 


« = qj = (，(鼻 -p > = [界十 〔 jj 2 = 斗 o ; 

于是得到 R --V\+V ,a a ;_a 满足 （ 46 > 式， V 



_ 
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注意；在例都 4 如果令 … F ^ii h LHHS H : 

t/i ^ - a-i € I ff i - v Wi > 0 } U !0 ) 

那么 Ift 对加法不封闭.从而不是 IT 的子空网 # 

洌如_考虑三元实二次型 

X T AX = ^ — jrf - 

取 a =(2, l ,0> r .秦 =(—2, d , t >,_ a _ +^=<0 ,f .1)% 

a/^Aoj = 3 > QtS/Afp — 3 > 0| 

(ai + 8i yA(a\ + $i ) 2 <1 0 f 

这表明 ^eU^S^Vy 但是仏十秦 etA , 

例 37 设义4欠是《 S 满秩不定实二次型_令 

^ = (a 6 R ' I uAa — OK 

试问： 呢是否包含一— p 十 i 维子空间 （ JE 中/，是二次型 x f .\ x 的正惯性指数>,, 

解傾如 W 包含一个 W — P +1 维子全间 W ^. 据例36得 ， R _ =% 叙 T .其中 V 奶 ev , 
且有于是…门匕二匕由此得出 

ditnXW , ^ V | — dtmW ^ + dimV , 

^ in p ^ I ) p — « ^ 1* 

这与 w ; , 十 v M K 的一个 f 空间矛因此 u 不包含一个 n — fi + l 维子空间. 

习题 8. 2 

K 判哳数域 K 上 F 列《元方程的_集是否为的？ 空间： 

⑴ ^ - Hjtj -f -* - hjc ； .；i =0( (2) Jj = 2. r 4 , U >4), 

2. 设 V ' ; , V : 都是域 Fi ： 线性空间 V •的 有限维子空间，旦证明： 

Cl j dimVi ^ dimV^j i •' I h r 

(2 》如果 dimV l - dimV : , 那么 Vi = V ：, 

5. 在域 F t 的线性空间 K 中,设 

kid 4 - ^*/94 - 6 y 二0,旦 H 穩6、 

证明 t ( a ， y ) = </3» y >- r - ># 厂 ’ 、 

4 •在 fC s 中 （K 是数域）•求向量组.取生成的子空_的维数和一个基，设 

gl \ ~ (1 ， 一 3 ► 2 * — 1 )\ a : — £+1^5*3) * 

a i — ( 4 * — 3 » 7 1 1) , a i = (― 1 .，一 1_3 ， 8 • — 3)、 I 

YS I J •" .; | ( 包参 • j l ^ j Jf 3 1 * lyi 、 pH “ 

會5，设汾是素数域上打元方程 Exf = (>_解集是否为的一■个子空间？写出 Z 」 



上二元方 = 0的解集，它 Ji 否为 z 的一个子空间？如果是，它的维数是多少? 

6. 设数域 K 上的3级矩阵 

fl 0 ： 4 

A = Q I 2 

0 I 2 
\ . 

求 C(A) 的1个堪和维数。 

7. 在实数域1:的线性空间 K s 中，求由函数组 

idtxr , coaf vsin\r , fos* *r»sin^ar^uos 1 j* 

生成的子空间的-个基和维数， 

8. 设 A 羅数域 K i： 的《级矩阵，证明 S .A 是幂等矩阵的充分必要条件是 

rank(A)+rank(f — A> n 9 . 

e. 征明：数域 K 上II级矩阵 A 是对合矩阵【即的充分必要 条件最 

riinkC I 4 - A) + rank(J ^ A) — 

10* 设 A 是数域 K 上的《级幕等矩阵，且 nmk(A) = r ，其中 0<r< 岣求 w 元齐次线 
性方程组 </ —= 0 的解空间的维数 v 

IL & A . B 分别是域 F 上， Xu 1矩阵。证明 m 元齐次线性方程组 AA. = 0的解 
m 与 BX=0 的解集 W, 枏等尋暴仅当 A 的行向遣组与 B 的行向最组等价. 

12. 求数域 K 上的4元齐次线性方程组，使得它的解空间为 = •其中 

ai = < 1 ，G , — 1 ， I V，《_ ► = ( 1 .i— I r I = ( 1 ，一 2, — 1.1 >’■ 

U. 设 Vi M … ,V _ 都是域 F 上 n 维线性空间 v 的真子空间，证明 t 如果域 F 的特征 
为0,那么玎以找到V的一 个*, 使得其中每个肉貴都不在V, f V w M 中* 

14* 在 fC 4 中， Vr : = (Hi.，Hjf > ， V；j 二 ( 典.，島 >.，' 其中 

= U * — I ， 0, 1) _ a- (— 2 t 3 s 1 $ s 一 3)% 

A f a*a,a, -W* A 〒 ci,3a,-3>^ 

分别求 v,+w,v,nv s 的一个基和维数， . , …. 

15* 在 K 4 中 A = ' ll： . a , > A r = > ■ 其中 

ai = (1»1 - — 1 ^2) % Us ^ •— 1*3,0》,* ai 二 (Of — 3*51 ^ 4)% 

ft 运 Cl ,2.2.1”， Jfc = <4 ‘一 3*3，1)\ 

分别求 w t nv ： 的一个基和维数. ' ., 

16, 在 K 4 中 •1,= 反 , 仏 | | >,\^ = 噌 : ^丄其中 

a 1.0, -1,0 )、 ci (0*0,1, ^ 1>', % = (K—KG,oV ， 




# 线 忖空问 


P ， - (1,2, 一 1,2>\ 果 = (OtK - U 0)\ fi . - (0,2, 1, - 1> V , 

分别求 v , + v :， v , nv , 的一个基和维数_ 

17. 设 U 爲，都是域 F 上线 性空闻 V 的子空:间, iff ； 明 ：《U 十十 W :) 

^ u +( u ^ w ^ r \ w 2tf 

18, 设 Ad 都是域 F t 的》级矩阵，用 W \, W 分别表示《元齐次线性方程组.\1= 

0， BX = O 的解空间•它们的维数分别为叫 •!》*• 证明：如果 AX -= C 和没有公共的 

非零觏狗量 ，且吻 +in = ii ■那么 P 中任一向锹 a 可唯一表示 成攻口 机十奶，其中撕€ 
Wi t ^ w tm 


19.在 fC 中， 

Ol = (1,2,3 〆 ， a ： - U ，2， l )' 

求 W 在 P 中的—个补 空间， 

§kr 

2a 设 V 是败壤 K Ml -个 n 维线性 空阏曲 •奶，… *n_ 是V 的一个基,令 


二 （ or ] 十 a ： H* 




m n 

= 丨灰 * 位 _ = 0 , A| t K *r = l ， 2i"" ， n| 1 

* —i a»Tr J ^' ll *■ K IU21 ^ . JH 

证明 ，（1) v 2 是 V 的一个子空间； 

(2? V ; Vi © V “ 


8-3 域 F 上线性空间的同构 

8. 3*1 内容_华 

域 F h 的线性空间苻很多 D 它们中哪些在本爾上是^样的椒? 所消 本质上-样，粗略 

地说就蠢 * 齊管这些线性空间的元素不同•加法与纯量乘法的定义也可能不同，但是它们的 

元索之间存在 一一 对应，使得对应的元索关于加法和纯量乘法的牲质完全^样，也就是从 

代数运算的观点来看，它们的综 | 完全相我们用 “ N 构” 这木；袠达这 些线性空间之 

闻的关系*这样就可以在彼此同构的线性 空间中 •取一个最 鷄悉的 具体的线性空间来研 
究_这楚研究线性空间结构的第三条途径. 


―、线性空间同构的定义、性质和判定 

定义 i 设 v 与V'都是域 f 上的线性空间•如果存在 v 到V '的一个双射&并且保 
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持加法 与纯敏 乘法两种运 D :. 即使得对于 ( E 意 a 4 d e f .有 

a(a p ) — ff ( cr ) -h ； 
erC fcz ) — Aer ( a ) t 

那么称 ff 是 v 到 1 /'的一个间构映射（简称为同构 >; 此时称 V 与 V ' 是同构的 ，记作 v 芒 V ' ■ 
从定义看出，如果域 Fi ： 的两个线性空间 F 与 W 是同构的，那么 v 与 /的元 索之间 
存在—— 对虛: ~并且这个映射 cr 保持加法与纯量乘法两种运箕，由此可推导 

出 0 具有下列性质： 

性质 1 是沪的零元素 
证明由于因此 

cr(0) = £jl 0«> = i)ff(a) = 0\ _ 

性质2 对于任意 0 6 V . 有 W — cr ) = . 

证明 <?( ^ a ) = tf (( _ 1)«) — C — I ) tf ( a ) = — < r ( o ) ■ 

性质 3 对于 V 中汗一向班 组⑴ … . a , F 中任意 一 组元累 t dyU ' 

+4jo 3 + + ^ s a,> = kitjiai ) 十 featarJ +^u(<0, 

证明由定义 1 立即得到。 _ 

性质4 K 中的向里组 an， … ，仏线性相艾当 U 仅当)，…4<^>是 V ’中 

线性相关的向量组 . 

证明因为 a 是 V 到 W 的一个单射，所以若辦，则 a = p •予 是有 

k\m 十务 2 a: + …+ — 0 

㈡ oikya ^ + Ajp + •■’ + 是冷. ） = (? C 0) 

㈡ k)dai ) 务 : ) 4…+ k^aia .) = 0\ 

从而〜 吻.… ， d , 线性相关当且仅当 H …, 〆 1 ) 线性相关 i ■ 

性质 S 如果 ai ‘是 V 的-个鶴 f 那么 £ ^奶）.^心）**“々( ( 1 _>娃/的一个基. 

证明据性质4得 ， tfCai >，_< a :) * … ] 邊 V "的一个线性无关的向贵 SU 任取身€ 
V # ，由于 ci 是 V 到的一个满射，因此存在 a 6 W 使得 Wa ) =沐由于 01 ， ay 也是 V 的 
t " 基，因此 a=a a , ~\~a a +**- 十 aw ,. 从而 0= ffia ) = ei;ffCtti > + iasttf ( ffi ) ~\ + fi ^ r ( a H ). 

所以 > * a { a > ) t '*- i ( r ( a,i > 是 '广的一个基 * ■ 

从性质 5 S 即褥到，若 dimV =7 *,fl 则 dimr = w = dimV * 反之是否成立？回 

答避肯定的， ，“ _ r ， • • 

定理1域 F [: 两个 f ! iB 维线性空闻周機的充分必要条件是它们的維数相等， 

证明上面 QiiE 必要性，现在來证充分性 w 

； 设 v 和 v 都邋域 f 上《维线性空间，在 v 和 r 中各取一个基 : ai …，〜 n . n * 




2B8 


* 


线性兑 N 


…，，令 丨丨 • 、 . ▲卜、， I • 

^ * V ^ * v f 

_ ▲ \\M_ l 嘩 

a ^ S a ' c ^ ^—- 

由于 <r 用基向最⑴，办■…，办线性^出的方式唯一，因此0 Ji V到 \T 的…个映射.巾于 

是 K 的-个基，因此0是单射且 IX® 满射.从而 IT 是双射.容易验 iiEcr 保持加 
法和纯量乘法，因此 a 是V到 f 的一个同构映射，从而 F 兰〆. ■ 

从定理1 立即 得出•域 f 上任 一《 维线性空间 v 都与尸 同构•并 a 可以如 t 建立 v 
到 F* 的一个同构陕射：取V 的一个基 町， •取 P 的标准蓁*,,价，…命 m = 

1|[ 99 

^~- V^.i： ^ a t •“ ，… . a » ' 即把V 中每一个向付应到它在 v 的 一t 基下的 

f e I I 

坐标，这就是V到 P 的一个同构映射,由于域尸1：任一11维线性空间V 舊与 F” _构， 因此 
竒以利用 P 的性质来研究V的性质•这趄研究域 F 上有®维线性空间的重要途径 . 

从定理〗的证明过梅可看 m • 若^是 v 到〆的一个同构映射，则 v 中向饊《在基 l 
從. •••._〜F 的坐标 u , a. ■ …， t 〆也就是 r _中向铺 < rta：) ♦〆《: ) • •，. ^U n 的坐 
fe, 这个结论今后可以使用， 

域 F 上线性空间V的子空间 U 是7的非空子集，且1/对^ V的加法和纯抵乘法也成 
为域 F i： 的线性空间,如果V到域 F 上的线性空_ f 有一个同构映射6那么容易凭査 
觉猜澜 t/ 在，下的象 { 记怍〆 C/ > ) 是的一个子空_，弁且 dinirfCl/) = diifl£/ fl nffet 证明这 
t# 测是 对的： 

ill: 明 _ 于 〆0 ) =Q\ KI 此 V e aiV ), f[ 取 r,KW, 则 存在 a , 批 U 使得戊 u)u 
从而 

r + s = ^r(^> +- 0(0} = a(a + j?) € a(U) ; 
ky — feta ) = ^(te ) €■ ffCLO t k ^ F . 

因此 wu) 是 v Y 的一个子空间 ，把 限制到 u 上*则是 tJ 到 #ao 的一个双射,蛊保铸加 
法与 纯量乘 法运算•因此 ex 在1/ 1:的 K 制是 LT 到 ff (0> 掛 L 个同构映射，从而 dlmll = 

, _ 

上述结论很有用*特别是由于域 F 上《维线性空间瞀到 F* 有一个同构映射 M 把V中 

向營七映成它的坐标 3 , 因此 j 把V 的子空调成沪的子査娵 Wt/Vi SmU = 

今后我们会姓常用到这个结论 — ’•… / 」 r : 

同构_ F 上线性空间之_釣一个关系.它具有反身性 C 因为V上的恒等陕射是V到 
V的一个同构峡射>、对称性和传递性(因为容易证明：域卩上线性㈣间V到V'的一个同枸 
映射的逆映射是/到V的㈣构映射,V到 W 的同 构映射 a 与矿到V 的河 构映射 r 的乘积 
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w 是 v 到 v " 的同构映射>•因此同构关系是域 f 上所有线性空 mm 成的集合的二个等价关 
系.等价类称为同构类 • 

定理1表蹲于域 p 上所有有限维线性空间组成的集合 s 来说*雒数为 G 的线性空 
间 （即 恰好组成一个同构类•所有】维线性空间恰好组成…个同构类 ，所有 2维线性空 

_ _恰好组成一个同抅类, . ，即维数完全决定了同构类_于是域 F 上有隈维线性空 M 的 

同构类与非_ 養欽之 间有一个一一对应关系_从这个意义上讲•有限维线性空间的结构裹 
如此筒单! 

二 、有限域的元素个数 

利用线性帘 M 同构的埋论 / n 了以解决 fl 限域的元尜个数究竟提多少的问题 
设 F 是一 t 有限域•它的单位 5 £为^假如域 F 的特征为 0 ,则中调两 
不等的元索，从而 F 有无穷多个元素■矛盾.因此有限域 F 的特征一定是一个蒺数.设域 
F 的特征为索 数卜令 

Fp . ^ 彳0 .，，， （p — I ) e }, 

转易证明 F , 对于 F 的續法 ，乘法封闭，因此 F，M F 的一个承环-显然 r 是 F , 的单德元 * 
且 F , 为交換环，任取的一个非零元鉍.由亍 因此队 p 》= u 从而存在仏 v ez , 使 
得于是 

e = le — iui + vp}e ^ me + vpe = (« r )( iV ) # 

设 + •则 

ue = tip 4 * — Ipe 4 - re rt £- F p , 

因此中有逆元 re 从而个 M . F 嬝 Fk : 以看成是域 上的线 性空间，其 
中加法是域 F 的加法.纯量乘法悬 F , 中元素与 F 中元素做 F 的乘法.由于 F 只含有限多 

个元素，辑 ItF 作为域 F , t 的线性空间一定悬有限维的■设为”维，则无是 F 到 
有一个双射〜 从而旧=|尸/1.由于 ' ‘ 

尸，胃={(攻"叫 ，〉I 义6 =，1 ，2，…， if } ， WL ^ 

因此 = . p ^ p \, 从而 = 这样我们证明 ri 

定理2设 FM 任有限域•则 F 的元素个数遥一个取数 p 的方释•其中於是域 F 的 
特征 • - ■ 

进一步可以证明：任给 一 个索歎声，任給 -* 个 iE 整数 w •记 ，则 g 元有限 域定存 
在 * 并且任意爾个 g 元有靦域郝是同掛的（证明可以参看 E 维声.掛象代_細北京：■等 
教育出版社 ,2003 年版第 iai 页定理？>,于是我们可以用表示 g 元有限壤，或者记作 
OF ( q > . 有限域也称为伽罗 ffi 域 CGalois fields) •因为有限域是由伽罗瓦首先掛 Hi 的， 
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♦三、线性 空间的 外直和 

设 Ci 和 W 是域 F 上任意两个线性空间，考虑集佥 U 与叱的笛卡化积 U X W . 即 

VXW = « a,p \ « e v e wk 

在 【/ XW 中规定加法运算和纯量乘法运界如下 ： 

(nrj * J?i ) + (di > =" i&i ^ a s + A > . 

def fc 摩: 

k ( a*p =— dkpy , 

其中奶， 的 ， a €_ i ， ft ， j 9€ W •容易看出，这#定义的加法鶸足 史换# 和鲒合律 ， CO * D ) 是零 
元 fr . G . 声有灸元素一炉，这样定义的纯童啦法满足线性空问定义中关于纯 f 乘法 
的4条运算法則，因此 t/X W 成为域 F 上的一个线性空间.称它是 L 7 与诹的 外直和，记作 

设〔7和砑分别是域 F 上《维、 m 维线性空间. [/ 中取一个基 Gs , a . •… cW 中取一 1- 
基许，决则 L / + W 中任一向量 ( CT ， 存)可以表示成 

(a * fi) — ^/Oi n \ r 豕」 隱 * 今 ” i 心 -K ，， 

f _ i ^ 7 

J m K ? ： ^ i m i ^ ^ 

- W 

= ^ a . ict ^ Q ) + 

。 • -1 S 1 /=直 ^ 

容易证明 ： （4 •()>，（幻，9) •…， （ ir M ,0),( G •汉 >‘ （0 v t ) 线性无关.因此它们是 Cy ~ Ul ， 的 
—个基 s 从而 

dim ((7 -{^ W ) ^ n -\- m — diml / 4- dlmW m 
由此看出，线性空 问的外 直卜是由小的线性空间构造大的线性空间的一种方法： 

在 L /+ W 中分别考虑子集； 

{( a ,。） | a e ^-o e w } 4 { ( o，p \ o e 

显然这两个子集都非它，而 a 对加法和纯量采法 都吋闭 .因此它们都是 u 4- w 的子空间*分 
别记作 u 4- o t o -\- w n 

由于 【J 4-W 申任一向量 （ ar ， 辦可以 表示成 

P ) 二 （ a，QY 十(0,兵}， ' 

因此 D + V ^=( t ；- h 0)+<0 + W ), 又显然有 

( t / 4 - 0 > n C0 4 W ) - 0 , 

因此 u ^ w ^( u + oy ® io 4 ^ w ) . 
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即 , U 4- w 是它的两个子空阂 U ~ M > 与 o + w 的直和 •， 

母處 C / 丰 0 到 t / 的一个缺射 a ; ( «， o I 显然是单射和满射 * 因此是双射.又 

见然保持加法与纯量乘法运算，因此。足^0到 L 7 的一个同构 映射- 从而 U + 0 兰 LU 
同理可证于是我们证明了 £ 

定理3设 U 和 W 是域 F 上的两个巍性空间，则 U 与 W 的外直和 U + W 是它的两个 
子空间 [/ io 与 nA - w 的直和 I 其中 U + o 兰 LV 04 w 兰 W ; 如果 u 和 w 都是城 F 上有限维 

战性空间.那么 

dim(L/ 4 vn = dimUH- dimW. 

类似地可以考虑城 F 上线性空间 I .V 的外 岌和： 在集合 V! XV% X… XVV 上 

定义加法与純量乘法运界如 T t 

>• 

(如 ， ai ，*“ - a -) +【與，典，… )" - Cffi ♦ 01 + 烽，… ter ! +戽）， 

’ JN r® ^ 1 ^ ^ "i t %： • 1 r f, 

kiai *at * *■* *a ,) ikai ， ka: ，…， kai 

容 ft fe 证此时 V'XK … V 成为城 F 上的一个线性空间 ■称它 是 V 】 ， V :，+•*,¥, 的外直 
和，记作 K + V ; +… + V _, 如果•…都是有限维的，那幺 

dim(V| 4- V- 4- 1## ^ V^) = dimV| + dimVt + …+ dim V # . 

域 F 上线性空间 FlW …， V . 的卟直和 + …是它的子空间％丰0 +〜+0, 
o -[^ Vt +，-*^|- o 、 … *0+04~—本兄的直和，其中 

v 1 + 0 + - 4 0 ^ < ( «= * 0 ^-, 0 ( > i at e v , , 0 , 6 v * •- t O f 6 v . }-.•.* 

[ o + a + -^ + v, = mi ,0w.o ■ 必 ）I a e k.o: e ，… .cu e 他 e vj. 

并且 v T -f-o+^*+o~y t ， “ ， ， o+o 本一 Ivv 兰 v,* 

8,3*2 典型例题 

例 1 证明 U 实数域 R 作为自身上的线性空间与 s. 1 节树 1 第（ 1 >小题中的线性空间 
1T 同构，并且写出 R 到的一个同构映射， 

证明 t 虑 R 到 R 的一个映射〜^^ — •，，山于指数函数在<—^_ + ^>上 
是增函数*因此 u 是笮射-由 F _y = e 的馅域是因此 a M 满財. 队而 提双时 1 
v « r , 办 eneR , 有 

tt(a /;) — 〆 * = e M e b — = < r (这） © W ，>_ 

<j(ka I — e fc = (e 11 )* — Ctfta))* = A0ff(a)- p 

因此 a 是 R 到 W 的一个同构映射，从而乂 ■ 



* 
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线性空间 


点评： T . h r ,*i I ^ , .W i 

例】证明中的 <r 抵双射 表明： R 与 R 之伺有-个一一对应，尽管 R+ 是 K 的真子集 
例 1 还可以 toFffi 明； I : 1 丨丨 i , .i U . .JPy tv i ^ ^ ^ 

拫据 S _ 1节例24知迸 , dTOR + = l ， e 是 IT 的一个基 * 正实败 a 在基々下的坐标为 ln ^ 

于是 R+ SR •旦 r w «~ ^ina 羅 R+ 到 K 故一个同构映射.从而 r 1 泌 e* 是 R 到 W 
的-个同构映射 # 

例2通明；域 F 上的线性空间 Ma , < F ) 与俨同构.并且写出 M, K , ( F > 到 F » 的一个网 
构映射， - : 

证明 \ii ( F >= m ^ dimF- T 因此 f p>^F" # 

在中取一个沾 £ , ，… .E llf * …， E fi . "，、£■, 任意/ \ = U 〜）在此堪 F 的坐标为 

，罨 

(an i^i* t t# * ti2 # i I .a- )\, 

于是— »*.•_<!“ ，…， a .， f Um^rnimmMm 产的一个苘构 腴射. _ 
例 3 令 : ‘ 

二 S , i\L = 

CU 证明丄是实纊性空间 M“R) 的一个子空间，求 L 的一个基和维数, 

(2) 证明 5 复数域 C 作为实数域 R 上的线性空间与 x 同构.并且写出 C 到 L 的一个同 
构映 射. …— 

( U 证明显然 oeia L 对于 矩阵的 加法和数董乘法封闭，闲此 L 是实线性空间 
M 3 < R) 的一个子空间 fl 由于 



h a 


/ ^ \ / 0 

a L 1 +( 


且易证 G > ij ' f-i &钱性无关，因此它们是 t 


的一个基从而 dimL 


证明由于也 r ^ C ^ gdin ^ L ， 因此 C 兰“ Z = a + Ai 在 CM — 个基 l . i 下的坐标 


mo I 圈 

(a , j 去 : j 在 JL 的一个基 


OJ 




' F 的坐标为 U ，•由子 Cfe R f 


R : ^ L . 因此 a+Ai 


fr — - m 


u ， A / M c 到 K 的一个闻构映射 〆 


是 f 到 L 


的-个 N 构映射从而 


—b a 


是 e 到 l 的…个同构映射 s 


■ 



_ 性空网的网构 




点评 


m 


3表明 r 把复数 c 十饵对 座到 2级实矩阵 I j 


是 r 到 L 的一个 W 射 R 保持加法 


和数董乘法运算，还可以证明这个映射保埯乘法绎算1 

{a + fri )ic + dl} = (m: — W) -f- {ad + ftr)i 



dr ~ hd 
(Md + bc ) 


ad + /* 
ac — hd 


由此看出•上述映射保持乘法运算,综上所述表明；从代数运算的角度看 . w 数«十以与 
级实矩阵 f t j 在本质上逛一样的 * 只是书写的彤式 不同而 已， 

例令 


H 


- ^2 € C 


ci) mm , h 对于矩阵勘加法■以及实数与矩阵的数通乘法构成实数域上的一个线性 


mm 


(2) 求 H 的一个基和维数； 

m 证明与 R 4 同构 , 并且写 i H 缝 RV 的 -- 个同构映射 fc 

(1) 证明显然 0€ H， 裉据共轭复数的性®，容易证明 H 对于矩阵的加法封俩 ，且对 
尹实数与矩阵的数盤乘法封闭,显然加法满足交換举，结食律,有零元章(即零矩阵)， H 中 
甩个元素在 H 中有愈 元騫; 实数与矩阵的数 置乘法 满足线性空间定义屮关 于数盘 乘法的4 
条运算法则.因此 H 是实数域上的一个线性 空间. _ ■ 

(㈣解设 =<Il + A 山 SC 2 =«2 +仏 U 则 


i + hi i ai + hi 
- il£ + fh * cj| ~r b 1 




A 0 



^2 


X 



if ® 


:,:)，( 


— I 


) ，(二 



线性无关，从而它 ffj 羅 H 的.一个麟_于是 dimJ ^=4 
(3> 证明 Ltl f dimH - M ，闽此 




=|在第（2>小屬所 

场 ill, ml ii r ito 

■ 


因此 t « ~~ - Ui ^ 4 2 .4厂是片到1^的一个同构映射„ ■ 

—z s 

* 点评： 

把例彳第 f 2) 小题求出的一个基的后三个矩阵依次记作則 H 中的每一 f 元 
素可以唯一地表示成 

a r J -h b[G 十和 J 十 fe K* (1) 

直接计算可得 

G~ = — i * j : =’ f./f: =-— I * (2) 

GJ = K^-JG JK = G ^~ KJ ,KG = J =— GK + m 

由于 H 还有乘法运 JU 矩陣的來 法丨， JL 象法满足结合作，以吒对于加法的在、右分配律•因 
此 J 4 时于加法和乘法成为一个钚■它 t 单 f 立元 L 由于矩阵的乘法 不:满 足交换律 • 因此 H 
是非交换环（这从（3〕夂可明显看出），勿于 

: i -i — 一 ， 

一—=衛 a H- e 2 z t = a\ + b\ 十 + 圮， 

^ £? ari 

固此 H 中每个非零元都可逆* 一个有单位元的非交换坏如果每个非零元都可應，部么称 
它为一 令体, 于是 H 成为一个体 d 

習哈密顿 （ Hamiltan > 于1843年发躁了翁的教，它形如 1 

u + M + cJ + rfk . (4) 

其中 a . b . c . d 都是实教， i , j _ k 满足 

I " ^ f — k 2 三 — I , ( S > 

ii 七一 = ktjk kj = i,ki tk = j , (6) 

♦密顿 把形如的教命名为四元数 (: quaternion ) ® 元 A 有加法遠算（类似于合并同类 
碩）•乘法运界 （类似 于多项式的乘法，直 f ; ifU 5) A 和式进汙化简 I 易诅所有四元教组 
成的集合 h 成为一个有单讧元的非交换环 〆 _. r 以证明 ff 的每个4 $元南 tt 逆■从而 fi 成 
为一个体，称 W 是四元数体。例 t 的 H 到四元教体 H 有一个双射； 

r；di / 4™ biG -h- a：J + h：K \ ——- a T H ti i + j + k, 

从 i 2 i 、 d 式与 G O 式 ff 出 . r 保持杈法运算 e 显然 r 也保持加法运算，趵此 r 是到 
H 的一个坏同 构：. 于是体 H 与四元教体 H 同构。这表明：从代救运涿的角度看.四 t 教 
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a^M+ei+dk 与短阵 


1 在本盾上是一样的•只是书写的形式不同而已* 
r + t/i a —副 V • • ：，1 U / - ,滅寧著, 0 Q 作詧猶動^黑 U 


例 S 证明； 域 F 上次数小于， f 的一元多项式组成的线 性空间 FO ]* 与 p 同构， 并厥 
写出 F [. r] p _ F _ 的一个同构映射. 

证明已经知道 dimFUQ ^ ii •因此 Fl >] •兰 1.文，^，，/ -4 是卞|>〕，的一个 
基, / CW ; 在此基下的坐标为(叫 A 心, /. 因此映射 t 




a : fi j 1 = 


(U \ t« i Wfi fU^ i) 




是 FU ], 到的一个同构映射： ■ 

例 6 设 r , *r , o 嚴给定的士卜不同的变数 h 狂 Kl > 丄中以 r ， t !，…， c 为 

根的多项式组成的集合记作即 

w - {fix) e «0] B ( fu) = o,i = 1，,2 -… _h. '： 

证 明:说 是 Rb ]. 的 q 个子空间 * 并且求 dimW m 

证明簾然0€谀，屬证 W 对于多項式的加法封闭，对于实数％多项式的数最乘法也 
封闭，因此 W 是 K |>], 的…个子空间. ■ 


解据例5得，■映射 


fft f (: r} = 痛 a 十 a |s r+ *** 


C « r > ，“] - a^i )| 


是 R [>], 到 IT 的个_构峽射. 


fix ) — +42 |;JC + … 4- apr - i ^ 1 €： ^ 

r a t . + ai£：i ，h *" +c #r _ 1 c|^ i = (K 

a ,] + ay r ? + ##fc 4" < r |— 1 = 0, 


(7> 


如 + ai€i + •■ ㈠ + 


G ; 


㈡ Gj * i 2 _/ 是 w 元齐次线性疗程组 

+ C |^1 +- **■ = Of 


备 t > … *+? r ； 1 jc 


■H 


⑻ 


^ 4 tu ! 十 


_ hr 




的一个 

S 此 furew 当且仅当 w / u )) 属于 《 元齐次线性方程组 (肋的 解空间 ， 于是 a ( W } 
是方程組 (8) 的解空间, f 从而 




iimW — dirn ^ l ^) - w — rank ( A ). 

其中 A 链方糎组( 8) 的系数矩阵 _ jp ^ a , …两两不等.闲此 A 的前走 N 组成的子矩 
阵的行列式（它是 A 骱蒗德蒙行列式 坏等于 0- 从而 nmWAht 因此 

diTnW — k, ■ 

点评： 

例 S 的解 鏞的誇讎雜法 是利用 RO ： [•到 IT 的一个同构映射 L 容易推导出； 

/( x > ew 当且仅当于》元齐次线性方程组 （ s ) 的解空间 a 于是 4 f ( w > 是方程 

组(幻的解空阀，从而 dimW = diiwfWV . 而齐次线性方程組（幻的_空间 ( KW ) 的维数容 
易计算 ； dirtur < W ) — rank C A ) , 

例7设〜是域 F 上 r ? 维线性空间1/的 ，个基 ■多.疼，…歷 V ，的一个向 
童组 ，并且 _ 

( A ， 热.…，，，..、疗_)儿 (9) 

证明 ； dim (坏 *爲，… t ^^ rankfA ). 

证明由于 dimV * = n . IS 此 V ^ F ' * 映射 

crsa = ^% 戎， H— 邊 •… ,g m Y 

是^到尸的一个同构映射，从(9>式得出，爲在華彰，加*…;办下的坐标是矩阵 A 的第 j 
列因此 ( ft: 汉 ） =人 •） ： u ,…， JS . 从酣…一 > =(八"4 .A_>, f 1 是 

dim <^ P 0 t >— dhnai ^ • 择 ，，•., 体） 

— dim< Ai , A f ^*-*,.4,) 

=rank(/\>* 鼸 

点评： 

例 7 就是 8. 2 节的典嘲例超例 1 U 现在利用 Z 到 F 11 的一个同构映射汉简捷地证出了 

结论. 这说_多掌攤一些深刻的理论就能站得更高一些，看 得更透 彻一些.从而解题可以 
更简 捷， j — 

例8设集合入={」1 _… . I ， X 到域 F 所有映射组成的染合记作尸•它是域 F 

上的一个线性空间•求 F x 的一个維数?设 /6/^ , 求/在这 个基下 的 坐标. 

解任取/€ F *./ 完全被 w 元有序组 

< jfiX \ ) _/( JJf) ， “■ ^ Jf tiX n 

决定 ■ F S m / *( J ^>) ，/<- r . ), — , ji . T r ) 〆 是 r 、 到 p 的一个映射。敁然 n 姑满射 

a 汉是单射，因此及是双射_由于 ( /+尺 )(^)^/(4：,) +尽 ( a _ou 

艺，…， i 因此容易看出 ， ff 保持加法和纯量乘法运算 • 从而 _‘ F ■的一个爾构映射， 


于是 空 P , : 因此 iilmF x - climF 

由于是 P itt F x 的一个同构映射，且 £i «£* •__***• 是 F * 的一个基，因此 a h 
J …，， 1 【*_)是 Fi 的一 个拖， 记则 〆 »=1，即 

< / J 工） • /. < x: 】，… • /■ (尤_ > >!盖 * …， G ， i • G ，… .Q) # t» U :公如， • J 

電 I 十 

也鱿是 

/, (jr t ) — ^ tj — 

其中 f = 1 ， 2 ， ，" • ra , 于是 /! */; ■… ， /_ 适的〜个基 * 

由 f (/U > * / (A > •… ./(A >) 7£ 垛 K ■ “.，&■ F 的坐标为它自身 . 問此 / _ f ‘- 
A , ■* •，八 下的坐标为 

C fiX\ } ，/ (_Ej > r*“ t f{x M )}\ 

点评： 

例 8 就是 8. 1 节典型例麵例38,由于运用了线性空间同构的观点 + 因此在求的一 
个基以及求/在此 搖下的 坐标財都比 S + 1 麵 38的解法容易得多. 

例9 到厶的所有映射组成的集含厶 V 遒域厶 t 的一个线性空间.求厶〜\的维 
数，以及它的元索个数 a ' ' * 

鱒由于也，办, 一. a / ke ^ ，/=1,2因此 | Z ：_| =2%把的所有 

向量记成 u s _ 据例 8( 此时彳免必，…•卽 }) 得•厶从而 

diin Z ? ，r * = dim Z s " ™ 2" * 

★ 

点评： 

例 9 .运用线性空间同 构的 现点..很容易地求出 rz / 到/:的趼有睞射组成的集合 
的元索个数 3 

-例设 m 都是数域 K 上的"级对称矩阵 .， 证叫，如果存在广到自身的一1、同 
构映射 * 使得 

= aAa i V a £ K *, 

那么 

证明 S ： K m 中取标准碟 n :* … ， itp 中于 a & K _ 釗自身的一 1、同构映射，因此 
fT^i > *^ U ； U … .a 卜也 S K 的 一 t 、 基设 * a ( E > ) - ' t \ 

P 是可逆 矩阵. ，.: C ^ 

任取 a ^ j ： ■兩 ^6 K % 则 <， 
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m 1 p» 

ffCcr) = cr( ^ x.g, ) = ) — (<?(c t ) ， … ^( e ^)) a . _ ▲ 

= U'i .e：j *-*- iC„ )Pa = !Pa ^ Pa . 

因此 tx—P l c ( u ) 由 T-QUn 士 UM) )=，/kt.@Nfc 二次型 与(▲”如沈⑷）等 

价 a 又由于 A.B 都是对称矩阵，因此 A = 且 B=(P l )^(F J >„ ■ 

例 i 1设 U 都是域 F t 的.< X «姐阵，且 rm k ( A )- rankCB) , 用 U ，评分别表示《 
茏齐次线性方程 AX-0*BX=0 的鋪空间,证明： 

(1> L/^W, 

⑵存在域 F h 的一个《级矩阵 H ，使得心心 - H n ( V 1^1/>是 U 到呢的一个同构 
映射 > 

证明 ( 1 > 由于 dirnt/ = "― r£mk(A> = rmikB:dimW , 此 t/ 兰 W ,, 

(2) 由 P raiik ( A ) = rmik ( i 3)， B 此渙与 B 相抵 * 从而存在 S 级可逆矩阵 f 1 与 n 级可 
逆矩阵 Q ， 使得 IJ ^ PAQ . 任取 f |6 t /， 则 = 从而 P ]BQ ' ||=0 # 于是 B(Q 1 斤>=0, 
因此 Q ' i |€ W , i £ fi-Q L c pjij /切6 W •从而 Htj 适 t / 到 IV ，的—个映射，由于 
W 可逆，因此 a 是单射任取56审 •令！ 由于 

PArj = PA(H S > ^ PA ( QS ) ^ BS = 0 f 
因此 Ai|^=0, 从而 jf^U . 于 

c^ffX^ eftfr^) = HiH^sy = s* 

因此。是满射，显然 a 保持加法和纯量乘法运箅 _ 腌此是 t / 到 w 的一个同构映时，_ 

例II有理数域 Q 上_线性空间 Q (曲与是否词构？如果闻构，写出0(及)到 
<KV^> 的一个间构映射 

解在& ] 节典型例®的例祁中，已证1 V 5 是 Q ( v j ) 的— t 4 t . dimy ( v ^)-2. 

Q (、⑴中住一元素形如 u +6 #，其中 a d e a 势似地可证 ：i 是识及 > 的一个基, 

从而 

由于 dimQCv^ 二 tiimQ(V5> ，因此 
根据本节定理〗的证明过程知道， 

cf t a + 6 ► ci + — 

是 Q 及到 y 万的一个同构映射 s 

例 Ll ^ Q (^2 }：=[ ai -la ^- a ； In ，心€ Q} ，它是有埋数域 Q 上的线性空 
间.请问 t 它垦否与同构？ 





8, a . 域 F 上餓 性绝_ 的同构 • 2 m - 

— _ — ----- ■■ - 1 

解 ( JI : 奴)中任一元尜町以表示成《，丨 +A 士 1+ 叱与 S . 1节典増例题例2«)的 
证法类似，可证1 .渡 • 沒线性无关■从而1，发.沒是 Q (拉 〗 的一个基，因此= 

夂而 dim <}( 及 )=2, 所以 0 C 衣)与 Q ( V ?) 不同构 - 

m 14 设 V , , V : 都是域 F 上线性空间 V 的 P 空间 d 是 v 到自 t 的一 t 同构映射， 
证明 t 如果 ^= Vi ©^ ，那么 v ^ ffCv , > • 

证明先证 v = fjtv 1 )+ tfcv 1 )- 任取由于， fe 满射*因此存在 /? ev 便得 
a = o ( p : 由于 v = v , 因棘存在於 ev ， 肩 ev .使得戽十 /?: . 从而 

a = a{0) ~ (${^\ 十 jSe ) = &(执）十 〆 與)€ d > 十 er( V : > * 

_此 VG 3 r#i J + ff « V 3 ) • 手彝 V=^(V l )^(V,) m 

再证任取 yewA ^ fMv^u 则 于是存在 

，炎 eV :, 使得 >^0( 灰 ）11 ， M 丄 从霄由于 it 是¥到_身油單 
射此衛二5>,于是备 nv fl 由于 V ,+ V T 是4和，因此 WnK - CK 从而丨=0,乎 
是 y —& i ^9 i ) ^ (0) = o ,所以 ）.0 Wi 》 每 

综 h 所述 >®Wd ■ 

m 15 设 P . Q 分别堪域 F h 的 V 级 J 级可逆矩阵.令 /O = PAQ . \fA e.M ..,<FU 
试问 :0 是不是域 F I :线性空间到自身的^个同构映射？ 

懈 显然 cr 足 UF ) 到疖4的-一个映射，任取令 A 二 P BQ U 
A 6 A ^_( F >* 且 ‘ 

0(A) ^ PAQ - P(F i BQ- | >Q = 8. 

因此 a 是满射„ 设山 ， A.e M ,,， CF > 有 “A ) - < r ( \ ), m PA.Q = P 4 Q , 从而 
P HPAtQyQ 1 =F ' ( m fl O)Q [ n 即為=烏，因此是单射 _ 从而是双射■显然 a 保 
持加法和纯 M 乘法运算。因此^是 M 到自身的一个同构映射 

点评 t 

在例〗 5 中，如果 P 或 Q 不是可逆矩阵•那么不是 M , X _( F ) 到自身的一个 
同构映射 * 理由如下：若 P 不可逆•则根据 C 高等代 数孪习指导书（上册 ) J 第4聿 4. S 节习 
驪中的第 I 题得，存在且 A 笋 G •使得 PA ^ th 亍是 tf CA ) = R 4 Q 择 G , 又有 
am-PoQ^o. 因此 d 不是单射《从而歧不是同构映射.若 Q 不可逆 . 则同理存在 ce 
um Oo , 使得 Qt =0, 于是 C ， Q =0_ 从而 W > =PCQ -0 = 因此不避单射_ 
从而 a 不是同构映射 

■例16实数域 K L 的线性空间蚪 J C t 与 H ^ t R> 是否同构？如學同构.写出一个 
同构映射 h 

解 AUO 作为复数域上的线性沒 间是邱 维的，据 S.l W 典渤例龎例邡驗面的点 
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评* MdO 看戒实数域上的线性空间是2卵维的 ■ XjJi 于 Mm (H) 是实数域上的2 州维 
线性空间. [y 此 K (R) ,从 jffi S ,(R) , 

Mc<C) 作为®数域上的线性空间，它的一个基是心，仏，…. £ u ■…，仏， …, E - •它 
作为实数域上的线性空间，一个基是 

Eu，LE |" … ， LE I(I _ ^ i£ rl ♦***,£_ ,i£ 册， 

M.. 2 J R) 怍为 R 上的线性空问，它的一个基为 

任取 A =( 〜4据本节定理1的证明过裡知遒，令 

irCy \ )— ffC Ca %% + i 6“ > ET tl 十 ^ H ~ ib m } E m 2 
^ (7(% i£u 十 办 “芯！ + •”十 •善 m 
=+ … 4- 

j^ii 办“ … Uu b lm : 

^ , _ • • _ ■ • #昝 • _睿 晷瀾眷 

* 

ft I fitji 心 a m b m %i f . ] h Ai^i I ^ 

则泛 M K I: 的线性空间叫,._(0到鼠.〜 ( 1^的一个同构峽射； 

点评 , 

例 H 在求 JU” <0到 M_ ,(K) 的 - 个同构换射财 * 也可以凭直觉嫌機，令 

+ifrii … a lm r lt %m i r au h n … a Xlt 

，f ^ ^ * * •‘‘ 4 ' j .臞- ’_、:、♦ 1 *"j| ，’. 學- • ,.. •** I • 

〜 + 化 …〜+ i 办 ■ j a a b tl — a. ( j m 

去 SEf 藤单射、_射，以及保持加法和数量乘法运算 • 从而 e 遒 R 上线性空间桃^(€：>到 

的个同构映射， 

例 U 设V和V'郝是域 F 上的 w 维线性空间， ir 是V’ 鐵 V的一个映射，它保持加法 

和纯：■乘法运算 ■证明 w 是单射当且仅当疗是满射.从而只要疗是单射(或满射），就有疗是 
V到V'的一个同构映射思 

证明必要性设是单射•从本节闻构映射性质的证明过程看到，荈要 * 保持加法 
和纯 W ft 法运讳 n 中射，钛有结论;“ V 中向徽组 L , a ? , …， a , 线性相关 m f 乂知 Ui) ' 

>，… _ ff ( 吣）是 r 中线性相关的向雌，于進在 F 中取一 个基岣 •砌，…必就有飙旬 ） ， 

这 C 叫） , erC 办）线性无关■义由于 dimV f = 同此#(巧 )^( aa ) , — >最 〆 的一个基 v 于 

是付于任意芦€ V t 有芦= fi t aim ) +； fo ^ faj ) + … + t ^ ia A ) — < r ( A ; cii 如卜办 + …十 Aa 山 
由于6〗〜 f 办沒+…十*& e V ■因此是满射 。 " 

充分性设 j? 是满射 .1^ 中取一个基 cu ，由，.…浪 5 则 aCa! > … *cKff^ 是V',中一个 


向撤组 •任取兵 e w 由于这是满射咽此存在《 e v , 使得身设 a = 2 叫"则 兵， 

… f T •: 二 ■_(“.• V、•」' -T-5) 叫、 r T - - F . ^ . r vt* 1 

^= ai 左 ) a 烏） =) ，乂由 F (limV' = n. 因此 (j(a_ 》 _ 山: ） •… ) 是 V 的一 

^1 i^i 

个基 * 设 a，r € V ，鲥。= 公叫 ， y = - 如果— ) 土 afy ) _ _ 么 = 

.V. ， ' f r " \ • r) - =i •‘ _'，l , i ， _’_* 

^：交取,>，从而斯 5 = 由化）■… j & V f 的一个 S , ㈣ 此 

I i，i 卜 i 

a . = q ,, = 1,2,… _«_ 从而 o = 八于是 0 是单射 * _ 

点评： 

在 9 J 节的内容精华中，我们将更简洁地证明倒 U 的结论例17的用处之一是：在 
维数相等的线性空间 V 和 V '中 •除了 甩定理1 证明 中的方法构造 V 到 V '的一个間构映射 
外，还可以根据具体问越的需聚构造出7到 〆 的保持加法 和纯韋 乘法的-个映射心然后 
证明 a &单时(瑋者满射)，就可得出 a 是 V 到7 # 的一个同构映射，见下面的钶 H 

例〖8 设 u ， n ，… * t _ J 2： 数域 K 中《 + 1 个不同 的数， A ， * i ] , , ti n ^ K 9 iiFJII ] E 在 

K [ x ] 屮存在唯一的一个次数不 JS 过 》 的多项式 / bh 使锝 

、 r f ( i \) = d § » i — Of 1 t 2 t 


并且写出 / u > 的表进式* 

证明 cUmKCxl ^ = d 

根据 7.6 令的定通 4 得 .J<U] 

a i /(x> ► 


dimK 


f 


到 K “ l 的 F 述映射 


ao ) 


是单射 • ® f (± y ^ gu }^ hix)JM 

/ Cc 5 ) 4 g ( c t y ~ h ( c t ) t |- ; 0, 1，，•■ 

由此可得出 0 保持加法运算 • 显然 it 保持数世乘法运算 * 于是根据例17得^ 是满射 ■从 

而 a 是 KUIUn 到 P + 1 的一个同构映射 ■ 因此对于 (离 …，么/ 6 + 在 KU ： Ut 中 

存在唯一的多项式 /&)- 使得 W …即 

/(Q) = d" i=0pia^^^ ui> 

在 /T [ 中取际准 Me ， i :. … A ,. 由 f c 到 fCUJ ,, 的—个同 构映射 ，闳此 

ff 1 (si > ). …(在广 i ) Jffe K j …的 1 个基.记 f (- u ) ^ u ' C c , i ) * ^ ■ 1 a 


则疗 


s . u * 即 

(/i ( 〔 I) »./ * ^ i) < 


##' 


fii.c m \Y = (o_*“ 


0) 


也就是 




从彌乂々 • O - 2 , c H “提 /_ (义 ) 德 K 中的 n 个不同的根 _ 1管錐轉 eg 爲 ( jt )^ n x X 



ICO ]，，， ，因此 deg /, (^) t — n * 又由于 /； ix 4 >= lfjS^St 


/ Ajc ) 

其+ i =0 J ■，: 2 


—n K-r — c, y — — }(jt — r r ,i ) … （ jt—A > 

ic 4 — r Cl ) U\ — Ci ) 一 C,‘ t — fH ] ) •**【€, — £：•) 


( 12 ) 


根据 （11> 式和 （10) 式得 .W ffx 】） = ，… K 由亍 UW ， .…在 

… d 下的坐标为自身，且 -= ur = m ， …，" ） •因此 n 「）在基 au ), 
/ j 紙 X ••，，•/.&难的坐标等于 ( 4，4 •…,4】、于是 


/ (x) — d v ( i ； C.r) + A /j_ (X) + … f mtx 、 

^ ^ (】 一 r f -i ) jjt — Ch i 卜 . (JF — c n ) 


( I 3» 


点评 


公式（1 3) 就遛拉格朗 TULagrangtO 插值公式■例 P 是运用线性空间同构的观点给出 
T 7 6 节定理 W 的乂一种证法 ■ 从这#证法会很自然地想到要先求氟 H 的原象/, ( x),i 
=0，“2, …， ^这比？,6节定埋10的证法中“先看一个特殊情形"吏容易想到 f 更透明 & 
对拉格3川插伉公式的理解也见深人步，给定数域 K 中《 + I 个不同数 “〜，… .dj 
于 K 中住意 w + 1 个数‘ ,…，要寻找次数不超过的多项式/(_1：>满足/(^> = 4, 


4 ' 


* 


心就 是要在 KlrL 到 K - - 1 m - 1、同构映剌 a : ^(. rl —— 


* 


好 ( “ ) ) 下 ，求出 ⑷ ，成，…， 尤） ' 的原象/ ( I )• 为此先求出 K …的标准基办，…,备 + ] 的 
原象 M jt ) */， U > - …， / VU ) * 然辱 4 w/fi £ j ：) H - d v / t C . r )- f - …+凑 / d 方)就是所要寻找的次 
ft 不趙过 n 的多项式 /( r ) ，这£因为/(13在 K [ U 綦人 Cx > , A ( x ) ,…( I ) F 的坐 


标就是 /U ) 在5下的象 UU 

C • 


嚶 V 


f 


在 K rt + I 的基 ffp 备 


下的坐标 （,/ ^ 




习题 8.3 








设域尸上_柱空间 酽中的 向營 组⑴吨•奶他 线性无关，试何， 向纛组 0i +奶.奶+ 


+ a . n 遙 许线性 无关〃今 






牖 






ot ^a t ^ at -mi + oti -a s + 


求 W 的一个基和维数^ 


2* 设 a 是域 F 上线性空间 V ，到 V f 的一个 间构映 射，证明 ； 〆 ^是 V ，到 V 的一个鬨 


啕映射 


3 设 a 和 r 分脚是域 F 上线 性空间 V 到 V x 与 V '到0的一个同构映射 〆 证明是 V 


8. 4 
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到的一个同构映射 A 

* 4, 证明^有限域上的一元函数（即 F f 到自身的 映射》 都是一元多项式_<赚由 F, 
上的一元多项式诱导的函数)，且巧上每个一元函数都可以唯一地袭示成上次 «MV 于$ 
的一元多项式函数， 

5. 对宁疋整数》，令 

Q ( i ^) — Jan + U \ + **■ -(-«*_] -3^3,^ 1 € 公“ = Q ■ 1 * — 1 卜 

设I与网是不伺的芷蹇數，试向: q 上的线性空间 q (界)与 q ( tj > 瘥否同构？ 

_令0(〖> =沁+识1心6€<?}，它是（2 t 的厂个线性空阏•试问 5 Qfi) 与 Q (在 > 是否同 

构？如果同构，写出 Q(i) 到 U (及>的一个同构峽射 . 

7 .设梆培《级实对称矩阵.证明:如果/\与孖有相同的特征多项式.那么存 : ft 
K " 到自身的一个同构映射心使樽 

(<r(a) )^B ((r(a) > = a Aa * V a 6 R'- 

舞艮设¥是域 F 上挪线 性空间是 V 的署 空间， 证明 s 姆果V二 V\©V:, 那 
么 


8* 4 商空间 


8.4.1 内容精华 

北京大学数学科学学哮 的翁生 人校后 * 分别编进一班、二班、三班，四班,这样便于以班 
为单位安排各种活动^例如 * 榫课表时一班、二班在一个教室上课•三鐵，四 班在男一个教 
室上课 ■ 編班就是把新生组成的集合 S 作一个划分，把个乎嫵杳成新集合的—个 
元素* 輿脒受到启发 ，奄砑 究域 F 上輯性空间 V 的结抅时，可以把集合 V 作一个划分.为 
此可以中建立一个 元) G 系〜 . u 浊它腿 个等 价关系_这时所有等价类组成的東合 
就给出了集合7的一个划分。 V 的所有筹价类组成的集弇称为 V 对;于关赛〜的 ■集 4己 
作 V 7〜- 亍撼 V 的一个子集 ( 等价类 》 是商燊 W 〜的一个问题在于 :如何 ii * V I : 
的一个二元关系使它具有反身性、对称性和传递性•从而 成为二 个等价关系？在商集 V /〜 
中能否规定加法运興:和纯 ft 乘法运算，使它成为 '域 F 上的一个线性空间?如果这些都能办 
到的话，職么 这将苊 研究线性空间 V 结构的窮四条途径 .， 
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琯 s ft 线 i 性资 _ 


一、商空间 - ^ ^ 

如何建立 v 上的一个 use 关系使它是一个等价关系？让我们先看几何空间 《以 原点 o 
为起点的所有向董组成的实线性空间》\~设 w 是过原点 c ? 的一 — 

个平而.则与 w 平行的所有平面以及愀给出 r 儿何空间的一 
个划分•如图8-叭设 7 T 是平行于 w 的-■个与 R 都■于 
tt 侧仅当 —ne w ,■ 由此受到启发 * 为了 桃 f 上的线性 
空间 v 上逑 a ： —个一元关系 it 使它是一 f 等价发系 * 可以先取 V ’ 

的一个子空间然后 规定： 

«〜芦 《 。一卢 (1) 

这祥就建 f i 的 一个二 元^关系〜„由 P a — a 二0_此 
n ，V Ii 6 W •即〜具#反分性„若 fir - #，则 a —/?e VV >从而 p-a 
二 一 u — pew ， 于越旮〜 …即〜 具有对称性.若 a 〜/? it 卜)％则 

a -^ w , M . p - rew . 从而辨+(尹一_€取，即〜具有传 递性， 从而由⑴式 
定义的二元关系〜是 v ； t 的一个等价关系*对的等价类 S 为 

h 0?e V 1 卜 《> * . 

^ {： J 9 E V I fi — a ^ ^ ) 






8* 壤 


^ i^ev !/=-«+ r * y € wj 

^ (a -f r I r € W ', (2> 

把 <2> 式最后一个集含钯怍十评，称它为识 的一个 陪集， a 称为这个陪集的代表 a 于是 
5=^ + 1^,从而 


异 e W ^ P 

据等价类的性® ㈡ a 〜/?•得出 


Of 


㈡ P — 

« e w . 

(3) 

尹 ㈡ a 


(4) 


的代表 


« 


对于上述等价关系〜.商集 w -记 成 VW , 称它嫿 V 对于子空间砍的商集 

V/W = \ a + w \ V ). 

如何在商集 V / W 中规定加锋与纯董寒法运算？容易想到尝试如卜规定： 


即 




(5> 


(a 卡 W ) 十〔浮+ U | 


dcf 


(0+^+w 


⑻ 




A ( o 4* HO 1 Abp Hh W . 

这样规定是否合理？需要证明它们与 陪集代 表的选择无关 
彦+ W . 则 d 〖 从而 


6 


tM |: Ti - 1 ' :.<7) 

设 Oj + IF=ft + W , 择 + W - 



M 爾 _ 祭 fW • 3(i£ • 


(a : + A ) — (m^0) = Cflif — a> + {pi 一 存） 6 砂 * 

ka i — ka — it Cat — a ) t 

因此 (《』 十择 >+ W = C < H ■於 = ^ + 这证明 / h 述规定与陪集代表的选取 
无关，从而是合理的*容易验证上述加法满足交换律和结含釋 *0+W 《卿 是 V/W 的零 
元素， （ 一 a>+W 是 a +W 的负元 A 上述纯量乘法满足钱性空飼定义中关于纯貴乘法的 4 
条运®法则，从而 V7W 成为域 F 上的一 1 个绒性空间,称它是V 財卜 W 的商 空间. 注意商 
空间 V / W 的元索塔V 的&个等价类不是 V的一个向撤. 

例如上而举的 IL 何空_ V的例子，V 对于屮的商空间 V ; W 的一个元素坫 f 行于 W 
的一个平酣或者 W 自身，而不是几 俺空厕 V 中的,向量. 容易直观地猜测_间 V /识 是1 
维的_即 dimV / W ^ dimV - dlmW , 坷以证明这个猜_是对齟，而且隹个结论可以推广到 
域 F 上任一有 IR 维线性空 M V对于子空间 W 的商空间 WW 中 •即 

定理1设 V是域 F 上一 f 有限维浅性空间 .W 足V的一个 f •空间，则 

d \ m ( V / W > = dimV - dimW. C8) 

证明在讲中取个基 til ， …_把它扩充成 V的一个基，… .m * … 于 
是 dimV - dlmW 二， r 一 I 下面来找商空间 V / W 的一个 基:任 取舁十 U’ e VH 设 
十…+4央,+ b ^\ a t +i + -¥•则 

月 + w= a ta , +VV) + …十 （心 t + HO + + W> + … + ( b vQ . + W) 

= W + … + W 十 』 +WO + … 4* A.(Us -|- W) 

口 h C(i t *.i 十 W > + … + 办_ <〜+ W >， 

假设 k } > + .■_+々 ， 十 W )= W ，则 

CAjd r i i + ，” + + W 

从而 … + t - Aev ^ 于是存在… w , eF ， 使褐 

+ … +! — L } a { + Pi * + i , 

即 liai + — \ —… 一 A, ,a m ^ 0, 

因此“ =._- = /,5軚=*"=九-*=0.这赛明 u 1+叹•…為十识是 WW 中线性无关的向 
璧组.从而它们是的一个基，因此 

dimCV/W) = n -s = dimV-dimW, _ 

从定理1看出，当讲是 F 的雜零子空间时，商空间 V / W 的维数比獻来的线性空 N V 
的维数小*如果线性空间的某遵性质最被商空调雄承的，那么就坷以对维数作数学归纳法 
证明有关 H 些性质的结论这就是可以_商空间的结构研究线性空间结构的遒理之一, 
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二、余堆数 

败学中会遇到线性空间V和它的子空间 W 都是无限雄，而商空间都是有限维的 
悄形.例如，给定正整数虑数域 K 上一元多项式坏 K_I>] 的子 集： 

w = J：. 4 ， 1 +-_ + k„,^ m 1 m e N4 e K 

i ^ + 11 *n 去 m }. 

由于 W 对干加法和数 M 乘法都封 _ _ 因此 W 是 K |>] 的个 子空间 . 容易看出、 
…•广 1 _，…籮 W 的一个基，因此识是无限维的•商空间 Klx 2/ W 的 任一元 素形如 
(a w + a t _r + … +a._ l jr， 1 + a^T r f + — + ) -h W 

二山 （ 1 + 见 ） + «,(i + U，）+ … + i ( 工"十 UO 十 W - fu 叫 4 W 

二勾 < 】 +W> + a! <jr + W) + … +W) + W 

+ w ) 十 … G + vn 4 — + W ), 

眼如 ko C ] 十 WO+tU + tr ) + … 1( J， W 3 十 W > = IVT , 则 

从畋 中元索的形式可推出 = Av =". = L -「= u . 因此 

1 士 V . x + W * j：* -a + 浓 

线性 无关， 从而它们是商空间 K [ I ], W 的一个 *• 于是 

dimK [. x ]/ W ' = n , 

定义1设 W 是域 F 上线性空间V 的一乎 子空间 i 如果V对 W 的商空叫V W 是有 
限维的.那么 dim(V, 称为子空间 W 在V中的余维数（⑺ dimen S i,) n > .记作 

codimv^ 1 或 codimW "* 


三、标准映射 

设 W 是域 F 上緣性空间V的一 t 子空岡，则V到商空间 V W 有一个很自然的映射 

jt 1 a ^ or W " , 

称它为标准映射或典范峡射 (Cimonica) nispping ) ,显然它是满射 • ！":{ W 不是零尹空间 
时，? r 不是单射，商空间 V/W 的一个元素 a + W 在 ir 下的原象集是 W 的一个陪集 Q + W , 这 

遙因为 ”一 / f , 門丨 

/S 6 n ^ U + «n 

㈡ wtp ^ a 4 W ㈡ 沒 + w = + W 
■㈡ W ^ N 卜 a 

^ ^ € a — tt -+ W , 

这表明*在 V 到商空间 V/W 的标推狭射 T , V 柄一个子集。十 W 映成阀空间的一个元素 



+ W , 进一步 iff 谴明标准映射; T 保持加法和纯激乘法海算 _ ffi 明如 下: 

对于任意有 

?r (及 + j?) = (a 十沒 ）+ 叫 = (a 4-W) + ~ jrCa) 4* iH/3) * 

irCfaj ) = far + W ^ a 4 r W ^) — kn ( a ) * . •、 • ， 

因此 v 到商空间 v / w 的标准映射 7T 保持加法和纯 m 乘法运算，这是我们可以利用 fir 空间 
v 的结构研究线性空间V的结构的道埋之二， 

例如，容易证明V到 V/W 的标准映射 it 把 v 中线性相关的向量集映成 v/w 中线性 
相关的向量集.从而如果 v w 中向量#君二 u+ 斯 ue/} (狨中 j 避指 标集〉 线性无关， 
那么 S = iaMei ) MV 中线性无关的向量集,利用这 t 结论,我们可以证明 8.2 节的命题 
h 即 r 述命题 u 

命题1域 F 上线性空间V的任一子空间说都有 补空间 d 
明 考虑 商空间 V7WY 设它的一个基为 

. S — ia , + W I a t € Vti n 

其中 ^ 是指 标集， _ uj /!是 v 中线性无关的向量集，令 l ; 是由 s 生成的子空间，即 

r 

U ~ j 2^i a s a, ^ S*^ f F*/ = l，2*_"，fi r €■ N* j* 

于是 S 是 f./ 的一个基•找 ffj 来 fiE 1/ 是 W ft V 中的补空间. 

&取*痊职_由于 S 是 v 唧的一个基，因此有 


fl + w = + 扪 = {S^v) +W - 

' i=i O vHBt V v ^ 1 1. / 

I t 

从而 I；/ 〜 6 W m iHy= 气， 则 y€fAiia—y 6 H 于是存在占 6 使得 


•即 a = 义+匕由此推出 ，V = W^bU 




任取〆 e w n 【八 由于庠 e 仏因此戶，左仏.又由于， e 因此有 


4 - 


r r 

W = /? f W ; y]* ( a W = ^kAa ^ W) r 




由于 S 线性无关，因此 t =爲;=“*=1 = 0* 从而卢了 G * 因此取 nti = 0* 
综上所述1=州©{/,即 t/ 是 W 的■个补空 


四、商空间在信息时代中的应用 

信息时代有 大遛的 _皐®赛#递名传逡消息过程中有可能发生是错，能否检査出有 
无差错？査岀有错后，能否纠正差错？利用线性空喊潞¥ 空简/ 可以构造出一神碍，称为线 
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性码•它可以用来檢査麄错.在纠正差错时.还箱要用到商空间的理论 ■ 有兴趣的读者可 
以阅读本章末的 41 应用天地”栏 G 的内容 :线性 空_在编码中的应用， 

8 - 4 . 2 典型例题 


例 1 设V 逛域尸 h 的线性空间印砚都是 K 的 r 空间，证明 ：如果 \ - V ^ W , 
那么 一 


u s V / W . I , M J H 

证明令 <7 * U -^^ V/W 

设亨 et /， 使得十妒，则 y — 7 6 fr . 又有 y — fec /， 从而讲门 l ;. 由于 i ；+ 价 

是直和•因此 wnt/f 0•于是 y — 7=0,即从而 ( T 是单射〃任给 a +we V 7 W •由于 • 
V = u-f 因此 aty +攻， 其中 W . 于是 

a(yy= y -hW ^ (a^ + w <^+ W) — C^+ W) 

= (a h W ) -W = a + W , 

这证明了 a 是满射，从而是双射 w 

由于 IT 是 V 到 V / W 的标准映射在 u 上的限制•因此 a 保持加法和纯童乘法运算 
从而<?是（/到 V / W 的一个同构映射，所以 u 兰 V/W, ■ 

例2设 V 是几何空间，1/是过原点的一条直线 • 商空间 V/U 由哪些元素组成？求 
V 7 U 的一个基和 维数， ^ 

解商空间 V/V 的任一元索为 


ft + U = (ir + y I 7 € UJ. 


当时•山向敏加法的平行四边形法则知遒， + y 的终点 
在过 a 的终点 A 且与 U 平行的直线上；反之 •终 点在这条直线 
上的向 M 珂以表承成 a + y 的形式，其中 yeu , 因此 a + U 是 

平行于 r 的，-条虎线，从而商 空间. 乎行尸 u 的所有直线以 
及 U 本身组成.如图 8 -S 所示， 



在 L / 中取—个蘇把它扩 € 成1 的—个基 aw 则 v / l : 中汗—元素 a4Lnif 

以表示成 


cr nr U= (ki Yi -j- iia t + lictx )■ ^rXJ 4 奪 

u = +L0 + O 十 m 十 十 fj) 

= liia ^ + U ) -h /： ( ft ； + U ), 




( K 设 b t (ai 十卜 (dg - htr ) =U . )14 <b t di +ha z 从而 M 奶 十 hm € Um 子是 h di 

+4 jds 7 t « 由于 yi ，玟"私线性无关，西此如 = :fe ，从而 《 h 十 £/ ， flfa 十 U 线性无关 《 

姐此如 + U , 幻 + U 是商空间 V / U 的一 个搞. 尸是 

dim ( V / U ) 2. 

dimC V / U ) 的男一求法为 

dimCU / U ) — dimV — rfimL / 二 3 — 1 = 2* 

例 3 设 V 鳥 「 L 何空间 . W 是遗_ 0的一 f 平面*求 V 7 W 的 * 个基和维数. 

解从夺节内容植华知道 t 商空间> W 由平行于 W 的所有甲面以及 W 本身组成.如 
图 8-4 所示 * 

dim < VYW > = dim ! 7 — climW =3 — 2 — K 

在 V 中取一个向量 yUV ■则从而 y + W 是商空间 V / W 中的一个非零向*•于 
遜 /+ W 线性无关 + 父由于 dim ( V , W > ml ， 因此 y + W 是商空间 V / W 的一个 m 。 

例 4 设 F 陆 n n % fs ], W 是过原点 f ) 的•个平迆过原点 G 的一条 t 线， il . 宵 
线 L / 不在平面说上.: 

Cl ) i £ 明； V 二说 

(23 写出 LJ 到 V 7 W 的一个同构映射; 

<3)写出祝到 WU 的一个_构 映射， 

m 证明显然 v 屮任一向沿 a 可以表示成《 - i + jvH ； 中 Be w . yev.mit 


F=w + U . 又显然 wni /=0 i 因此 F 雄妒謙 t /， 




(2) 解 报椐例 1 的证明过程知道，~是 U 到 
V 7 W 的一个同构映射.参看图 8-$., 

am 仍据例1的证明过程缚以看出， y 抑 — ^+ t f & w 
到 v / u 的一个同构映射*参看图 a -6 fl 

例 S 设 A 是数域 K 上的一个 A f . 等矩阵 . W 是》元卉次 
线性方栩组 A X =0的解空间 ， E V ‘二 

(1) 证明 r 商空间 KVV 的任一元素沾以 A 为系数矩阵的某个 n 


元线性方程组的解集; 


围 8 -fi 


(2) 设 = 求爾空间 V / U - 的维数 


(1) 证明仃取 《4~ wevw % 记 /? =/^.则0是《 n ; 线性方程组 AX = 声的一个解, 
据《高等代数学习指导书(上册 U 第3窣 3. 8节的定理1得，线性方程组 AX = j 3 的解集为 

a + « ■ 






(2》 霧 • I 由于 dimWtrt —= r •因此 

dimCVyW》；dimV — dimW" = n — in — r) ^ r, 

例 6 设 V 是域 F t 的一个 h 维线性空间， N >3, t / 是 V 的一个 2 维子空间 m 

表示V中包含 U 的所有《 — 1维子空闻組成的集合，用 ft 表示商空间 V / U 的所有 n — 3维 
子空_组成的集合•令 

s 1 iii ^ i 2 i 

W f —- w/u. 

证明 W 是双射. 

证明任取岛的一个元索 W ,/ [/■则 

dlmW = dimU -hdimCW'/U) ^ 2 + ti 一 3 碎 n— 1. 

从而 w s v 的 n — 1维 f 空间 、 a w 包【八 f 是 wea . 从而是满射 
假设 a t P , w l m = w ,/ u m 分別在 w v / u , w t fu 中取一个基⑽ + u ,, 

饵 •• 库 1 十 U ， 在 {/ 中取 + 个基 y, 任取在 gu} 糸 +Lr€^l^ 』 /l 人从而 

S\ + C/= ai (iij + l/> 4- + a^-i (a^-t +U) 

=(Am + … + ) + \J m 

亍垦 A — （叫叱 4—. )€U m 因此 

ft — ta V _ H - ha ^ ja ^ a ) m k ) y v ^- k z y 2r 

从而衣 i=aitr，+ … 十 0^ 】免「 *+ 沁 X ， 

因此说产 a ， y 丄 Mm , … 

由于取 i /U^W, /U •因此 A +ue w, /U ，卜 1,2..n — 3. 

于是 

a * +d = “《涞 m i …+ h (各， + u ) 

—* — 」 ㈡ (“谇 H ■… + Cjj9U>> +!/■ :，■; 

从 W 也 —<M 汍 + ”，+ H、eih 由此推出 

• “ '^3： # * p * 1 ^ y *} ^ W ， ! ti = 1 # ,jj — 3, 

从而，又由于 iimWr ^ dimW f = n - 1, 因此 ^ W t e 雄㈣明了 $ 廉单射 c _ 

例 7 设 U , W 郝是域 F 上线性空间 r 的沪空间，证明 t (f/ + W)/ur 兰 tvt/n W 
证明 .^^az+uo/w ― ^U/U n W ’ 

(y ‘幻 +WH~* y + u n l % ；； 

其中 w 4 

• ( Xi i- ft > H- W - < /, W\ J X ,y s ^ ^ w 
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㈡ ( y\ + A ) — (7: + 表 ）G 坏， Xl *Ys C L j #f?i y d* & ^ 

㈡ (7 i —广 0 + ( 这 i 一 € 奸， 7 t »Xs ^ f / f 沒 i *(5 j 6 W 

㈡ 7\ — Xi G H. Tt^yi € ^ 

㈡ Yt 

㈡ Tv +t/ n w ^ Yi +v 

因此是 （ t ；+ w > _贺到 【// uni 的一个映射，且 ff 是 单射- 显然 & 满射 * 从而 ff 是 

双射， Jrt 餐 ' 1 

任取< y 〗+ a ) 十策 〆 y : 十& ) ^ weiu ^ w )/ if ,其中 a , neu ，灸 ， ft ew ，则 

< t[((/j f ^] ) 十 w ) -- n 7: + &) 十 u ’ > :] = r （(5 1 :) +. w 1 

=-h Xi ) + l 7 n w 

=[ Cy , 4 -LT n WO + <h +U q WO 

= < 7 i + ) + W ) + <?( + ft ) + W )( 

ff[><<h 十衣 ,> + wo ] 二 ^(( ky , ^ ka t } + W ) 

= kn+a n w 

= k ( y 、 十 1/ 门 W ):• , h • • 

; k&((Ti 賴 > + w ) 

因此保祷加法和維址乘法运算，从而 it 是一个同构映射，因此 ( LT + w 】/ w ^ ti / i ； nw , 

■ 

• 例》设 : v 是 f/ 元仃限域匕上的 It 维线性空间 . v : Fnv 2 部過 V 的 ^ 一 1 维子 
空间，且 R 式 V:, 

c 1 ) 任给 a e v \ 求 I k n u + v ,) l 

’（幻任给1^6^能杏把 G 分解成 广阶 【其中 mev t , 你 gvj ? 如果 a 可以这样分 
解.耶么把 a 这样分解的方式宵多少种？ 1 卩 :1 

解 (1) 由于 W〆 VV 因此 WrV'gV 乂由 f dim \， t =[ 1,因此 dim ( V r + V :.) = 

fiMM 

t 

dim(V\ n v 3 ) - ciimVi + SmV T - dim(V| + V 5 ) =- » - 2. 

由于 v 〗+ v ,- y a 因此对于 < i € v •存在 &1 ev , .^e 使得十 a -, 

任取 ^Vi flVi t 则 7 + ai & V ” 殄 — a 严々+ ‘一❿ 勵方 € V、 fl (ai + 

v f ). 于是口， spr ~ — 是 _ v , r [ u + v : > 的一个映肌设碱访)崎< 承） •其 
中 n & v _ n K ，蒯, + 奶二炉 + 奶•从而印 = 切 ■ 因瘁办是单射•任取芦& v 「 
CKa + V ,), 由于 J 9 f a + V ” 因此存在 neV *， 便搏 ^= a + yi . 从 
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而 ^ a £ e Vt m 因此 sev t nv * ，且 G m 口方+旬 = (參 ， m v +奶 =拜 .这证 

明了 aM 满射 b 从而 7 是双射，于是 

I ^ n (airV,} )-1 Vt n v, 1 = 1 f \m^\ 

(2 > a =ai ^ai fQi 6 Vi *at € V t 

^ O] = ff + a , , cf t 6 V , fa ± 6 V 2 

㈡ a,€V,Dim+V t y 9 

由于 V , n U + V :) 非空集 •因此 a 町以分解成 u = e] — ^ 其中％ e Vi , w e v :, 给定 V ，中 
向量 a 后， a 作这样分解的方式数目等于分解式中心的取徐数目，从 J ： 述推导过履知道， 
①的取法数目芩于 n ( «+ v \ 因此 a 作这样分解的方式数3等于 \ 

习题 8.4 I 'I • :] N ^ 

]• SV=KO] ， 其中 K 是数域，令 = . 

w = U 〗 x 十处 〆 十 ” + «#，I e /V' ,« ( € K,i = : 

\£ m：w a 的一个 f 空间；求说的一个： ft * 并 a 求商空问 v / w 的一个基和 维数。 

* 2 • 设 V" 是域 F 上 it 维线性空间 * 疗為 3 1 V\ 和 \/ 2 都是 \^ 的 || — 1 维子空间 * 思％尹 Vj • 
任给 < rev . 能否把 a 分解成—勿< 其中奶 eR ^ eVi >? 

& 设 w 是域 f 上《维线性空间 v T 的一个非平凡子空间•屮中取一 个基： 在，… T 占… 
用两种方式把它扩充成 V 的一个基； ^ M 

覆 * • … ，咨 • *OWtt I … .Cht f 
島 ，…， < L ， 爲向 ，…，尽. 

设V的基占 ！ ^ 到基戌 ，“ …、木 的过渡矩阵为 P. 求商空 fn』VVW 

的基+说， …，％ i W 到基心 K + WV* •，戽 +W 的过漉矩阵： 

七设 A 是数域 JC 上的 2 X 3 矩阵 3 

, (I — 1 2 i 乂 r 1 j 

A — 

♦ ■'(! 0 -1 ■ 

(1 } 求三元齐次线性方程组 AX ^ O 的解空间阪的—个基, 

C 2> 求商空间 KVW 的维数和-个堆、 

5 . 设 V^RO ], 令 ' 飞、 ' 

W — {(^ + 1 ) AO ) 1 A ( x ) t R[；rQh - -^ r , * 

m 证明： w 是 v 的一个子空间 , 



(2) 商空问 WVV 的 il #； 么？求 V 7 W 的一个基和维数: 


补充题八 


1. 设 V 是域 F 上尚线性空间 ， S 是 V 的往一芋集， V 中包含 s 的所有乎空间的交称 
为由 S 生成的子空间，记作 < S > •即 

< S > =(1 W . (1) 

其中叱取遍 V 中包含 S 的所有子空间 • 

CD fflE 明： S &< S >, 

(2> 用 T 表示由 S 里的任意有限多的所有线性组合组成的集合.证明 〆 S>=Ti 
J 3) 骛 S 为有限集时，说明用<1)式定义的与本章凡 2 节中由 (3) 式定义的向量组 


生成的子空间一致 ■ 

2. 设V遥域 F k 的线性空间*V 与1\是的两个子空间，证明！ 

(Vi U V ^> ^ V ,^ V 2m 

3. 由域 F t 所有 m :<«矩阵组成的集合 MwOO 是域 F 上的一个线性空间.令 

V. - \AE k I A€ C F» , (Z) 

其中氏表示 m 元为 1* 其佘元为 0 的 w 级矩阵… i £ 明： 

< 1 > v _ 是 切_ 5^(尸>的 子空间 d = l ， 2，"* 

C2) w (F) = V i (QV j ■*©V,, lt 

4. FUl ftFU ] 中有没有补空间？加果有青找出来， 

5 •设 A 是 m X n 实矩阵，用 L /喪示>\的列空词，用浓表示 AA' 的列空间，证 

^ m - 

mtU = w . 


6,设為趙域 F 匕的 w 级可逆矩阵*把/1 ftM 1 如 T 分块; 




(5) 


其中 * 和/都是小于 n 的正義敝，用 W 表示 的解兔 _•用卩表示 B ls Y =0 的_空 


间，其中 X.Y 餘别是 (rt— X UCrt — /) X 1 未知列 向量， 证明： _ 

(1) <2) dim W^dim U m ? : Hv 

7. 设 A 是域厂上的》级可逆矩阵•把 A 如 F 分块： 



• 7- t k ft — k 

(An w k 

A = • 

1 /isr 為 ti 1 1 -1 壳 

■ 、 ’ 〆 

E 明： 如果 A 3 :中每 f 元系 & a 中的余尸式都等于零•那么 f :此时， H 的秩 

B. 在信息时代，大置的慵息要及时传递，通常把待发送的消息编成由0和1组成的石 
位字符串.并[1把这种 k 位字符串#成逊 z: h 的々维向 s ^ mmf 的一个向置1訇_曲, 
…, C 山为了察觉在传斑过程中有 3B 发生整错 U 吞边添上《 -々个分_•成为 Z 的 
一个向置在二“，.〜，….〜，… . t , 这祥就给出了 Z a * 到的一个映射0 : a 
卜 ~ •疋，称5是■个_码旧的象称为一个码，通常记作 o 码 C: 里钠每一个元素称为 
—个®宇：而 tf 的陪域的每一个元素称激一个字：码字 《的前 * 个分 it 称为倩患位，后 
n - k 个分屋称为梭臁位.如果码 r 是在_的一个线性 r 空间 * 邨么称码 r Mu, 幻线性码 。 
可以如下构造线性码：令 

(q , Aa f . 

其中 A 延 Z : 上的-个 b — 矩阵，从式得 

/Crj *i?i ,…， n)' = 0， 

把（7> 式用分块矩阵的乘法写成 

iA — / } d f = 0* 

记 H=(A 一 J)， 从（8>式和 （fi) 式軒出 

if € Ha * ^ 0. (S) 

于是码 C 是元齐次线性方程组 PfXdO 的解空间（把解向董写成行向世），从而码 C: 是线 
性码， 把 Oi -幻 X« 矩阵 H 狰为码 C： 的校验矩砗，求码 C 的维数 a 

I利用第8趣中的校验矩阵 H 可以察觉收到的字 f 是不 楚鹤宇 4是码字当且仅当 
Hr —0. 当 y 不是码宇財■为了从 T 恢复成发送的码字下述概念 £ 设>押3*：%1^与尹 
付敁分 4不 H 的位1的个数邴为 a 句 〆 的 Ihmm ㈣ 距离•记作 dia ^) ,显然以等于 
向量 a —芦的非零分置的个数，把 a 的非零分* 的个歎 _为的 Hamming 重蠢，记怍 

如果收到的字7不是码字,那么我们去求 C 中每一个與宇％ y 的 Hamming 距离, 
从中找出与 y 的 Hamming 瘡离最短的码字於把 y 译成这 个码年 达种簿鹓想法称为裰 
大似然译码原理_设发送的码字为 L 收到的字为* v 令# y— 么称 r 是耱嫌麴我们有 

He ’ = Hiy^ay = Hy * — Ha f ^ y \ } (10) 

一般地，对 H/-—， 我们把 W 称为3的 S 驗子从 C1G> 式看出*差错向骨 e 与收到的字 


(6) 

(7> 

< 8 ) 






y 有相同的校验 子。 设<1凟 e / v •求《与 ; ？有相同的校验了的《分必要条件， 

10. 从第9鼴得出.差错向 Mr 厲干陪集 y + C . 其中 y 是收到的字 s 据极大似然译码 
_ .酵集7十 C 中重童最小的昀量最有可能是差错向世 t '，陪集中重量最小的向镄称为険 
集头.由于 S = y — e , 因此把/就译成码字实际译码时 * 把码 C 的所有码字徘在第 
一行 •其 余每个陪集的向着锥成一 ff . 把每一个陪集的陪集 头耷在 该行的最左边，把陪集尖 
的校验子写在该行的最右边，得到一张译码表，收到一个字^后，计算它的校验宇 H〆 . 从 
译码友的最仨边列査出该校验子•从这1、校验？-所在的行 ft 出 字）％ 从 y 所在的列找出第 

一 行里的码字，_把 y 就译成这个码字. 试问： 译码表中有多少行？【即码 C 在中有多 
少个陪集？ > 







第 9 章线性映射 


_我们在上一章研究了域 F 上线性空间的结构-线性空何是興有加法运筲和纯撤乘法 

运鉢的代数系统，很自然地需要研究域 F 上线性空间之南保持加法籾 麴蛰 碓法运算的映 

射，称这类映射为线性映射 ■ _靠线性映射羅研究线性空间结构的重要途径。同时在许多 

数学分支和实际问逦中都会 遒到线 性空间之间的_性映射 • _此我们在本章来系统地研 

究线性映射的性质、表示、运算和线性映射的整体结构*线性代数就是研究线性空间和线 
性映射的理论 g 


9 . I 线性映射及其运算 

9 . 1.1 内容精华 

线性映射的定义、例子和性质 

定义1设 V与V'是域 F t 两个线性奈间，V到V'的一个映射4如果保掩加法运算 
和纯量乘法运算 ，B|I 

4(a 十沒）= AU > + 4 (^) ^ V* (1 > 

A ( fei ) - M(aJ Va € V , k ^ F , ( 2 ) 

那么称 A 是 V 到 W 的一个线性 映射. 

线性空间 F 到商身的线性映射通常称为1/ h 的线性变換 

域 F I:线性空间V到 F 的线性映射称为V上的线性函数 
AG) 也可写成4^ 

例 i 用表示区间上所有一次可微函傲组成的集合，它对于匾 数的加 
法与数量乘法成为实数域 R 上的一个线性空间 • 用 D 表示求导数，则0是到 

❿’* 1 的一个映射据求导数与函数的加法 I 数乘的关系立即得出，0是 



9, 1 灶性映射及篇运 W 
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£I,A) 到叱—的一个线性映射 * 

供2用 CO, 幻表示[«， 幻上 所有连续函数组成的集合，它对于函数的加法与数童乘 

函数的定积分（记作是 C[u.//〕 到 R 的一个映射: 


法成为 R 上的一个线性空间 

= f /(.『 uu .据定积分的性质:即捋出 j 是 n 到 R 的 ■ t 线性映射 

例3 JL 何空间 V 在过原点的平 ffii U 上的正投影 f 

p" 1它把任一向 M « = 映成 cn =( )巧，其中 D 是从点 A 向 i 

平而 u 作垂线的垂足 ，如阁 9-1 所示‘ 显然 fv 晤V’上的一 a “r 

个变换，它是不是线性变换？过点 o 作直线 w 与卒两 LF 垂「^ '■ 
直*则 W 是V的，一个子空间，且有 / y 


于是 v ^ lt 十 w , 又由于此 v = i ;© w * 设 

e w, 

m w 都足 v 的子空 


卢 = A •承 
+ /?— (hi +碎 ） + ( a : +择 > 

十 jaeu •幻十 ^ ew , 从而 : 一 

+ 芦> = <1* + A 猶 + Py (js) • 

即朽保持加法运算。义对 P 任意■有 fef 刊_牛如1>其中因此 

Pytfejf) — koj = ^FuU). 

综上所述.V 在驴面 U 上的正投影 Pp 是V上的一 t ■线性变换 3 
例4设 A 鍅城 F 上的一个 .iXn 矩阵，令 


Mil 


_ 




iz h - / kr * ^ v • 1 ' ^ 1 

容易看出 d 是 F " 到 F _ 的一个线性映射 3 

例 S 线性空间 V 到沪的一 f 映射如果把 F 中任一向《量都_成 V '的零向置•那么 
称它是 V 到 V "的零映射_记作 (> 显然0是 V 到 V "的一个线性映射. 

例6线性空问 V上的恒等変换 U! 卩把任…向 Sa 映成 fl 身>是V 上的个线性变换 * 

记作 L ’ I 十 L 

«7给定•域 FJ ： 线性空间 V 到自身的映射如果把任一向映成 JtW , 那么称 
它是 V 上由 A 决定的数乘变换，记作 h 屬验证 Jt * V 上的一个线性变换_当 
得到 V 上的零 变换； 当 Jt = l 时，就得到 V 上的恒等变换， -. 

例8设 W 是域 F 上线 性空向 1^的一个子空_，7到商空间 V / W 的标准映射 
^ ~ - 0 + W 是一个线性映射*闽为 7 T 保持加法和纯! It 乘法运筲. 

^ 例9域 F 上线性空间 V 到沪的•个同构映射^是线性映射，并且是双射，从面是可 



: m 




逆的线性映射.度之, v 到V的一个可逆的线性狹射一定是同构映射 

由浐线 性蛱射 H 比同构映射少了 St 射这一条件•因此两构映射的性质中 V 只赛它的证 
明没有用 到黾射 和满射的条件.那么对干线性映射也成立 = 

域 F 线性空间V到V的线性映射 a 具有下列 性质： 
r 4<o>=o' 其中 c /觅 v 的零向驗， 

r *4(— a ) 一 A<«>, Va£V s 

3^ *4(^]U| 十右⑼ + … +(.n, > = 々卜 4(a】> + ) 十…+ 务> (a.); (3) 

r i 把 V 中线性相身的向證组 c ，…“! 映成 v " 中线性 ffl 关的向 W 组 A «&>,“•_ 
AiaJ AmM ^ A 有可饞把V中线性无关的向讀组映成线性相关的向 ftfih 

r >° 如果 v & ti 限维的 • li a ,^ . …，〜逄 v 的 -1 基•那么对 r v 中 庄一向 (jt 
a ^ a \ a [ + Aa 2 + … +^4, f 有 

^4(a) = aiA(ai) ~ ha 4 ( 0 + …+ a,A Caw). (4 > 

这表明 3 只要知道了 V 的一个基 …。 .… ,a_ 在 A 下涵象，那么V中住一向撖在 A T 的象 
就都确定了 • 即，《维线性空间V到线性空间V的线性映射完全 被它在 V的一个碁上的 
作用所决定 ■ 换句话说，如果对于线性映射 A 和II有 

* i = w, (5) 

那么 4= J 3 , ' 


二、线性映射的存在性，投彩 

定理丨设 V •和1〃 都钻域 F 上的线餘空两，且1/ ft 有限维的, V 中取一个基 mu 
” V "中任意取定 u 个向量^ h * 7“ 它们中珂以有相同的 >，令 

A = V— ^ V * 









m . 




S 


a ，7 


则 A 是 V 到 V "的一个线性映射 .ii 


证明 |f| 衷示 成基向 ItUm 的线性 ffl 合的方式唯一 




旧此由 <6 ) 式足义的 


对应法则 A & V 到\^的一个映射 • 容易较班4保持加法和纯撤乘法，因此 A 是V 1 到^的 
—个线性映射 ■由 (6) 式立 BP 樗 U?, … ,71, _ 

由于V到/的线性映射完全被它在V的一个基上的作用所决定*因此定理1中满足 
= 广 •.《> 的线性映射是唯一的 . 


定理2设 V是域 F 太.的.个线性 空间纟 LT_ H 是V的两个子空间.旦 

:， …， L 、 U®W 


(7) 
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任取 ctG ViS a=&i fQi £(/，#*€ W ， 令 

1 C i i Pt ： *v — ► v 


a — ^ <ti • 

WUY 是 V _L: 的一个线性变换，称 R 是 f 行 T W (EU f 的投影，它满足 


⑻ 


Py iit ) 



当位 e u 


Maie 




<9) 


满足 （9) 式的 V 上的线性变换是唯&的 * 

证明由于7=1/©识，因此 V 中任一向量 〆 表示成 U 的一个向翬与 W 的 - 个向置 
之和的方式唯 一. 从而 fti 是 V 到 V 的一个映射 • 直接计算可知 A 保持加法和纯量乘法 


运：? 1 U 因此 P t , 是 V 上的一个线性变换. 

如果 a € * 那么 a + 0 * 从而 Pi〆o > ^ a * 

如梁 n 6 W , 邺么 o = 0 + 从而 Pu ( a >^ 0 . 

' 设 v t 的线性变換 a 也满足《)式，任取 《 ev , 设命 ew •则 

A (0 = A(ai i - az ) — j 4( a ,) + ACa £ ) = at + 0 — oj = PtAah 


因此 ^4 = 巧;》 . n ^ I || I ^ II j| W i s / ! ^ J 1 義 , M-IL_ _ 吟 y H^lpH 

类似地.定文 IV (a >=& •则 IV 也是 V 上的一个线性变换.称它为平行于 t / 在 W 上购 


投 

任取 aG V ，设 a = 々 j — < j,，fli 6 [,，£ii 6 W . 则 

mi 

Pcr(cr) ^ 》 —mi 3=2 ^JPu Ca) t 

Pt?P w ^ dPiv. (a 1 )) = Pu t^ri ) = 0 * 

Fwi ^ tfl ) - - Pwia , )^0, 

(a) f^j 4 . (hf (a) ) ; t^w (atz ^ ^ a. = Pw ^ cc^» 

由此得出 r 

H ； = ^ , n = Pw, PvPw ^ PwPv ^ 0, < 10) 

定义 2 线性空间 V 上的线性变换 A 如果满足 AbA _ 那么称 A 是幂等变換， 

(10>式表明：投影 IV . 仏都是幂等变换> 

定义3线性空间7上的两个线性变换43如果满足: AB = flA ^0. 那么称 A 与 B 是 

正交的。 .厂 ； K k 

(10) 式表明 f 投影 JV 和是正 交的。 ' 

投影是非常#要的一类钱性变换 4 . 
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沿: U 窃绰忭映射 


三、线性映射的运算和线性映射的整体结构 

设V和〆都是域 F 上的线性空■，我们把V到V的所有线性映射组成的集合记作 
1101^7，¥ # )|把7上的所有线性变换_的集合记作 HomfV.y)* 我们来讨论线性映射 
可以做哪些运算？进断讨论 Hom(V，VO 以及 Hom(V%V> 的结构。 

设 V，tJ.W 瘺是域 F 上的线性空网, A € Hom ( VM),Be 线性映射作 

为映射•有映射的乘法，因此存乘积映射取^由于 郝保持 加法和纯量乘法运算，因此 
直接计算可知， BA 也保持加法和纯 M 乘法运算■从而 SA 是V到 W 的一个 线性映射* 

由 F 映射的碘法适合结合律•不通合交换律，因此线性映射的乘法適合结合律，不适合 
交换 _• 

设_46 可逆，则焱遐1到 V "的-同构映射1从丽 A _足 V "到 V的 

网构映射，于是 A -1 6 Hom(r .V) w 

设 u / IeHomci ，/) ■ [h r 陪域 r 坫线性空刖肩 此町以 定义加法和纯 y 乘法如 T : 

> d df 4 - 珍细 • ％ 

ft Wr-^ ! j ^ B la —^ Aa ¥ Bq V cr 6 {V s (11) 

f v i €1 duf ， I _ 

( kA ) a ^^ kiAa ) V o € V' <12) 

直接计箅可知， A+B，44 都痤 V 到〆 的线性映射 • 称 A+B 是 A 与 B 的和， M 是★与 A 
的纯量乘积， ， I -- 

容易验证， Hom(V， 約中 ，由 <m J12) 成定义的加法与轉量乘法满足线性空 间定义 
中的8条运算法则 * 从而 HomCV.〆) 成为域 F 上的一个线性空间4 

不难验证，线性映射的乘法对于加法有左、在分配律 4 0卩设 4.Hom(V,t；).C6 
HomOJ . Wy . I>e Hom(Af*V), 则 

C(A \ B ) =04 |- 03 , (A + B^D ^ AD + BD . 

特别地 _HomCV.VV 成为域 F 上的饑性空间 ， 而跬还有乘法运算•容羼验 

班， Honi ( V，V> 对于加法和乘法运算戒为—个有单位元的坏,述可证明线性变换的乘法与 
纯鍬乘法满 

MiAB > = ^4:4 ) 0 — A ( kB ), { |3) 

定义 4 一个非空集合^如果有加法 、乘法运算^ 以及域 F 与 W 的纯置乘法运算，并且 

;/对于加法和纯童乘法成？ j 域 F h 的 一 1线性空间，， •/ 付 F 加法和乘法成为--个有单〖4元 
的环，/的乘法与纯■乘法满足： 

是 (4) = (ka )p = a <^ iS ) . Vjfe C ( 14 ) 

那么称 Y 是域 F 上的一个代《，把线性空间 i 的维数称为代数 W 的维败 • 

从上 ffif 的讨论得出， HmtKVD 逛域 F 上的一个代数 3 

容易舂出 AUFk # 于矩阵的加法乘法与纯 ■乘法 ，成为域 F L 的一个代数， 


_ _ 狭 » 及其 _ 



在 Hom ( V . V '》中定义减法 如下： 

i4 ^ I# - ^ A 十 ( 一 B) m 
在 HrnW.Vr 中，可定义 A 的正整数指数幂『 

A * 夕 1 上 A • A ■… ， A . < IS ) 

A jjumit , ) Hl_JK 

还可以定义 4 的零 次幂： 

I. ⑽ 

当 ,4 可逆时_还可以定义 A 的负整数指数幂： 

A m m € N' U7) 

容易验 iiE : • . 

.4" ^ A m — *( A m y = C % i 7 i 6 幻 

设 /【. r ) = c * o + tii ； i : + … +<* i » Hr w t 用 A 代人，得 

/(A) = a^I + u /t + … + (19> 

显然 Hotn(V,Vl ， 称 /CAi 是 A 的一个多项式-容易脸证， JfXA>irC4) =^C4>/(A> B 

把 A 的所有多项式组成的集合记作 FDi], 容易验证 F[，i] 对亍线性变换的醎法和乘法 
都封闭•从而 F[A] 是环 HomW) 的一个子环，且 F〔A] 是交换环 *J6 FU〕 b FLA] 中所 
有数乘变换组成的集會是 FU ] 的 - 个 f 坏-片且域 F 与这个子环之间有一个双射 t : * 
■— >/t.r 保持加法与乘法运算，因此 F[A] 可以 看成是 f 的一个扩环 ■ 于是域 J 7 上一元 
项式中的不定元 jt 可以〗 H FU] 中任一元素代人 ，并 这种代人保持加法和乘法运算坤从 
而由 FO] 中的有关加法和乘法的等式可以得到 F[A] 中相应的有关加法和乘法的等式 。 
这一息_常有甩 ^ 

利用线性变換的运评•町以研究些特殊奖型的线性$换的性质，刻_一些线性变换 

之间的关系，下面举几个例子. _ 

设〔7和 W 是域 F t 线性空间 V 的两个子空间*貴 V =^ I /® W . 前面已指出: f 行于 W 
mu 上的投影 Pu 以及平行于 u^w ji 的投顫 iv 貝有下述性质： 

P^r ^ f ^ jr ， P 4- = 尹， ■ <0; ( 20 ) 

即投彩 IV 和是正交的籑等变换，观在逬二步_痛线性变换的加法运算研究投影 P t i 和 
的性旗，任取设 

Q — Qi + < T | * Cl C 'Cri & Pw f 

则 (Pv +fv b 二 巧也 + Pwa 十 A — a . 

因此 
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忾『 +P W = 厶 (213 

我们把有关投影的上述性质写成一 个命题如下： 

命题 i a i> m 是域 f 上线性空间 v f 的网个 r- 空间， a v=i/@w ， 则平行于 w 在 

u 上的投影 IV 与平行 [/ 在识上的投影是正交的幕等变换， R 它们的和等于恒等 
变换. _ 

反之.如果 4 和 B 是域 F 上线牲空间賢 上的正 交的幂等变换•且 A 那么 A 和 

3 可不可以分别看成 V 在某两个子空间上的投影？下面来探讨这个问题 

首先蔫要找出 v 的子空轉 t ； 和胪 ，便得 卜 tr @ w . 任给由于•因此 

m h = (A + 及 ) ft 二 Asi + JSb, (22) 

由 (22> 式受到启发■令•妒 = lmBa 由于 A (0>=0， B {0)=0, 因此 hn A 和 l m 月都 

非空集 • 由于 + 因此 tm A 对加法封闭 f 由于 

Im 因此对纯董乘法封闭，从而1!^是 V 的一个子空间 * 同理 lm F 是 V 的一个 
子空间 • 由（22> 式得 


V 


■ m 羼十 im 


‘ J -W 

任取托 (Im 4) PKIni • 则存在 a ^lm A ^€ lm Ji. 使拇 3^Aa 

此 "》心〜1禱 i •… •:二 _ u ‘ 


(23) 

^ 忍 A _ 二 4 , £y 




^ = M = A 1 © = A(Aa) = Aa t 


〔24) 


ft ! 于 |付此 


45 = MB 0 } = iAB Cl = 0, f 25) 

从 （24} 和 (25) 式得 T 3=( K 因此 Um 4) (1(1™ m = 从而 

V - Im 4 @ lm B . C26} 

当托 1 m A 时，从上面的讨论知道 ，卜 為 ^当托 lm E 吋,从上面的讨论知遒，对 =0 , 

据本节定理2得，其中 U=Im 4同理,丑=舄，其中 W = l m Ji . 这征明了下述 
命题： ^ 

命题 2 设 V 是域尸上的线性空问 j 和 w 是 V 上的 E 交的幕等变换.上 
则 A 是平行于 1m 霹在 l m A 上的投彩, 5^是 平行予 I TO 4 在 lm B 土 的投膨 • ^ 

命题 i 和命题2结合在一起，利用线性变换的运算刻画广投齡的特征性质 

利用 线件变 换的运算还坷以刻画几何空间 V 中关 f 过原点 0 的平面 [； 射（称为 

镜 面反射 、 j ] m I r % y^ r i L • 

任给 V . 从向量 a 的终点 A 向平面 1/ 作垂线 ■垂 足为 D ， 延长為 D 至点 fifl 使掙 
DB =£ M ， 则向量行3就是 a 在关于平面 LT 的镜面反射下的象■于是 

Miia) = 0, 





线桃晚射及说运專 
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如闱 w 所示肩娜可以分解成 + nr •其中以^ 


与平面【7垂直，把直线 CX : 记作 W ,它是 V 的一个 f 空间 
RV - L /® W , 于蕞 Sf 是 a 在投影/>«下的象，抑 0 C = 

Pi ^ ( or ). 由于 

= 5? + aS ' 

= fK + 2茄 1 

= + 2 c - of > 

—a — 2 P * (a > 

=* /(a) ^ 2 P W (a) 

- U - 2 P w ) a , 

因此 kuU ) = a - ZPw ) a . Va 6 V * 从而 


<27) 閲 ^ 

即关 T 平面 t / 的镜面反射反等 P 恒等变换 f 减去在与平面 

U 垂直的直线 OC 上的 S 影 JV 的2倍_的差 ■ 由此也可看出，投_着塞鶴的作用 
在 R[_r ], 中，给定•令 




: iJU i 


」 一■ _ 


KU ] 


f(jr) f—* 1 <28) 

由于 deg / Ca ? H - a)^deg /< x >， 因此 r u 是 BO ]* 到自身的一个映射•由尹 x 廟 jr + a 代人 
是保 持加法 和乘法运算的•因此 I ；保持加法和数量乘法 运算. 从而 I ：是只1>上上的一个 
线性变换*称它是由。决定的平移 4 n 与求导数 U 有什么关寒？根据泰勒襄开式，有 

/( x + a )= /( X ) + a / r ( x ) + 十…+ 1 二;” 产“ 

= iif ( x ) r ^ aD ( fix}y +|^(/( x )) + - + (二; dfij^y 


J +』+ 鈐货 +…+ )/ u >+ 


H 此 




( 29 ) 


(29) 式表明|平移 I ； 是求导数 II 的一个多项式 
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H .2 典型例题 


例 * 判断下面所定义的圯上的变換，_些 fe 线性 变换. 





f Xi ' 


JTi | 

| 

X « + ^] 

Cl) A 

Ps 


2jt, + — 5:i 

_ 

i (2) 4 

A 


: 龙 :l — 


^1 

J 


—，i +3J-T+EX1 

J 


r _ 


W l 

/ 


解 （i ) ,4 

K J：I 

- - 

^ 1-1 

2 1 

1 j 

一 5 



4 


一 1 3 

2 

■ J 


等号奋边的3级矩阵记作 /I .令 a = ( . ri . ^ \则 


A(a> = /In. V •• 、 wit* - i i 

据本节内容梢华中例 4 的结论或者直接计算得, A 是 r 上的一个线性变换_ 



rO 1 

fO 

1 

O ' 


fO 

(2) A 

0 

^ 0 

j f 4 

0 

1 

! 0 | 


I 

a 

1 

丨 r | 

J 

2 

i 


4 I 



因此不是 W 上的线性变换 • 

例 2 在 JT >] 中，令1； * ~~- /&十 aX ， 其中 a 是 F 中一个给定的元索 + 试问 

是不是 F |>] 上的一个线性变换？ 



解任取/ <： r ) eFDr ]_ 由于不定元 j ： 用 FU ] 中的元素 jr + cj 代 A 是保持加法和乘法 
运算的，因典保持加法和纯置法运箅_从而 I ；是 F [>： J 上的一个线性变换_ 

例3判断下面所定义的的变换，哪些是线性变换 
( I ) 设 Z 6 JVf* ( ) ， 令 A ( X ) ^ X A » V X ^ jVf. ( F) t 
C 2> 设 BX 6 M „( F ), 令 


^4(^) ^ fiXC ， V X 6 Af, (jp), 
解 （1 》任取 X | t t C F ) *裊 e F •有 


A ( x ! + X t > = tXy + X z )A XiA-^-XjA — A<Xi ) , 

A ( kX L y — ikXi)A = A ( X , A ) = k At X y ). 

因此 A MM _( F > 上的一个线性变换 a 



m 线性映射及 ji 运算 
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(2> JKi , X , e * tCF ) , k € F，m 

AiXi + Jfi) = BiX^ + X^C ： BX,C^ flSf r C ^ A(Xi) + A<X 4 ), 

4( n > = e<^¥,)c = ^/ i < x a ), 

因此 A 是 M ,( F ) 上的一个线性变换， 

例 4 设 IT 是 8* I 节琍1维(1>小题中的实线性空间，判別 IT 到 K 的下述映射是不 
是线性映射.设 ii > tl 且 a 关1•令 

Igg. sR' - ► If * v ' i = I >.* . I I v ! 

i ^ —— lofttjr * 

解任取々 

teg * f •:?>*= log . tCxiJt ；) iog^xj 4 lo^xj 
log^XAQj：：) — bg^<jri ) = k log.jr i. 

因此比仏是 K + 到 li 的一个线性映射， 

例 S 设 V 是声|>，30中所有 m 次齐次多项式组成的集合，它是域 F 上的一个线性空 
间♦给定域 F 上一个2级矩阵 A = > •定义 V 到自身的—个映射4如 

A(f iXfy )) ^{ aiijr ^ aiiy * a \ j；x + au ^), 

判断 A 是不是 V 上的一个线性变换， 

解 汗取 / Q _. jy )6 V \ 显然 /(' ./• + M _ V ，<! _> r + « 2 、 v ) 仍是 ” i 次齐次多项式.闪此 yi 
是 V 上的一个变换 ■ 由 f 不定元 IO ■分别用 F [>， y l 中的元素如 yd lt : + 如 y 代 

入是保持加法和乘法运算的,因此 A 保持加法和纯量乘法运算。从而 A 是 V 上的—个线 
性变换 „ 

*例6设尸 〆 磺是秦觳，把 F , 看成 F ， 上的线性空尚，由上的一元多项式发 U ) 

m 

=!>, 〆 i 秀导的多项式函数 K 是不是 F v 上的一个线性变换？ 

卜 . * ^ f ，7 • 「 yg j- ; -r f "3^ } ； ^ . %U ill H : 广 • i 

解由于 F , 的特征为卜因此对任意有 

(“十公” = w ’ + tA 

从而对任一正整数 r f 有 

( u + v) pr = [(«+ uj，n 英(«，+!/>,’ 广 a 

* 4 * = w ^ + * 

于&有 ，： 

■ _ jfi ", ••- 幢 

g(u H- v)= ^hiu + vy^ = 艺 w 1 ^ + !>〆 

卜办 — iMftFi i' t t i' 4_^ [ 硬 ， L ;i L jl I ^ f 

=+ jt ( 取） . i b Nr> 


* 
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表示1%的单位元，则 


Ff , = {0 . 30、…_ ] ) e } 


用 F ; 表示中所有非零元组成的集含，在 F ； 中任意取定-个元素#.用知乘中毎 
一个元* •所樽的乘积组成的集合记作仏于是 OCF ； ，对于时,着<如><如> 

( a >, 则两边乘以厂 1 得 w = 因此 

(( je ) eAjeHie ) t (^ K 3* r ) t -* t ( K ) C ^ - l>rK 

— l , 从而，分别把 D 、 F ； 中所有元素相乘得 

[( i ，) e ]【(>0( DX ( F ) t ，一 i )^] = r (2 r )**♦[(/> — 1 >ej * 

痛 Q ^)” 1 e (2 e )*** t(p — l ) <0 =，( h 

上式两逸乘以 ■"(/?— 】 1 ，得 

( je )^ m e * 

从而(>广=>./= I *2, … 1, M 然 0^ = 0* 

逨证明了对于中任一元聚 Jt , 有 •从而有运用这个绡论，对任意 

是 6 F A , 有 


U w ) ^ ^ = k ^ b , u r ^ k giu ). 

，疾 o r_ii 〕 rlL 讓 

综為所述, f 是^上的一食线性变换， 


点评例6中论 lEir ( r ) = S 6 诱导的多项式函数 g 是域 h 上的线性空间 FV (9 

= -1 -的线性变换 * 关键是两点 S 第一点，由于穿； 〆 ，因此 F _ 的特征为 />* 从而对于任靡 
〜ire FV •有(《十办 〆 = 〆 十 〆 ，r e 我#第二点，对于中任一元索 I 有 P A A * 从而有 

〆 = A，r 6 N . 这两点对于数域 it 都不成立，因此数域 K 上任意 一个次数大于1的多项式 
诱导的多项式函数都不是数域 L 上线性空间 K 上的线性变换，其中 L C If • 

例 7 设 X 为任-集合^ t - Y . 域 F i 的线性空间 F 、 到 F ( F 看成自 t 上的线性空 
间> 的下述映射 

i 4( /) = /( x 0 >, V / 6 ] r_ 

是不-线性映射? 

解任取有 

Aif+^y = C/4-^Hx^) ^ fix,) > = 4(/) 

Ai kf ) = ikf ) (jto )=^-6 = k A (/>•-. - 1 1 

因 此滅是 到 f ' 的一个线性映射彎 

*例 8 设 S ， x 是两个集合 t E HF 是域，对于代 PS 用 /| S 表示函败/在 S 上 


线性腆射及其运算 * 327 * 

的限制，即 / IS 的定义域是 S , 且对任一沒 S •有 </ lSK :) = / V >* 试问:户的一个 
映射 〃 t 介 一一 /1 S 是不是线性映射？ 

解任取■有 

0i{/ 十及 ）= ( /+ j^) I S * (jikf) = ikf) I s* 

由 f 对 任一义 d 有 

1(/+ g^ I S]( 3 f>= ( / + g)(^> = /(.^ + 片 = ( / I SXs) + (g I S)(s) 

^ [c/| s)-i-(g\ s)](s>, 

[0/)1 SJCa ;) — = k f ( s ) — k(f I S )( s }, 

因此 </+jf) \S=flS+g\S^kf}\S^HJ\S). 

从而 a(/ 十其 ） =/| S 十 gl = />• 

所以疗是/^到的一个线性映射. 

例 9 在 R 1 中取三个向蠻： 

n ^ CKaa>\r ： ^ C2*o,2>\ri = ci ， i ， a>' 

设 -1 是满足乂（ £ ,)=1(，= 1 ， 2,3) 的线性变换 * 求向 1,2〆 在 A F 的象 a 
解 a = Ei —£j + 2e 2 B 于是 

^(a)^ /4(£ s > — 4 2A{Si) ~ Yi — y% +2y 3 

- my-(2,CK2/ + 2(!“,0)' 

=(1 * E « 一 1) * _ 

例 U> 设 A 是数域 K 上的 3 级矩阵 ； 

1 ° 

A = -2 3 1 , 

0 3-1 

t ^ 

用 UMV ^ W : 分别表示; 4 元齐次线性方程组 . ， 

( A 1 -/>X - 0, ( A ^ DX = 0, ( A-/)X = Q ,. ^ I 

的解空间每 

<2) 求 （ A 。 一 的一个基础解系： 

(3) 求<八」一 = U 的上_述垛础解系中 W — 个 解向键在投影 下的象，以及 在投彫 
Pw T K 的象. ' ■ * /- r ■ ^ # 

f 1 > 证明令 /( jt ) = X 1 — 1 ^ J ?+1 • / ； Cx > = J *— 1 _ 则 /(_ r ) = (3 r ) , 且 

(/ lb ),/ iOr )) 二 1* 据 8.2 节典塑!例题的例 24 得 ， W = H ^© W* a _ ■ 

(2 ) 解 
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A a 


1 

一 3 

0 

m 


一 8 

12 

4 

V 


一 6 

■? 

6 

4 

i 



A ' - / - 


0—3 01 

8 11 4 

e v s 3 


I -o 

0 1 

o o 


1 


-—^ 


0 

0 


CA J -/) X ^ O 的一个基础解系是 


IJ = ( J -0,2) 


⑶解由 f 


(A 十 f ) _ y(A — I ) = f ， 


因此 


令 


则 

因此 

从而 


7J^ Irj = ^ ? { A 4- / >|J 7 - (/ \ — / i 


*1 


2 


(A — /)t| 


1 


(/ \ + 1) tj . 


f . A + i)ij 


+( A 1 — !} i |=0 p — 






# 


fjew ) 


2 


(A-nij-<KO f 2)\ 


1% C ij ) = if2 ^ - 5 -( A - H /) i |= (0 » 0 »0)' 


即 


IV (tj); ij ， Pw T (” ) = 0 . 

点评例 10 主要是想说明求向置 n 在投下的象的一 ft 方法 / 至^^这道题中的 
A [!| f 满足|4一幻#0，因此(為一0龙=0只有零解，从而取 3 =0、_于是 W = W *+ o _ 因此 
{ 1|) ~ 

例11在 KDr ] 中，令 

AC/<x)> — j fix) f 
证明:⑴ A 是 K [: r ] 上的一个线性变换： 


V /<^：> e K [. r ] 


<2> 一其中 W 是求导数 & 

证明 < 1 ) 任取 /( JK [ jt ]■ A.t K ,有 

Af/C-r) + g<x} xCftmy 4 - gCx>) « Jt fix) 十方故 （ jc) 



A(k / U ))= xU fijr)) = k x / Car ) ^ k A(f(x)), 

丙此 A 是 K [ z ] 上的一个线性变换 ■ 

( E ) 任取/化>£/<1>]，有 

(DA — A Dy { f ( s > y = l > AC /( i )> - A IK / U ) 二 i >( jr /(. r >) — A (/<. r >> 

= f{jT ) + JT f f ( x) — X / f (.x} — fijt 、， 

因此 D D=i* ■ 

例 12 设 V 适域 F 上的 m 维线性空间 . a ：： * …， i 娃 V 的一个搞是 V 上的--个 
线性变换•证明 M 坷逆当且仅当 At . A ^ .… " Vi , 是 V 的一个基. 

证明必賣性设 <4可逆 Hi S V 到身的- 1、同构映射. f 是从 a ^是 
V 的一个塞吋得出， Ar , , At * ,的一个基. 

充分性设如1，如:■.….知，是 V 的一个基，令 

_ - 

^ aAat . 

f 1 「 “ 籌肩 (― 1 iii R i• ffip 1 I 1 NirCjI ^ I |T 

则 5 提 v 到岛身的一个同构映射 （据心 3 IV 定观 i 的证明）•山 F = 1,2,-- 

m 且奶 吻，…略的一个基•因此 a = A , 从而 A 是 V 到自身的一个同构映射■于是 A 
可逆. t _ 

点评 m n 的充分性的 ffi 明也可以直接去证 A 是单射.且 A 适满射：设 o =念 ㈣ ， 

m 二_; ■ 

P 抟如却，则 U 2 由于 Ai I * Ai :. …造\’的一个 ffi ，因此 

1*^1. !• 1 #_i 

a t = bi *i — 1，2， ._.*_«• 从而 e* =声•因此 A 培单射•任取 y € V•由于 Au，Au f …， ▲!* 是V的 
-个接 ，因此 

_ • 

Y ^ y]c t Aai = -4( j , 

I ^ 1 * ， J 

从而 A 是满射，所以 ,4 是双射 。 于是 A 可逆， 

例 J 3 设 A 是域 F 上线性空间 V 上的一个线性变換证明肩〗果 A " 

(N • ) + 那么 * …， 1 a 线性无关 *, - ( 

证明设 + t Ai + … 1 £1 = 0: ， (30) 

考虑 (30> 式两边的向撖在 A " 1 下的象*由于 A 、= 0 f 因此郵时 t ^ fA ^=0 # 从而 

0, (31) 

由于 A _ 因此从 （31) 式得 4 g =0« 于是从 （30) 式得 

14 a + …十是严. 1 a = 0, ' ; t . 1' (32) 

考虑 (32) 式两边的向量在下的象•类似地可得出=1依次 卞去* 野证得4 = 0, 
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…，因此… . A 胃 i 线性无关， _ 

点评例13的结论是很有用的， 

例〖 4 &： A.B 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换： 证明 ：如!果 4 B — 那么 

4 J B - BA * , k>h C 33> 


证朗对 A 作数学归纳法 ,A = 1 时， 

左边 =40 —SA • 右边= J , 

由已知条件得，当4 =】时命题成立 6 

假设* _1 时命题成立，来看 * 的情形 

.4^ — ft 4* ^ A*B — 1 E 4 4-广 1 技4 一 HA 1 

= A k 1 (AB - ai) 4 iA k B - BA^ l )A 
=AHjT + a — IU^ 9 A - kA^\ 

由数学归纳法原理•对一切正整数 Jb 命 ffi 成立 • 

例 IS 设1/是城 F 上的线性空间 ， ehar F ^ 2 n 设 A 、 U 是 V 上的幂等变换， ffi 明: 
<D A 十 0是幂等变换当且仅当4纛二 B 4=©/ 

( 2 ) jtll 果那么 A : B - AB 也是耶等变换 h 
证明（1>充分性设 = « •由于,4-^/1，1¥ ! = 1因此 


(A + = (A 十 H)(A + H) = A 4-.4JB + 十 I? = 4 ■[ B, 

于是 B 是幂等变换 ， 

必要性设4+0 S * 等变换：由子/二,4,月、1因此 

A 十 I * = t A + 好>粟 = A ■ + 十 R 4 + JJ 4 + .4 B : BL 4 f H 

由此得出 AB^-BA =0, ( # } 

( # >式两边左乘 A 得 dl ? I AB/I = { I , 

( O 式两边右乘>1得 .484 + 8.4 = 0, 

把上两式相加，且利用 （ 《 试得， 2 AflA =0_ 由于 char F #2, S 此从而结合（會) 
式和是幂等变换得 

AB 0 * H4 = 0, 

<2)设则 

tA^ B — j\B = 4 : + B 1 4- A*B 2 毒 2 漏 一 24* 於 _ 2BAB 


A + fl + AB 十 2 AB — 2 AB - 2 AB 
A f H - AB . 


因此 Arii — tii 也垲幂等殳换 
点评 


■I 


例3 5的第 （ 1 ) 小題告诉我们:设域 F 的特征不等于2,如果4 • B 是 V 上的正交 




的幂等变换.那么 A + B 也是幂等变換〖如果4 ||Ji V 上的幂等变换 * 那么 A 与 B 
是正交的， 

例16设 V 是域 F 上的錢性空_， V ’，… • K 都是 v 的子空间 . a v = v , ㊉I 3 
Pi 表示平行于^ V , 在 V ,占的辑影(即，與 fl =，七_ +…•其中％ e v \ • 

的 ev” 一 ， CT _e ciiw =a.y B mmtP^ p 是阚两正交的赛等变換•且 

P \ 4 Pj + -** + ^ = i 

证明任取 

a ;如 + a ! 十… + o ,* ai €: £■ 0 V f 

则 P ^( c ) — a t m 由于 < f f = M &+_. •十 0+，.+0 十 •••+<)， 因此 P _ («_)=•_ * 

是補等变换 on …, 当时 .p/,u)=iv(i»,>=cu 链此 p,p. 
= 0 ^ 同理 p ， p,. 即 f' * ， … _p 两两正交 * 由于 

(P: + P: + … + p.) = p U ) 十 p: 十 “* + P. C 0 ) 

oj +a* + … 卡办； a ， 

因此 P „+ P ： + -- + F r = l . _ 

m 17 设 V 是域 F 上的线性空间， A , . A , , … . A , 是 V 上的两两正交的幂等变换•且 
*4| + A ： 4■…+ .4 , = f ■ 证明》 

V = JmAi © ImA : @ …@ ImA , » 

JL 成是平行于 SIm A 在 hn 成上的投影」= …“. 

证明 任取 tr 6 V . 由 F 4 + A : +…+ A t — f . 因此 

a= Itct) ~ CAi + As H - … + A,yia) 

— A|_.a 4~ + … H~ Ai«r. 

由此推出， A 〗+ lm /4: + — 1~ im A, e ' • 

任取 j3 e ( ^JmA i n Um/U 由 f € lm ,\ ，因此存在 y e V 使得 〆 = A,iy).. jih f 

— ' <• '. tfi .r 1 - • r :! 

卢 6 S !t ^^ 因此 j 其中 A 6 1mA, Cj ^ 1 ) 从而存在鳥 6 W 使得 

j#i 

ft = >(j ^ O * 由亍 A ? = _4_ ■因此 

ff = A f i0 = A ： iy) = 4, (A. ( 7 )) = 4, Cj9), 

由 f A ,. A 7 = A , A . = tt *)^ r ， H & 

♦Mp = A_(2>,) = A.( 式 ）） 二 - 0. 1 
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从因此 （D hnA r ) n ^ ) = O.i — 1*2 




综 1： 所述得 


V — Tm A x ® Im A ； © © Im A ^ 


me 表示平行于 E im 4, 在 Im 4, I 的投影，则 


P 邓 ) = 


\P 

0 


当芦 e 

当沒 e VimA,. 


M /?6 InU, 时，从上面的讨论知道，: M 妒襄〆 


㈣ 


当芦 e 乏] ImA , 时 * 从上面的讨论知道 _成 (於； o . 

^ p . :. 人。一 | . 1 - f | rj . 9 ^ ： iw 

据本节定理2得 . A , = P J = 1,2,…， ■ 

例18 设 .4 是域 F 上 M 维线性空间 V 上的线性变换_逝明 T > 述种个命题等价： 

U > A 是可逆变换； 

< 2 > 如果V 能分解成它的子空间的直和，那么 V =雇(兄 > ㊉ W 2 ).. 

证明 UX 2) 设 A 是可逆变換，掘 A 是 V 到自身的同构映射，从而 vKKKAOQ 都 
是 V 的子空间„任取《 e V ,由于 V = K ㊉ W 因此有 

A ^ — ft 占 I t V t * ft ^ 

于是有 a ^ A (3 i >-\- a ( a }, / i ( 氣） Gao %)、 Aia ^) eA ( v , y ； 

因此 V = AC V t ) C # 


任取 ^ Atv ,) r \ A ( v , y n 子是存在 nev , 9 nev s ^mn 


§ = ^C7|J^r= A<y t ), 

T 是 4 ] (/?) = h ti 4〗（ 月>二）^从而 h = 由 T . %0匕 士0•闲此 从而 

^= A (0) =0 = 于是 ^ CV ,) f \ A ( V t )= Q m 

综: h 所述 *V_ = j 4(!/j；) ㊣ K Vj 》 ， / - _ 7 

<2)oU > 由于』是 V 上的 _ 变换 T av t 和％是V的子空间，因此容易看出豸 (Vd 
和 A(V*) 也是V 的子空间*设 V=V ,© V : 且 V^ttVJS^V 丄 

KV) 中任取一个 向童洳 •由于 VtV!®%, 闲此 ecu +如， 叫杳V"奶€朽， 

从 ifll Aa ^ Aa ^ , Ao, ^ A(V >,/W 2 eACV ; )* f 是 AiV )' A ( V , >+4(V.)* 

由于 \^4(1>©為<\^),因此 A (兄: rf!A<V%>=o ft 从而 

4(V) = WjgMCVtX 
于是 A<V)= pV 4 这表明 A 是 V 到 V 的满射， 

由〒V是有限维的，因此据 8.3 许典型例题的浏 w 得也是笮射‘从而隽 是双 时， 




1. 设 V 是域 F 匕_线性空间,给定《€尸4运1令 4<cs) 二 cia+a. Vaev. 

试间: A 是不是 V 上的线性变换？ 

2. 把复数域 C 分别 If 作实数域 R 和复歎域 C 上的线性祭令 AU ) ^ z , Vz € C m 

试问：,4遨不是 C 上的线性变换？ 

3. 判断 KiS 所定义的 f 上的嗖换，哪些短线性变换* % 

Xi '-it — F 2^T| *~Xi 

( l ) A — Xj = x a + Jt a J (2^ A — Xi = j：z + xj 

怎】 m 3x! — ji +!* 

4. 把看成 F r 上的线性空间，令 

fix ) = x* v * V x E F；* , 

判哳 / 是不是 F r 上的线性变换？ 

5. 实敗域 h 的线性空 W 0> A | 到自身的一 个映射 A * /( x ) 1~- /( r ) ck 是不是 

. A 

cu,&] 上的一个线性变换？ 

6. 在 W 中取三个 向量： 

y _ = (J . ， 一 3，2 V ， y: = ( — 2 * I . ’I ) 、 Yj — C £ i * 一 5.8 、， 

设 A 迸满足 AUJ = y_(|t K 2,3> 的线性 变换. 求向懂 _=-( 一 2, S *6> 在 A 下的象 ■ 

1 . 设 A 是数域 K 上的 3 级矩阵： 

1 一 1 — 1 
0 3 Q * 

2 1 - 2 \ 

4 L i 

用 W,W ( *W 2 分别表示3元齐次线性方程组 

( A J — f)X = 0* (A + /)X — 0, {A — 1 >X ^ Q 

的解空间，求 Cf 一 J )X= 0 的一个基础解系,，以及该基础解系中每一个解向黴分别在投彫 

Pk ' 下的象 》 

8 . 在几何空间V中，取右手迕角坐标系 Uryt [|j 表示绕 I 轴按右手螺旋方向旋转 

9 CT 的变换，用0表乐绕: y 轴右旋的变换，用 C 表示绕 z 轴朽旋 JCT 的变换，证明 h 

A 1 = i.AB ^ m . A - B 1 = B £ A Z , 
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_ 且棰验驀否成立。 

扎设 hr 是几 何空间 V 的两个向驀，用6表示在过原点 O 且方向为3的直线上的正 
投影, p , 的定义类似 3 证明3与 y 互相垂直的充分必要条件为 
] a 求域 F 上的代数似„(厂>的维数. 

U - 设 V 是域 F 上的线性空间，辠 ， a 5 •…，七都是 v 上的幂等变换，证明，如東 A ,, 
4 .… . A 两两正交■那么它们的和 A :+ A : 十…+成也是郴等变换 ■ 

9.2 线性映射的核与象 


9.2.1 内容精毕 


设 A 是域 F 上线性空间 V _铲的 一 个线性映射，為的象和 V '的零向最在映射 A 下 

的原象集（称为4 的核) 在研究线性映射的性质，以及研究线性空间的结构中起着重要 
作用， 

定义 I 设 A ® 域 F 上的线性空间 V 到铲的一个线性映射 •¥' 的零向世在 A 下的原 
象集称为， t 的核•记作 Ker A , 0[1 - 

a 

5 厲議 蘭 两 am m i 备， ■ . •.- 

Ker *4 = \a ^ V \ M 0| 5 (]) 

』的象（也叫做 4 的 值域) 记作 Im A 或 4 V \ 

命题 1 设. 4 是域 F 上线性空间 V 到 V ， 的一个钱性映射.則 Ke A 是 V 的一个子空 
间 .Im A 逛 V 的一个子空间， 

证明 由于因此06 K er 任取这 

A (& ■身 = ile ■ h A 0 = 0 + 0 — 0. 

-4 (l ― kAa '^ kO = 0 ; 

因此 Ker A , 从而 Ker / l 是 V 的一个子空间 _ 

显然 tu A 是 V " 的一个非空 P 集，任取4« -Afieim A , k ^ F，W 

,4 a = Ala + 0 ) Im A , 

k ( Aa ) ^ ^ Im 4, - 

因此 Im A 是\*^的一个子空间. _ 

利 nm 性映射的核和象可以简婕地判断 a 避不是单射.是 f 是满射 




9,1 线件映射的核与镢 
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命题2设 A 廢域 F 上线懊空间 V 到 V "的一个线性映射 
Ci ) A 是单射当且仅当 KmA-Oi 
fit ) A 是嫌射当且仅当 Im A = V \ 

证明（〖）必要性设 t 是单射取 Ker A •则 

AD ^ 0 — A(0). 

由此推出因此 Ker 4 = 0* 

充分性设 Kt?r A=0, 设別，初 €V ， 1 加 r =4in •则 


则 


0 


Aa > - ^ I ^ A t a s — … . 


从而 a ; — o: * Ki-r A B 由 I: Krr A = 0, [吋此 A £2: 二 即 — a 这表叫 .1 迠嗔 Sf - 
(it ) 由满射的定义立即得到， 

线性映射的核 U 象之间有什么联系？ T 面前两个定理回答了逸个何題， 

定理 1 设 4 娃域 F j : 线性空间 r 到的-■个线性映射.则 


■ 


V / Kx-r 4兰 ： lm 九 


m 


IE 明令 


a : V Ker A - ► Ini A 

+ Ker A ^ - ^ Aa ■ 


由子 




An - f - 


a 十 Ker A — Ker.4 

a —㈡ A(a — 身）— 0 ㈡ An — Ap 

因此是映射，見是筚射 2 g 然 a 翁满射，因雌 4 fiSft #， 

d[(^ 4 Ker A > -M 卢 ‘- Ker + 4) ]= +〆 ） 十 Ker A ] — ACa ~t ^)= 

=+ Ker A) Ker A ) 

dt[Ho+ Ker .4)] — +Kcr A 」 =1 {Aa) = k Aa 

— 羊 Ker -4)'. 

因此 a 是同构映射，从 m V7Ker 4 ^lm A _ 

定理 2 设 V ftlV" 郎是域 F t 的线性空间 . 且 V 是有限维的 , ，设 .4 避 V 到 f 的卜 
线性映射，则 Ker 4 和 〗 m .4 都是有限维的 .M 

dimCKer A) 4 dimClm A) ^ dtrrif\0/i C3) 

证明 _ 于 V 有限维，因此 K er A 和 V / K ^ tA 也是有限维*从定理！得到 Im A 也是 


有限维 • !1 


dim( WKcr A) — dlm(ltii A>, 


于龜 dim( V > — ditJiC K^r A > = ditiiCIni A) •由 此得到 13) 式 
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当 V 是有限维时 + V 到 W 的线性映 IM 的核的維数也称为>1的零度 M 的象 hu 4的 
维数称为 d 的秩，记作 rank ( A) m 

定理2中的维数公式<3)是非#有用的-个结果,它刻画 T 线性映射 A 的箱 f 与象的维 

数与定义域的维数之间的关系，下面进一步讨论 A 的核的一个基与 A 的象的…个碁之间 
的联系^ 

设 A 足V到V的线性映射， cUm V = h ，在 Ker 為中取-个基 a * ♦把它扩 充 M V 
的一 个基： 

etj ， ， a„_iy * o _* (4) 

由第 8 敢 8 L 4 节親 1 的证明过程 知道. 

+■ Ker .4 ，…， 〜 + Ker A . (5) 

fi VO Ker 4 的一个基，再由本节定埋 l 得， 

如神 "“-.Ai 胃 (6) 

晕 Im A 的 个基。 于是 

Im 4 ^ < Aa mH t - * *Aa n >. ⑺ 

如果 V 和 V 都是有限维風维数相等， _ 么利用定理 jg 中的维数公式可进一步研究线 
性映射的性质； ‘ 

定理3设 V 和 V "都娃域 F 上" 维线性空间 * J 1 A 是 V 到 V的一个线性映射，则4 
是单射当旦仅当4是满射 。 

证明 A 是单射 <=5 Ker 4^=0 

㈡ dimdni A )— dimC V ) - dimfV ^} 

㈡ Ini 

㈡ 4 遒满射. _ 

推论 1 设， 1 是域 F 上有限维线性空间 v tr - 的一个线牲变换•则 A 是单射当 a 仅当 A 
是满射,. m 

I 我们知遒，有限集合到自身的映射<1是单射当且仅当^是满射―现在有限维线性空间 
F 上的线性变换也具有这条性质 . , p 

8 * 3 节的例 17 就是现在的定理 3. 例 n 雄证明较长，而定理 3 的证明却裉简短 3 由 
此体会到线性映射的核和象的维数公式 ft 研究线性映射的性质吋的 威力， 

利用定理 2 中线性映射的维数公式还可以对域尸上相元齐次线性方程镇 的解 
空间 W 的维数公式给出另一种 证法： 

设 A 是域 F h X ” 矩阵，它的列向 t 组是… 心，…,％ t 令 

4 ip — r * F * _ 



_ _ _ _ _ _ __ • 337 * 

a **- — Aft » ( 8 ) 

则 A 赴 F " 到 F •的 一个线性映射 ■> 设 a ^( a ； — , a . ) # t P * 

Ker il ; {o € i 7 * I = I a £ F I ^ = 0) = W ， （ S ) 

Im .4= vlo I a € F W J = f Aa I o 6 ^ ^ 

=(ajas + j 免十 … + “ 说 ， I € K ， f* 二 i ， 2*.**，ril 


这表明 Ktr A 育 I AX = i} 的解空间 . 〖m >1 等于矩阵的列空间 * 据定理 2 得 

麵 (K 致 A) 十 dim(lin .4) = dlmCP) , 

即 dim(W> f raiikCA) = «. 

从而 矜一 rankCA). (11 > 

注意 f 对 f Ifi 限维线性空間 V 上的线性变换 /4, 虽然 Ker A 与 Im A 的维数之和等于 
dim V% 但是 Ker A + lm A 不一定等于 V* 例如，在数域 K 上的线性空间上中. 求导数 
&的象 Irn 】，0 的核 Ker 0 — K ，显然 ，+ K 尹 K [ 方 ]^ t 

若有限维线性空间 V 上的线性变換 A _ 足: Kcr Afltm ji V-Ker A©Im A, 

理 由如下 ：由于 Ker A ft tin A = (K 因此 Ker A 十! m 4 是直和 B 从而 

dimCKer A © Im A> = dim{Ker A> + dirnCTm .4) — dim V. 

由丁 - Ker A©Im A 是 V 的子空间 _ 胰此 

V = Ker A Im A. 

可以利用线性空间 V 上拥署等变换来研究线性空间 V 的结构 • 即有下面的命題： 

命賺 3 微 A 是域 F 上线性空间 V 上的钱性变换，如果 A 是 V j : 的幂等变换，那么 

V r ~ Im A © Ker A <, (12) 

并且 d 是乎行于 Ke T A 在 Im ,4 _t 的投膨 
证明任取 fl eV •则 4 a£lm V B 由 T 

A(a ^la) = Aa ^ A : a — Aq ^ Aa ™ 0, 

因此 ci 一 Ai€ Ker A , ffl T* a=Aa + (a — 如 ） *困此 

V - Im A + Ker A, 

任取月 61m AflKcr A. 山于 /?€ Im .4,_ 此存在 *4v • 涵撙弟办 _ 由于 Ker A , 因 
麻 A 0 = 0 # 从而 

0 = = A ( Aj ) = A 1 y = ^ 

乎是 Jm Aft Ker A=0 a 

综上所述, V=Im A ® K^r A, 

记 tr=lm A，W = Ker 4, 由宁对任意.有0己如 + («二上>， _ 此 f\rQ> = Ai» 从 
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而/^ ■ A . s > 囑 

w 已指出，投影避幂等变换，命廳 3 表明：褓等变换是投彩， 由此体 会截学最一个 
统一的整体， , 

推论 2 设 v = 用斤表示平行 i W 在 t / 上的投影.则 

U ^ Im P t . , W = Ker F ^, 

证明任取由于因此 

a = a t + ^ * tt 、6 U ， a ： t 

由于 PyU )=«, ，因此 P , U ) et /， 于是 Iml ^ GU , 

住取 yeU ， 有 IV < y ) =7 •即 ye ImP t ，闲此 L / QIml ^ 从而 U ^ tmP l m 

fTr 取托 W ，有 A (^ = 0 ,因此托 Ker / V 从而 W [ K(.r P [ 任取和 Ker J ， •存 


fi = |^i + 決 


m&M 


A e % 


则 Py ( p -^1 •于是戽 =0, 从而因此 K^r ftrd 从而懈 = JC 打 

推论 2 班儿 W 空同 V 中的情形是直观上很明显的•如街 
9~3所示 a 

推论 3设 V 是域 F 上的线性空间 、则 V 的任-子空间 
V 是平行 FC ； 的一 t 补空间在 U 上的投影广的象,， 

证明据 S. 4 W 命题丨 .U ft: V中存补空间，取丨丨的一 
个补空间则 V = U © W . 据推论2得 

t / 午 lm / V ， 

其中 IV 是平行于妒在 U 上的投影. 

推论 4 设 V 是域 F 上的线性空间.则 V 的任一子空间 
’是甲行于呢在阶的一个补空间1：的投影的桉， 


U # 
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证明取 VV 的一个补空间 L ■则 V ^ u ® w \ 据推论2得， W . 二 Ker 匕，其中 P t M f 
杼于I在 U 上的投 ■ 

推论 3 和推论 4 表明 i 线性空间V的 fr 子空 间既町 看成某个投影下的象，又可看成某 
个投影下的核_由此看到，投影在研究线性聱间的结构中起宥單要怍用… 

设隽是域 F 上线性空间V到 W 的一个线性映射，既然 to 4 是〆“一 个子:空间•自然 
有商空间 yVlm A， 把它称为 A 的余核，记作 Coker A, 宜观上可以看出 ，l m A 越大 f 含的元 

素越多 >tWlm A 就 II 小，当 Im A 等于 VHd A 就只含 一个等元素了手是有下述 

结论， :- '： ' 1 / v 

命题4 ® A 是域 F 上线性空间V到V，的一个线性映射，则為是满射当且仅当 






9.2 线性映射的攘与象 
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Coker 

证明 A 是满射 ㈢ tmA 二 A — th 最后一歩的充分性是由于 VT'/lin A = 
闽此对任意碑 V '有 /H im 4-0 +Ini 4 ,由此得出 Inwl . 从而 1 m ,1 ■ 
《离 等代数学对 掩导书 (上册 H 第3 + i 节命题1和第 4. 1节关于线性方程组的矩阵 A 
示结合在一起(并且把数域 K 推广成任一域 F ) 可獨出，设 A 是域 F 上的 sX « 矩捭 ，它的 
列向量组为 ， G i • …， cn _则对元线锥方程组 AX ^ 0 有解的充分必要条件是芦€ <ai , or , 
…吻 >. 令 AWt / b . VaeP •则 A 是 F " 到:尸的一个线性 映射. 我们在前面 B 抱出_ 
Im A 等于矩阵 A 的列空间 <印_时 ，•〜 因此芦有解当旦仅当乒 e imA , 这表明 
Im A 越就有更多的以 A 为系效矩_的线性方程 繼有解 . 换句话说 .Coker A 越小-就 
有更多的以/ I 为系数矩阵的线性方樺组有解,我们在 t 高等代数学习指导书 U : 册）》第 
4 * 7 节已经指出 s ImA 的维数越大,就有更多的以為为系数矩阵的线性方程组有解，现在 
用 A 的余核的谞言再次指 出了谊 一事实， 

9.2,2 典型例题 

例1 tJt A 逛域 F 上线性空间V到矿的一个线性映射，诹是V 的 个子空闽 .今 

4 W — ^ W > 5 

证明 :U> AW 是 V' 的一个子空间； ^ 

tzy 若 v 是有限维的，_ 

dimOlW) +dim(<K 打 A ) 门 iV> = dtm( W). (13) 

证明由于0€识，丙此七0)€4识对沪任意心存 ew _ i € F .# 

,4 a ^- A ^^ A ( a - h ^) e AW.kAa = A ( ka ) € 

因此 AW 是 V ' 的〜个子空间 • - v ‘ * • * 

( 2 > 考虑 4 ft r - 空间 U 上的限制 Ml 它姑 W 到 4 识 的一个线性映射“山下 

c 6 K^r<4 | W> ^ (A f W)a = 0^ ' :, 

Vi 夸、 ㈡ Aa ^iOiSL a ^ W J a\ F|/lr4 

㈡ a €： (Ker A ) 门 W ， -i ■ ^ ^ f 

因此 KeT ( A \ W)^(Knr A > DW 3 
又显然有撕.因此 

dimWUO + dim((Ker 4) f] W> = dim W, ■ 

例 2 设 hi ;, 硏都是域 f i ： 的线性空间，并 a v 是有限维的 B 设 AeHDmcv . tn ,: 

B6Hom(U,UO. 細 : 




* 
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dimt Ker BA) ^ dirn< Ker A) + dim【Ker (14) 

证明 BA € Hom { V r W > ABAW =^ BiAV > = lm ( H \ AV ) . K ^ r ( B \ AV ) C ： Ker B 据线 

性映射的核与象的维数公式得 

diuiCKerfi4)= dim V - cBm( (114 >V) 

=dim V 一 !| AlO) 

二 dim V — [dira(j4V> — dim( Ker<H I AV })] 

=dim V — dirtiMV) + dim(Ker(S | .4V)) 

< ditn(Ker .4) + dim (Ker B), _ 

例 3 设•取都是域 J 7 上的线性空间，并且 dim V = n,dim W = w *_ ft At Hoiu 

( V . U).Be Hom ( U , W ), 证 明： 


证明 


r 如 k(S 4 ) 会 raiikfA) -f- rank(B) — m. 


(15) 


rank(E4 ) = dimClmCH^ )) 

— dim V — dtm( Ker( B4 ) > 1 

> « — [dim( Ker _4 1 十 dim(Ker fi>] 

j w - dimf Ker A} ni - dim( Ker B} ^ m 
^ ditn(lriii A) 十 dim(3to m 

=rank(A) + rant(B) — m. 麵 

点评据 9. 3 哲关于线性映射的矩阵表示可知，例3实际上是 t 高等代数学习指导书 
(上影》第 4. :■! 节例2的 Sylvester 不等武 .• 在那里讲 f 彐种证 _ p 现在利用线性映射的 

核与象的维数公式给出了第偶种证法，这一证法既直麟又简洁。 Sylvester 不等式是由 
Sylvester 在1884年首先证明的 ■ 」 . 

例 4 设 V . LMM 部是域 F 上的线性空间■并且 V .*/裰是有罹雄的，设 Horn 
( V ^ U ) , B 6 Hom(U * W > Hornt W * M > 证明 ^ 

r^nkiCBA} ^ ratikCOI) + rankf H4 ) — nuiktah {}$) 

EL 1 ， 因此 （ iUn’Gflftr ， 从而 KtT(C|lUI>UF>QKer<rlM />: 于是有 

rank(CBA)^ dimf (CBA )V) 

二 1 (BA )l/>] 

^ dim(fBA W > — dinx £ Ker(C I BA > V )] 

> rankC 月 AJ — ctim[Ker(C | JSU)] 

= rank (似） 一 乃一槪 (C(BL7) )] 



线性映射的核与象 




: if I 




^ raokCBA) - rsiriktm 十 riinkCCI#) P _ 

点评例4劣际上就是，《高等代数学习指导朽 t { :册）题15的第3 题答 

案与提示 " 中给出了该题的两种证法 B 观在刺用线性映射的核与象的维数公式给出了第三 
种证法.这一证法较前两种证法简捷 * 这个不等式称为 Frobenius 不等式•它是由 
Frobenius 在〗961年首先证明的 • i v r ”… 

例 S 设都是域 F 上线性空间 V 上的稱等变换，证明： 

(1) A 与有相同的象当 a 仅 = 

< 2 ) A 与 B 有相同的核当旦仅当 = 

证明 a) 由 r a . b 都 mi， 上的 it 等变換， w 此据本 v / 命麵3 w , a 遥平行 r K - t 焱 
在 lm A 上的投影 •!？ 是平行于 Ker B 迮 im B 上的投影. 

必要性 ® ImA - lmB . 任取 V ，有 B a 6 ImB . 由 &知条 件褥 ，& C h » 、据投影 
的性质 （9, I 节的定埋 2) 掙， 

A ( B a ) = Ba . 

由此得出 = 由尸 A 与6的地位对称•因此也有 = 

充分性 设仙二 BtBA = A 任取 yf hit 4,由投嫩的性质得 ， Ay = y * 由巳知条件得， 

( BA ) y = Ar ^ y , 从而~ T Im 因此 I 仿 ASIm 見同理可证 ，ImBS 

Im .4* 于是 = 

( 2 ) 必要性设 Kt.r ,4= Ker fT : 取 <ry t 由 :p V=lm 4 ®Ker 4 * H 此有 

a *= &\ 4- crj * 0 \ ^ Irn A ,<^ ^ Ker 尤 

于是 G — i»i €Ker A ， 由 &知条 件得， •一 a t €Ker B , 宁矣及(<1“心 > =0 •铘如 = 

于 A 是平行于 Ker A 在 htw 4 上的投影.因此 Ah ^ ai . 从爾 • 

(BA )& — If ( 4 a ) ^ = Ba . 

由此得出 _ B 4 = B ,, 由于 A 与 B 的地位对称，因此也有 48 = A , 

充分性 ift AB = 4 ^1#,任取無 K # r ，4,则 4 冴念0,从而 BA 遂 = 0 fr ill J H i = H . 

H 此 B S = 0 b 从而托 Ker S ，于是 Ker Ker B , 同理可证 Ker B^Ket A m 因此 Ker A = 
Ker B , f ■ 

点评例 S 中由于 « (幂等 变换看成投影，因此证明过程显得简裙，清晰 • 由此体会到： 

在研究代数问题时有意识地运用几何的繼言 {它有 几何空间作为直观背景>.将使患路比较 
淸邱 L 」 k 

例 6 设 V ■和\"都是域 F 上的线性空间 M 是 V 到 V '的鴻性映鍵 • 证明: 存在直 
和分解 I 

V " = Ker A ® W t V ' = f \ ? f 


(17) 
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使得 

证明由 f Km A 是 V 的 一 个子空间 *1111 A 愚/的-个子空间•因此据83 1_/命觐 I 
得 

V ^ Ker A ㊉ W ， V" ^ lm A ® N t < I8) 

据 S , 4 节典型例题的例 1 得 

W ^ V/Ker A r ( IB ) 

据本节定理1得 

VVKer A ^ 1 m A . (20) 

由于线性空师的同构有传递性，因此从<19> 和 <20》式得 ，W 兰 Im A, 在 （m 式中取 
A 即得所嬰证的结论_ 
点评由于我们在 8.4 节的命題1中证明了域 F 上线性空间V(可以是无限维的)的 
住一 子空间_有补空间，因此例5中不要求V 和是有限维的 • 此外 * 在例6的旺明中. 
本节定理]和& 4节的例1起了重要作用 & 由此体会到，尽董多掌提一些重要结论 .在解 
决问題时可以姑樽更高一些，符得更清楚一些，从而解决问埋更简便 a 

例 7 设 V 是域 f 上的一个线性空间 whar 证明：如果為•如*木是 V 上两 

两不等的线性变换*那么 V 中至少冇个向 tta * 使得 A , o,A 两两不等。 

证明 两两不等 

㈡ f*4 t — } a ^0 f CAi — A, 尹 0 •… t(A, i 一 


㈡ h^ ： Kqt(A, —A, ) ， a® Ker(.4, ~AJ Ker (A, i 一 /I,), 
由于义 ， A a 两两不等 ，闲此 

▲t 一 A* 尹 0 為 — 9^ 0〆“ ^ A t 0. 


从而 


Kertyli — As ) ^ V * lv«rC4 t 一 A») # V f *** - KcrtA^i — A,) ^ V„ 

山于域 F 的特征为 0, 因此摒 S , 2 节典型例题的例 16 得， 

Kt?r(A t — A 2 ) U. KertAt 一七） U … U KerCA^j — A ( ) ^ V . 

于是存在 a & V , 使得 

a€ Ker(>lj 一 A 2 ) U Ker<A t 一 Ai > U … U Kerf/I,- 1 — A t )* 

綠而 叫两两不等， 

例 H 设 A 垦域 F 上一个 jXn 矩阵，令 

.,-^ W ^ U ^ i?A 1 -Ml k i . _ ’ 

i i H l，(f 角 jTjrVf ^( a ) ^ 1 Aa t I」、^isr g " ： ，《 • 

证明 irank ( A > = rankCA >_ 

证明由于 /! 1 P 到 P 的一个线性映射 _ jS 此 A 等亍矩阵 A 的列空间 < ai +仏 . 



•••，〜>* 从而 

ranker ) —- climtlm 4> — dim<oi *as *. a „) — rank (/ V ) + _ 

例 9 世纩，/ > 是索数，设 / 是 F , 上的线性空间 R 到 F , 的一个线性映射, 
Kf^m 

( 1 ) 求 fKer /| : 

(2> 用 e 表示 F , 的舉位元，求|/ Ue)l , 

解 n ) |tl 于 dimflm / > + dimf Kcr , f ) = clim ( R . 爾此 dim ( Ker /> = ” - dimCIm / ) 
由于 ！ m / 是 f ； 的子空间•且巧作为隹身 it 的线性空 M 是]维的*因此 dimCIm /)<!. 
由于 /^0 T 因此 lm / 不是零子查闻.从而 ciiTnampi * 于是 

dim(Ker /> — n — 1. 

从而 Ker /fePT •因此 

I Ker / |-| FT' J 卜 

(2) 令 d Ker 

7 1 — * y + 抑， 

其中如是/ He ) 中—个固定的元素(替如可取_ -#). 由于 

/(7 + « o ) = /< y ) + /( ia sl ) ：^ o + c = e * 

因此 f 厂 1 <，>• 干是是 Kcr /到 / _i (考） 的一个映射•显然 it 是单射 * 任取#€ 
广 1 (，>\令7=古一吻，则(幻一 /( 勒 0. M 此 y e Ker /,且 dy ) ; 
H-c =$. 于是 e 是满射，从而是双射.因此 

! r l (e) |-| Ker / I ^^- 1 . 

例10设 ex 趋域 F 到自身的一个_射，如果 it 保持加法和乘法运算•那么称。垃域 F 

的一个自同态 * 证明1域 F 的非零自同态一定是域 F 的自同构 ( 即域 F 到自身的一个同构 
映射）- : •…' 

证明把域 F 看成是自身上的线性空间,它是1維的 f 。保持加法和乘_，因此 cr 
是线性空两 F 上的一个线性变换 e Ker 是尸的一个子空间，由于乒0,囱此 Ker 
由于 dim F =】 ，網此 diin ( Kertf > bG ， 从眄于是 a 是单射 • 由于线性空间 F 是 
t 限维的•因此 di 是满射，从而 c 賊射，又 a 保持加法和乘法，因此 d 域 F 的一个自同 

构 • 辱 i 讀 

併 U 判慚下面定义御 K •到妒的狹射 A 趙不是鍊性映射 • 如果是 _* K 6 rA , 
Im _4 丨 "oker A m 

{ ^ i ' - 3 x « + Xj 一 

1 ^ l ； p ： . / r ^ i ； , ' i ， •, 卜 ^ 

•- . A ; — Xi — 1 Ixj H - Zri ^ Sxi * 

工] n IJ 1 

,々 3^^4- S ^, :- + x € .i 
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m !.ii f 



囲此 / t 逛 / T 到 P —个线性映射 《 


mm 


fTJ 


A 表示 Jr . 式右端的 3 X 4 矩阵 ， Ker 4 籍于 4 元齐次 


线性 方程组 AX = i ) 的解空 piMm 4 等 r •矩阵 A 的列把 A 经过初等衿变换化成間化 


行阶梯形矩阵 t 

ill —3 3 — 2 

A 0 — )4 3 一 1 

0 14 _ 义 7 

于是 AX -0 的一个基础解系为 

f|i = (5 * —3 * —14 * 0 ) / 1 if ； ( 1 , — 1 *0*2) 

从而 Ker /4 — (tj ： + rjj > ^ ((5 * M 3 * ^ 14 f 0) P f C 1 * - 1 1 0 »2 >" > 0 

从 A 化成的简化行阶梯形矩阵看出 * 1 的列向 It 组的一个 It fc 线性无关组是 

Hr = L 1 

V:: 二 U: l 3 」 

因此 A 的空间是 < a，cfr > * 从而 

“:l, — l,3 /，【一 3, 一 ll,5)'h 

Coker A = K lm _4 T 把 im .4 的上述 一 货基扩充成 P 的个基: 




，. ^3； 

, 

中 

a = 

— I . a ： = 

r sj 

L J 

~ Uy 

I 1 5j 

L" j 

v P = 

0 

Oi 

k 1 1 


由& 4贺定理1 _证明过涅知逬 -/Him A ^ KV.-lro A 的一个蛙_于是 Coker A - < ( 1,0, 

0^+lm A) m * 

点评从例 11 的解塯过程看到*若线性映射4是由 AUt>=Aa _ VutFv 给出，其中 A 
裊域 F 上一个 i Xi ! 矩阵，则 Ku 4等于 n 元齐次线性方程 MA ^=-0 的解空间, hn 為等于 
矩阵 A 的列空 _ u 这个结论应熟练掌振。为了求 AX =0 的棊础 扉系和 A 的列向量组的 
一 个极大线性无 关组. 只要先把矩阵 A 经过初等行赛 fe 化成简化行阶梯形，然后就容易 
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写出的 一个搞 础解系•并 II 可直接看出 A 的列向*组的一个扱大_光关鞄_在 
求 Coker A 时.只 要先把 A 的一个基上面已求出）扩充成 P 的一个蘂 ay 

麵木 , n rH ，…, M 以它们为列向董组的矩阵的行到式不等于 © ‘即可）•懾立#«嫌 P / 
Im A 的^一个基 :0 r+i 4 *lm -4* ***， n T + Im A , 于是立即写出 Cbker+Im A •…，《，+ 
lm A ) ^ — 

例 12 设 A 是域 F 上有限维线性空间 V L 的线性变换，证明,4可逆当且仅当对于 V 
中任意非零向撤 a 有知# 0, 

证明由 f V 是有限维的•因此裾本许推论丨和命题2得. 

A 可逆《 A 是申 .射 
㈡ Ker A — 0 

㈡ 对任意有瓜关 0 fr ■ 

点评 m 12 以及9」节的例12 _ 1 S 分別给出 f 有限维线性空间 V 上的线性变换 
A 可逆的充分必要条件. 

13设都足域 F 上，『维线性空叫\七的线性变换_ iiF 明 ； 如珉 rank L 4⑴= 

nmltOB ), 那么对 FV 上的任意线性摩换 C , 郝有 tankiASC ) - rank ( BC > , 

证明考虑据定理2得 

dim(Im{A | BV>) + dim KuriA | BV^t -= dim B\\ 

由 卜 Im C AI BV ) — ABV , Ker (A I BV ) = C Ker A ) 门 BV * 耳由已知条件有 dim t ABV }= 
rfimCUVK 因此 dimC < Ker J 4 3 fl SV ] 匕 0 从酣 （ Kcr 4 > 门 》0 •由于 , 因此 

(Ker A } f \ BCV = Q m 考虑 A [ BC ， 由于 Ker(A | fl€) ， dUr 4 UTHBCV , 因此据定理 2 得 

dimttiCV } = dtmf / IBCV ) +dim Kcr(A | HO = dim ( ABCV ), 

即 rankdiO = raiik (/- iKC ) , 國 

点评例〗 3 也可推广 SU •馬 c ^ ii 当的 _ 性空阏之间煦线牲映射的情形，证明方 
法一祥 • t 离等代数学习指导书(上册 m 題 4. 3的第15题对矩阵 A ， B * C 证明了相应的 
结论 s 现在用线性映射的核与象的维数公武给出 了吏 简便的明 .. 

例 " 设4逛域 F 上《维线性密铜 V 上的钱雔变换，证明 t 存在一个 JE 整豢 m 使得 

A^V ― AT ¥ * V . k ^ ( 2 \) 

…由亍 ctimOUO 都是小 f 或等 T ^的自然数43此上式中从左里右的、 〆 '号不4能都取 
M > "号，必然存在—个正整歎 m 隹得 = eIiiii ( A* Ti V ) •卻 mnk ( A * > = rank (4"^ ! > 

mkOIA ，）, 据例 13( 取得 5 

rank WA ) = rank< M)- 即 ranlcC^l * 4 1 ) ; nmfe<A 繪， ： >， 
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同理有 rank ( ) = rank ( A w 1 M •…， H @ 

dimC,f*y) = dim(A" Ti V) = dlm(A w ^V) = dim( A^'V) - 
因此 A m V = A m ^ V : V = A •十 H r …， 

习题 9.2 


1. 判断 F 面定义的『到 K _ 的映射 4 遥不是线性映射 ,.如 港措 ，求 Ker A * 

1mA* Coker A # " J :” _ [轉屬； ▼ : ’ : 1 


f^i — 3-r f -f x, —2^4 


I 

2jT 3 + j? 5 — 而 + 3x 4 


i 


A + lOx B - 4xj + 9x^ 


工！ 

■r. 

3^ — 2x 2 +jr, 


4'i 

L 1 

4j：i + 9xi — 5arj -h 13，. 

1 ^ 

導 jl 


2 -任意取定 F ， 在 FU ] 中，令 r * /<- r >，—. /(ar + fl ). 求 Ker . !m T 

Coker T _ • •’ ► v i % n " ## r ； jl i , r ? 」 • 1 U 


3. 求一个哦函数记作忍<如下式所 定义） 是不是 RCarl-./PJ ROl 的一个线性映射? 
如果是，求 Ker /# Jfn B , Coker B * 


Bia ^ ^r % j 十…卡 a m 




a 


_ j IF + 


+ 


^~—-€ 


n 




4 * 求第 1 題中商空闻 / fVKer 彳的一个駐 B 


S . Kt^X I 可看成是町土]„的一个子空间，求 K " Dr 3_， j 在 《〔 jt ]* 中的一个补空间 w : 
并 a 求平行 n 在 k 上的投膨 p 的象与核.以及 p 的余核. 

设？= 〆 .户是累数 e FX ’ rJ •如果 诱导的 多项式函数/适厂到 
自身的一个双射，那么称 /( Z ) 是 F , 上的置换多项式屬農(^)二6 F , OIU 证明: 


#( x > 是尺上的置换多项式当且仅扇名 ( w 在玟中有且只有一个根， 

^ 设 V 是域 F 1:的有限维线性空间凟是 V 上的一个幾性变换 ， W 
间 . 用 4 1 IV 表示 W 在4下的原象集，证明 t 


是 v 的一个子空 


⑴ tiim W - dim< Kt-r A J^dirnC^VK) ^ dim W ； 

(2) A 是 V 的一个子空_，且 ， 

ilimU 1 W> < dim W + dimCKer A) f 

(抑若 W^lm A . 则 




线性映射和线性嘥換的矩阵我 W 
dirnC ^-* W ) ^ dim W . 



9.3 线性映射和线性变换的矩阵衣$ 


1 3.丨内容精华 


研究线性映射的 方法存两种： •种是把它作为具有特珠侏质 （保# 加法和纯量乘法运 
算）的映射直接进行研究，例如上一节讨论线性映射時核与象 ，9. 1 mf 论线性映射的运 
算;另一种方法是当线性空间 V 和/都是冇限维时3 到 V "的线性 P 射有矩阵表示,于是 
可以利用矩阵來研究线性映射„同时也吋以利 m 线性映射來研究矩阵 = 因此线 n 映射的 
矩阵 袭示既 是研究线性映射的强有力的工具 ，又是 研究矩阵的强有为的工真， 

线性映射和线性变换的矩阵表示 

设 V 和 V ' 都是域 F t 有 限维线性空间 ， dim » .dim V ' = B 设 A 是 V 到的卜 

线性映射*我们 知道， A 被它在 V 的一个篆±； 的作用 所决定于是取 V 的一个基〜 

…，4完全被 I d ■，… ^ W „ 决定 a 由 r 6 因此在 V 中取-卜基 T Jjr . * 

肢它在祸 F F 的坐标所决定 t 采用形式写法，有 


CAff i 


fAa^ ) ™ ( Tf^i t vp 


u n 

«I3 

* 


^21 

雹 

奪 

^If 

_ 

■ 

嚤 

拳 

曝 

i> 

« 

■ 

■ 

• 

HA 

-ft 

« 

* 

_ 

n 

看 

通 


(1 ) 


把 （1> 式 右端的 sXn 矩 阵记作 A ， 它的第/ 列躭是 At 在7" 的基， 势•… ，穿 下 的坐标 ，因 


此矩阵完全被线性映射 .1 和 V 的基 a; ^ '… a 所决定，称 A 是线 

性映射 A 在 V 的基 a * 和 〆 的基1,取，…，卟下的矩阵亍是线性映財 .4 有 f 


矩阵表示. 


通常把（如」，如」，…记成 A ( 圯…，于是 （1) 式可以写成 

A(ai *az i '- , a m ) — ( %，弘 . … ) A . ( 2) 

C 2) 式中的 A 就是线性映射 A 在 V 的基1 _ …心利 〆 的基 tf 、 令 … a 的矩阵. 

对 T V 上的线性变换 A * 由于如 e V ，因此如.可以用 V 的基〜 必，…，仏线 性矜出， 
于是有 
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(Ai I *j 4 o ； «• ^Aa m ) to* 



«IZ 

齡 

# 

_ 

a ti 

_ 

_ 

■ 

a ml 

_ 

fla3 

ft 基 

Ct 1 * ff i ： i 


au 

<3iw 


m 


(3) 


~ F 的坐标，因此矩阵 

tfl * 所療定*称 A 是线性变换 A 在基 Cfi , ii : •…， cu 

下的矩阵，于遛线性变换,4有 r 矩阵表示. （3) 式可以写成 


A 完全被线性变換 A 和 V 的基, 


,急 （ m •"， o -) = (*，" * o _) iA * ( 4 } 

<4 ) 式中的 A 就是线性变换 A 在基奶，… < 下的矩阵. 

例如，设 4 是域 F 上《维线性空间 V | : 的幂等变换，则据 9. 2 f . 的命题3得 

V’ = Im4 ® Ker A m (5> 

fi 4 暴平行于 Ker 4 在 ImA 上的投影*在 Im >! 中取一个基心，…必 Ker 4中取一个基 

H " 贝 ( Of * …•，” 良，■、秦 —足 V 的 一个基 由于4是平行于 Ker >1在 hnA 上的 
投影.因此 


从而幂等变换 A 在塞心 


Aa A ~ a § * 

i = 11 …彳 

•广 I 

(6) 

— Op 

J = J ，… f 

n — r . 

(7) 

O ,. 忒 1 f _ •-成 

，下的矩阵 A 

为 


A 

- i L °). 

la oi 


⑻ 


其 * t * r = Tank ( A >^ dimlInL 4 > = rankOi ) p 


一般地，我们有下述 结沦； 

命题！设 A 是域 F 1：” 维线性空间 V h 的线性$换，它在 V ，的一个袪心^.，… ， a _ 
F 的矩阵为 A , 则 : - - . L _ 

“ • . 1 . rank(/4) ^ rank(A), 《 9> 

证明把 V 中的向量对应于它在 V 的基 A % .心下的金标，这是 v 到 F " 的一个 

同构映射■由于向儒知在籍 a ! •的，… * a - F 的敢樣是 IE 蹄 A 的第 j 列 F , ,/= 1 ■ 2, , n • 

且如可由 -403 f Aaj ，… “ Wi , 线性表出，0此 

ImA ， ”4a: •… . 如』竺 <1V,V” …， 

从而 


dim ( ImA ) = dIin < F , 

rai\b(A> —rririk(A). 



于 M 



# 


线性映射钳线性嚯 m 的电料犮 
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二、 H ⑽(V〆）与况〜（^}的关系，11刪^11与 ~UF} 的关系 

设V和〆都是域 F 上的有限维钱性空间，出 m V=^，dim 疒二*.在 V中取一个基 cn r 
ar ，…， 0n .V “中取一个基 pi ，…， 肩 V到〆 的坶•个线性映射都有啡一确定的以" 
矩阵 A 与它对应,于是有 Hom(V,V # ) 到 M^.(F) 的一个映射〆 5 A ^ * A, 其中 A 铸足 

⑶式，设 B 6 HqmCF.V") = 如果八= E ,那么化在基中，，…，擎下的坐棒 
(M A 的第 j 列）与在®%下的坐标 （即忍 的第 j 列）相等 • 从而也产 
卢 U2w 闲此4 1这表明 a 是单射, ffr 给 GeAWF), 设V"中的向 Hi , 在#%， 

和，…，下的坐标为 c 的第』判•…，《_构迤 V到沪的一个线性映射 [ 使得 
— 7； , j = l ，2,…I则 

Cfcri wtr ^ ，….瓜 > =*.”，，)〔、 

从丽 C 是线性映射 C 在 V 的基〜,，•， 〜办 和# 的基屮 ，，” •，争 F 的矩阵 ，園此 rKC > = C . 
这衣明 s 迪满 射* 闲此 a S 双射 F 闻讨论 a 是丙保持加法和纯 M 乘法运算山于 

< A + 6 )■ (a I， at ，"’= ((/4+遇>^1：|，4 4十忍 )■ ㈣ . ^ ”， （ A + /^ > 

— (Aa i + Jfc i * Aa * 十 fts - * … * /la, + 战? _ > 

= iAax .i4crI ***• * Aa n 1 + (ftn … ，也 


=(ftfi * … )A • 炉 ， ■* ■、肀 }B 

~ ( j/p ，平 ，…， , KA + 召) ， （1 【U 

因此 £ J 在 V ’的基 <7 : . u : ，…和 V 的基 * 炉，… * 子 F 的矩阵 M A 十月 * 从而 

:〆 A H - B ) ^ A H - B = iKA ) + 

对于朵€尸，有 

(M Ha ，仏， … ， a-); (Mcfi ： .Ma ； ,***,kAa^ — kiA^] ,. 4 * a *-■ .Aa„) 

，rp ，■“ .^)AJ =( 丨，％ * …，争 H 4 A h (113 

因此 M 在的基 c? T 必 * … ， * fl 和 V T 的基丨 . ？ ，… "h 下的矩 是 hi * 从时 

aikA ) ~ kA — ktf (j! >. j' 

综上所述 w 是域 F,J： 线性空间 HomfV ^^ ⑽—个同构映射, . 于是我们 

证明了下述定理： 驚：，:心：二 

定理 1设 V和V 4 分别是域 F 上《维 d 维线性空问，则扩_ /的线性映射 A 与它在 
V的一个基和V的一个基下的矩脾 A 的对应是线性空间 Hbm<V，V'>_ JVU_(F) 的一个 

阃构硖射，从而 ;, 1 11 

HomtV.V 7 ) ^ - f 4 丨 . U 2 ) 

dlmiHomiV,Vn = m (dim VH 6 im V f }. I _ (13) 


W 别地， f i 


HomC V.V^ ^ ⑴) 

dim ( Hom ( V , V )) — (dim W , (15) 

_ 

UomiVW }^ 都是域 F 上的代数，它们都有加法，纯镟乘法，乘法运算，读者 

自然要问： K 上的线性变换4对应于它在V的一个* CTM 卵,•馬,下的矩阵 A *是费保持乘 
法运箅？由于 

( … A( iki * Ihi * … f . > 

— 4[(«1 tai » *-- ... 

^ AL^nai + fci ciz + -_* + A_j i … + …十 6 _魏„ 

= ♦知 Ars + … + ^»t/kr. + …4^«如二> 

• ’ = (Adi !，_*，、為 i _ )JB 

— [(奶 pAs v. ，， a w >A」ii 

. 『每 < 爾 ，….〜 )(AB)〆 (16) 

@此 A 杉在基句 * of : .…•屯 下的矩 碎是从而 


ij (4 m = A/J =戍 

因此泛是环 Hmn ( V . V *> 到的一个同构映射， 

注=从1述推导过程看出 

A[. (tf: ， 化 ( Aa \ ，/lo .，… ，如 *)B 

^ iMai a: * … 必}]凡 ( 17 ) 

定义 1 设 M 和 M 『 都是域 F t 的代敷，如果存在 M 到 W 的一个 赌 • 使得方厢是 

线性空阏 M 到 W 的同构映射 * 又是环 M 到 M ' 的同构映射 , 那么称代数 M 与 M ' 是同构 
的，并且称疗是代数 M 到 W 的 一个同 构映射 
上面的讨论证明了下述 结论： 

定理 2 设 V是域 F 上? | 维线性空间上线性变換 A %它在V的一个基下的矩阵 A 

的对应是代数 HdnU V F * V ) 到 M (F): 的 —个阀 飧映射 * 从而代数 HoritV\V> 与 M_ (J0 是同 
构的， ■ 

由于线性变换 4 与它在！/的一个基 T 的矩阵 A 的时埯是代数同构鳴射，因此 Horn 
与 M •(灼 的对应元素之简有关加法、纯羹乘法、乘法运算的性质是二样的 • 例如，恒 
等变操 J 对应于单位矩阵 / f 线性变换 A 可逆当且仅当它在V的一个■下_艰阵 A 可逆， 
且 A — 1 在 f 的这个基下的矩阵是 A- 1 , 洋细论 诬如下 t 

VT 上的线性变换 A 可逆 

K 

㈣ 存在 v Ji 的线性变換 M , 使得屬 _ 
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㈡ 存在域 F 上的打级矩阵 B ,使得 AB = BA ^1 
㈡ 矩阵 A 可逆 。 

从这个推导过程瘅可瑭 H i =; 及当且仅当 A 于逢片」在 V 的这个基 T 的矩阵是 

又如，/1最幂等变换当 a 仅当它在 v 的一个 is p 的簿阵 a 是幂等矩阵，洋细论证 
如下 》 

V t 的线性变换4是择等变换 
㈡ A "=- A 
« A 1 —A 
㈡ A 是幕等矩阵， 

秀 似地有 h 的线性变换 A 是寒零指数为/的幂零变换（存在正整数/，便得 I 二 a ， 
使得此式成立的最 vl 、 正整数/称为 A 的郴零指数）当且仅当它在¥的一个赛下的矩阵 A 
是幂零指数为 / 的 幕零矩 ‘ fA 是对合变换（即 A 1 « J > 当且仅当 A 是对合矩阵 < BP A 2 = D m 


三、向屋在线性映射（或线性变换）下的象的坐标 

,, 

线性空间 V 中取-卜■，〜 ，…， L 的线性变換,4在此基下的矩阵为 A . V 中向 
論 d 在此基下的坐标紀作读者自然要问：向量 Au 在此基下的坐标是什么？由于<1= 


( tti 1…*众胃 ） Xt 因此 ^ 

Aii = A[(<n ，如 * … .a* )X] = [ A(oi -ai t*-* *d.) jX 

二 〔(<Ti *a: ，…， a, )AjX — (<r[，aj * …， (IS) 

从而 / W 在基 a 丨 * a ? •…， T 、 的坐标为 AX 

由于 v 中两 t 向敏相等 1 耳 仅当 它们在 v 的个堪 下的坐标相等 ，因此 如果向 量 y 


在堪 a I，ai * …下的坐标为 Y ，则 


/la 二 y ㈡ AX 苎 Y. 

对于_量在线性映射 r 的象的坐獬也有类似的结论* 


才片 




(19) 


设 A 是域 F 上《维线性空间 V •到 s 维线性寒间: W 的一个辑性映射■它在 V _—个基 
a I ， a ， ”*， a . fSI V 的一 1、盛]^ . 7 •… . jj , 卜的矩陈为/\.7屮向510在沾 <ri ， a . 办下的 
坐际为 X ，则如〃的基 ％，，…，7 T 的绝 标为乃 x ii 明如 F : 由于 


Ao = A! ， (3 广、 … ) X J [vl t a : *£T ， … .t y ■ 亨 , > AjX 

㈡ （夕 t * 中 * )( AX ) • r ； r (20) 


m 此如在 v " 的—•个换卜炉，…，分下的坐标为 n 
设 f 中向 i y ftM 7 j .， 牛％不 的货标为 v . 则 


<2i) 


= y « A^r * y ： 

利用上述结论可以证明 r 述 命题， 

命鹰2设 A 是域 F 上《维钱性空间V到 J 维线性空间 VV 的一个线性映射*它在 v 
的一个基，的，…， a ■和〆的一个基妒.麥，•.、％下的矩阵为 A • 设疗是 V 的一个同 

构映射，它把V中向 W X 彳应到 它 A 喁 m 1…1下的坐 标; r 岳V "到 F 的 一 彳、同构映射. 

它把铲的向齡对 i 則它在基 ？ 1 F 的坐标 ■ 设 Ji 是广到尸 ’ 的一个线性 映射 : 
A<X) = AX. 则 F 图可交換 ^ 


A 



jti 9 -i 

mi 1 , “ i L |jt iry 4 f -j. 

腳 iA . — Aj t 

也就是 r(j4(ff))=^{^Ca)) < V«6 V. 

证明 设 u 在 V 的基〜 . ai ，… .〜F 的坐标为 X. 则，- VU) 在V"的桩 n ， 
的坐标为 AX, ifM AAi ^ y & AX . 

由于 uU ) = X. _此 AU( fl )) = A( X) = 从时 

r (-4( tf !)) = ( a )1 i f ^ V , 


<；22) 
7 ■下 

國 


四'线性变换在不同基下的矩阵之间的关系 

域 F 上《维线性空间 V 上的线性变换 A 在 F 的不向基下的矩婷扣什么 关系? 


定理: J 设 V 是域 f h 的 V 维线性空间， V 上的一个辣性变换4在基 


* 




的矩阵为 I 在基丨， * …％ F 的矩阵为心认站 u 
阵为 S B 则 

B = S' l AS. 

证明由已知条件*有 


*^1*| 到 M p ，你，…， 的过 @f 矩 


， … ，枣 tr 


f 23 > 


/IfOj t Bi " iCpp > = (ai f * p " *ar m )A t 


A( ，，， - 枣 、 =，、B 
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< 切，切， … ，々） 念（《 3| ，奶 ，爪 ） S. - .| 

于是 

(等，争，…，分>5 :车 [ ffl . . or ” …，<3_)幻 s J 
i (flfj f Ut, )v 

从而 

A( 中，饮 ， •* ，％ )=tf ， … ， a— >Sj = I 4<a> Tai ，“ 

s [(<n tas * … ttr n >A]S 〔（ 丨， t ： ， …. 本 )S _! JCAS) 

= <7 j •孕 ，…， p )( S 、4 S 入 (24) 

(24) 在表明 4 在基•… ，於 T 的矩阵为 S ] AS . 因此 

B = S T AS \ ■ 

定理 3 表明；_~个线性变換 A 在 V 的不闻基下的矩阵是相似的，这就是我们在 I 高 
等代数学习指导书（上册>1第 5 章弗相当齊的箱幅时论? I 级矩阵的相似关系的主要原因， 
由于 II 维线性空间 VJ ： 的线性变换 A 在 V 的不同基下的矩阵足相似的，而 n 级矩阵 
的衧列式*轶，迹都是_关系下的不变*，因耽我们把 A 在 V 时一个基下的矩阵 A 的行 
列式，秩•迹分别叫做线性变換 A 的行列式_秩，迹，依次 ig 作 d e iU ), rankCA )* ir (4) •速 
里要指出_点：在 9.2 节我们把 ImA 的维数称为 A 的秩■现在又把 A 的矩阵 A 的秩叫做4 
的秩 * 这会不会产生矛盾?不会 v 因为在本节命褪 i 中已证明 dimC ImA ) - nrnk (此 

对于”维线性空间V上的线 性变换 it, 自然希望丧 F 中找到一个适当的基，使 A 在这 
个基下的矩阵具有最简单的形式*由 f A 在V的不阔棊 T 的矩阵是相似的*因雜我们可 
以先取V的一个基疗！ w * … ，a 6 ,设， i ft 战 0 *«：■ » ■*" f ^ F_ 矩阵为 A •然后寻找与 A 相似 
的具有皐简单形式的矩阵，称它为 A 的相似标准形.由此看到：在V中找■个适当的基使 
得线性变换4在此基 F 的矩阵 ii 有最簡单形式这个问瘛_与寻找 fi 级矩阵\的相似标准 
形的问题是等价的 * 伽果我们把前…个问題解决了，那么后一个问题就随之解决了，从下 

一节开始我们将围绕“在V 中找一个逋当的基便得线性变换在在此的矩阵具有最简 
单形式”这个 问题展 开讨论 1 

9.3.2 典型例题 

例1设上_的一个线性变换: 

f 1 (^i +2 jr f 
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■ 


槊 9 孽线性峡 财 


求1在 K 的标准基 qF 的矩阵 

解 


m 


Ae 


A 


0 

0 


0 

0 




A 


0 


0 


M 


A 


Q 

0 


0 


因此 A 在 * e , ytfj 矩阵 A 为 


/\ 


t 

0 

0 


2 


I 》 


1 


例 2 在实数城 R 上的线 性空间中•令 


’ V« |1 fi iam i fi i* tM：^ 1 * = (j f stwr^coBx>\ j i.! 1 'US 

Usiar ’ c _ 是不焐 V 的一个驀？求导数 D 是不 H V 上的一个线性变换？如果是*求 II 在 
V 的基 l , siorWoiu - 下的矩阵 IX 

解 在 1 ! 节的例卟中已经通明了 1 线 性无关 . 此 I， s hu aosj 是 V 的 

—个基 A 由香 … ! ：11 • L :S M • r r 叫 j •" dV 


11( ii :!= o , 

lUssirtLir 》 = €osj ： = 0 * 1 -{* 0 * sittz Hr 1 * C0S-r 
iOkco^r} 




iiru* —0*1+( — 11 si no ： + 0 * cotx 


因此 r » a v 幽自身的一个映射，从而 O 是 F 上的一个线性 变换. 且从上面 的三个 式乎得 
龜 《D 在赞姆 碁枝， sin * ir * cosj ! T 的麵阵 f ) 为 .， i ： • on ♦” 从” r ) Af 4 ? 




P 0 

<> O ' 


0 

iL 


0 1 o 

v 

点评例 2 中求在 V 的一个社丨 _ si fU _ ⑽下的矩阵卩时■耍注意基向 的顺序 
是 ] ， si in % ca 、 j ，把/> ( ▲■「>按这 t " 【 P 表示成1， situ -. c « f >, T 的线#组合•然肟取其系数（按 
这个顺 I 1 1 (1： 兮 U 的苟3叫同规，把 f >_ r _，丧示成 h sim co ^. t 的线 性组合，取 坑系数 
t 按这个顺序)作为 D 的第3翹. 


例 3 在 R tt 中 • 由卜述 f; t 函数 


U 


cos6*r * 


f\ = xe M cosiur • 


/ 4 — xo ^ sinAx 


/i ~-ir jt 1 e m tds^.r 


i t. 


sinb.r 






分别? fj 晶，€代人*得 


由此得出 4 i 


u k 



解得 私 =(K 

从而 h =0 ， 越 =0 _ 因此 /i ， A ，/*，/4 ，/i ,/i 线 性无关 ，从而它们最 V 的一个 基_ 

f>£/t ) = ae^eoskc — , 

C / i ) ^ « e 1 ^ si n&r 4* e 動 bcosikjc • 

V’ 1 ir1 * ” 4 , 0 tfi > = e 1 ^ cosfijr £Lr e Mf eosfcr — jre^frsm&c ^ - v f ' « • 


x 用 i 代人，得 


生成的子空间记作 V % 其中的是不是 F 的一 个基？ 求导数 U 是不 


是 v 1.的一个线性变换？如染求 d 在基 f 、， h ， 卜卜 n f 的矩阵 a 
解设 * i/i + h fi ^kifi + A1/4 ^ hfs +克*/* —0- 
jcmo 代人■得夂由于不是零函数，因此从(25>式和飙_0得 

^：mniu 4 A a . rco ^/； j - -r A* a y,r cos&r + ^ ~,r smij — 0. 

已知 A 尹 0 + : r 分别用 ^ & 代人，得 


(25) 






h+A 聂十、去( 

- k 2 - 4 - k, — — k it ^ 


Jt 

2 b 


2 h 


解得 l 0, 


m 


k 4 


线性狭射和线性变換的矩阵表涵 
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tft 柞峽射 


Sl 3 i / J 3 T 


hi nkr + do^Jkr, 


ifCf$y = cosifia : - J - — x 1 uq * 1 Goshjt —^ -^- x * e**^slnfer * 

) = x^ 1 ^iTthut 4 - -^* sinJki: ™f- -^-x* e* 4 Acois/ir. 

由于 IK f … .6 ■因此 l > 是 V 到 自身的一个映射 * 从而 D 是 V 上的一 个线性 

变换’从上述式 F 得, D 在 V 的一个基/^/”/^力，/，，/, f 的矩阵 D 为 


a h 
h a 
0 0 


0 0 
Q 0 


0 —b a 


a h 


0 0 


0 0 


h a 


例 4 在数域 K 上的线性空间 K Irl 中 •求 D & 綦 


“jt ^ a , — (x 一 a 


* 


<»—!)! 


{t — a )『 


下 的矩阵 D , 其中 ti 是给定的实数 


Wi D < l )= O t £ Kx - a ) = l , 


$ 


nr 為 f*n 

wm 


x^a t 


— ii ) — gj ( _?. —■ r iJ ) * , D j: 一 12) J 


u = in <jr ~ ari l 


( r | —2) ! 




ix — a ) 


因此 1 > 在基 Un ■訂 (x 1) : -^ 2 ^) 1 <x_a) 


F 的矩阵 D 为 


0 


0 0 


0 


例 S 在几何空_ y 中取一个右手査角坐标系轴 d 轴心轴上的单位向置分 




■ 


^57 


^ 3 线性映财和线性實换的矩砰表示 


别为 A ， U ,, 设 A ® 在 a : Ot 面上的正投影, B 是在> 軸上的疋投彩 • 分麵求 HAB 在 


基 r ,，>%，& F _ 錐阵 


m 


解 A 
B 


0. 


Al 


B 


0t A 


0, 


B 


^i. 


因此 A 在基 $ .龜 •？, 下的矩阵 A 为 


A 


層在撕 * 感 i % 下的矩阵 B 为 


B 


于是 AH 在 基？， ，离， V ,下的 矩阵为 


AH 


rl 0 0 
0 0 0 
0 0 1 


1 

0 

O 1 

D 

a 

0 

：,o 

L 

0 

I 

1 

0 

0 

0 ， 

0 

0 

0 , 

0 

n - 

0 

1 

4 

0 

0 

°] 

0 

0 

0 - 


0 


G 0 Gi 

o a & 

0 0 1 


例 6 在 M 』（ F ) 中定义 ~ F 列变换 


A t (X) 


€ d 


X\AAK) = X 


€i h 

€ d 


f 


A AM) 


b ^ /a h 

d ) x L - 


其中 


h 

d 


) 是给定的一个 2 级矩阵, A , , A 7 , A , 都是域 F 上线性空间 M “ F ) 上的线性变 


换,分剔求食们在基^ m £：,: * 下的矩阵 

解 


4j {Eit > 



_4 | { ■] 


A| ( Eh ) 


b 
d 

a h 

r d 

i b 

: <J 


i :o 

0 0 

Fit - 


a 0 


^ 0 j ^ aEi % -hcE n 
t r ) =aEii 十 •. 






h 0 
d 0 


紐, t +dEn 









* 


: m 


睿 


第 H 摩 线性 腴射 


■4 ] ( Ee : > 


0 h 
r d 


£ 


21 


^ h 
0 d 


hE tl + t/Eai 


擎是 A , 杳基 £,j ■ E l; ■ Emi ^ EmT 的矩阵 An 为 


-4 t 




a 0 h 0 
0) a 0 b 
c 0 d 0 
0 c Q d 


类_可求出 A s 在基 下的矩 跸馬为 


A 


a c 0 0 

b d 0 0 

0 0 a C 

0 0 b d 


由于 A /( X t ) 


’X ) i C X ), v xe M . ( F ) • 


因此 a ，= a 3 A :_ 从而 , v 在基 £n *£^.£^ F 的矩阵去 


A , ,4 


>'•££ 

0 

b 

0 


ra 

c 

0 

0, 


0 

a 

0 

h 


h 

d 

0 

Q 


c 

0 

d 

0 


0 

0 

a 

c 


d 

C 

Q 

d 


0 

d 

b 

d 




ae 

ba 

be y 

ah 

ad 

b 1 

Adi\ 

m 

m 

dn 

dc 

S 

: td 

dh 

d l 




例 7 设 V 是域 F 上的 《 维线性空调， A 是V上的一个线性变换，证 明：如 果存在 
使得那么 V中存在一肀_，便得 A 在此基下的矩阵为 


0 

0* 


0 


0 


0 '.;; 

0 l 


i 


u 

0 


0 

0 




(} 

G 


0 




证明由且 = < •■因此据 9. I ，例13 得 A 


关•又由亍 V 的维数为 n ,因此 c 瓜,4 

A < A _ V > = A 〜I 


线性无 


…是 V 的一个基*由于 

QwAiA ^ jti ) = j 4 『 J cr ,…… ， 


^{Aa) — A~ a^A(a) — Ax • 


㈣ 此 A 住基 A 


知 a 下矩阵为 


,3 线什映和线性变换的艰阵表 A 


35分 


■ 



例 S 设 V 最域 F 上的 n _性空间 .iil m , \ ■ t 的线性变换 A 如果与 V i : 的所有线 
性变换都可交换■那么4是数乘变换 ■ h ^ % 一 ^ 

证明 V 中取一个基命 ■■“■ W 设 A 是在此基下的矩阵为 A ，任取 V 上的 
变换 H ,设在羅 a ， w ….〜 F 的矩阵为 B . MIJ 

A 0- HA * V Hmn ( V . V ) 


个线性 


m AB^=BAn V_ A^kl ㈡ A^ki =t. 1 

例 9 b : 明:求导数 f > 在 k _ (u > r ) 的任何，个萬下的矩阵 都+可 能趋对角矩阵 

证明假如 KU 1 中冇一个基/\ Cr ) */ e ( X ),… * 八 b ) 使得 





1>(/| (x> * … t/,Xx )》 =</| < > t/s (JT) * ***»(jc)) 




* 


# 




a., 


则 D {： fAjt })= a , f , (. r > w = 1 • 2, 

若札 =0, 则 BC / t Un = Q . 从商力(1：)=《6 /<，在/ | C : r )，/ VC > r > •… •/•(■ r ) 中至多有 
—个 • S 则它们线性相关* _此存在〜使得 IM / k = 叫_/\( j :)• 由于 
0( /,(/ >的次数比<爻<5：>>的次数少 U 因此得出矛盾，从而0在的任何一个 

篆 T 的矩阵都不可能是对角矩阵 * ■ 

例 10 设 A 是域 F 上 n 维线性兗间 V 上的一个线性变换 1 证明： 

Cl ) & FDr ] 中存在一个次数不趙过 V 的非零多项式使得 
C 2> 如果/(4>=04(為）=0,那么沢4) =0，这里4(7)是 / U ) 与公(』>的一个最大公 
因式； - 


(3) A 可逆当且仅当有一个常数项不为0的多项式 M 

证明⑴由于 VV 二因此 F 述个线性变换 


I */i wj\ 


必定线性相关，从_在 F 中有 不全为 0的元蠓為,4 ,…, Jt 

足、 I + 是 | A 眷 J …療 k j j 4 " 


使练 




令 /Car) =*(, + 走量 # 千是 £ aff 4 " Kv jc’ - 则 f(t) #0 fi $iA > ^ 0 
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第 3 命 线性映射 


(2) « dix} & /U> 与总 fx) 的— Hii 大公因式*则存在 «U)*ifU> €F[x：l ■使得 

cKjo ) ^ uix ^ fisc ) + 

i 用 .4 代入，从上式和巳知条件得 

d{A ) ~ «< A 3/()^( A ) = 0. 

p 由第 (1> 小親得•在中存在一个欢数的非零多项式/<太)=〜+〜；《： + 
…分 •（/> • 使得 /< A > —Oj 

充分性设和尹0,则从 / U 】=0 得 

+ 十，”—為 g w 4 h — ^ /. 

由此得出， > i ( —Uc l a ： I - o^i J a ； A — … 一 tir a tl , A m 1 ) = 1 1 
因此 .4 可逆 • 

必要性设 A 可逆，在 FDr ] 中取一个次数最低的非零多項式 m ( x )^ c , + 4^+- + 
使得 m ( A > = 0, 苒中 4：,# G . 假如 q ^- G ， 则 

A ( t *| i 4 - CjA f *** -H c t A^ f ) — 0. 

两边左乘 A 1 » 糊 + c>A + … + tvl ’ 1 = 0 令 

^( x ) = c x + … + r r ^ r 1 , 

则 g < A >^0. 梅是 deg g < j - Xr — l < de « 这与 的取法矛盾•因此 ^ =0, ■ 

点评例 t 0 第( 3) 小題必要性的址明，关键是取一个字孕學辱的非零多项式饥^^使 

得 wU >- o 4 亊橄的临界状态往往是董变引起质变的关 i 点学的研究中也需要抓往 
临界 状态。 

例 11 设 V 和 V 分别是域 F 上”维^维线性空阏, A 是 V 到”的一个线性映射，它 
在 V ’的一令基 ，.■、〜 和 V “的… 个蘂 . 舍 1.-、 7| 下的矩阵是 A . 诹明 t 

rank (4) = mnk C A) , (26 )ft 

证明把 〆 中的向敏对应于空在 v " 的基？ i ，炉，…，子 下的坐标•这是俨到沪的一个 
同构 映射由 F 向 w 如，在 V 的® ? … F 的坐际是矩阵/ V 的第/列 r ? ,>- K 2, 

….， “且如 可由 i 4 d . 如”… 线性表出.因此 

T^tuA -= <A^ l ,4a” … ，如，）兰 t —,r*>, 

从而 dim ( InL 4) ^ dim ^ , Y ) t ― t Y n > v 于是 

rank ( A ) ^ rank ( A >, : ■ 

例 12 设 V •和 V 分別是域 F 上《 维 3 维线性夺间， HE 明： V 到 V "的每一个秩为 r 的 
线性映射 A 能表示成 r 个秩为 | 的线性映射的和 

证法 —_ 于 # m 1 Inu 4) = tfmkC 4 ) 二 r . 因此 •二」 II i V . D 

dlmr KeM ) = dim V - dimClniA 》 = T1 — V: • —v • 



晒_射和线性变换的矩阵賴 
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4 


在 Ker 4中取个基」把它打充成1个溪 cr ，… A .* 译，…” i 则 
邶： ，…1 Im 4 的一 个基对 f J 6 :丨上 •■■. H , 构 iffi V 到 V 的…个线性映射4，，使它 

满足 t 


AXai 


4，） 


CK 


1 , 


j 吼 



由于 ln \ A t = iA ^ 
]•, = 1 -2 •… 

由于 




^ r * #\ i 戶 l ’ ’"， A ^ f - )■ 


当 / = j * 

当 / 尹 i , 

A0, > _ 菌此 rank (A^) = dim ( 1mA 


Aa, = U = (4| 十 + … + A r )*i i 




1 , …， w 


離产 4,( 热 } = AL ), … + ) + … —A f (ft) 

^ ( A \ + ■** H - A ，+ )^ } i j = 1^2#**• i 7 *i 

因此 AsVl!+ … +A & I 

卜 * 

证法二设的一个基。 I❿，… ，o N 和〆 的- 个* t …1.下的矩阵为八 

II rankCAJ=nmk(4) = r. 据4高等代数学习指导书 《上册 >>第 S. 2节例2得 


/Ifi -f • Ai + …+ 


(27) 


其中 fcink ( Aj ) = I ./ = 1 ， 2 ，… . 1 % 


对于 j e U ,2, … ，r> 构造 V 到 W 的线性映射 4 , 使裼 

A^Cai tttf = (up ^ f “• ， ) A 


于是 rankC/4,) —rankC ) = 1 0 从 《 27 ) 式得 

A = Ai -^- A 2 + ― + ,- i ,, ■ 

m 13 设 v 和 r 分别 & 域 F 上 n 维、 . f 维线性空间 * A 是 V ' 到 V " 的一个线性映射 a 证 
明：存在 V 的一个碁和 V 的一个基*使得 A ft 这一对基 F 的矩阵为 


0 ：) - 


其中 r = r 兹 nk ( A) B f 

证明由于 Ker A 是V的一^子全间，因此它在V中有补空间 W ,即 ^=W©Ker A . 


在 W 中取一个基 of l - …，，在 Kor A 中取—个基 q , *1 

IniA — < j 4 oi .… . ■** ^ Ao a ' 




则 


IniA = <4a t •… ， 如 " 如 ”1 . ， ■• ，如曾） = ( 血 "… ， AcO* 

由于 dimC ImA ) = dim V — dhtt<fcer Ai Cn —，）=，*_此 4 a t ，… * Ar r 是 ItnA 的一个 

基.由于 1 mA 是沪的一个子空间* 因 此它在 V "中有补空间 N.W 

V' = 1mA © N. 1 




dimW=dimV # -dimfIni A) =s-r. fe N 中取一个基屮，…， . 则 ^ f …•知， • 免，…， 

[路 1"的一个基，于把 a 在 v 的基1 •…, I , 〜 41 ，…•仏 ftn " 的璀^ —』 w r 

^ ，下的 矩阵为 


4 <】 ’•*■ 0. 0 ，•* 0 ] 

0 I … 0 0 i … 0 

: : : : 

* • 4 « 

0 0 … 3 0； -" 0 

: ! * 

: * :: : 

0 d … D o 0 

；tt 中 r=dim{ Im A)=^rank (A) m ■ 

倒 14 设 V 栉 V " 分别是域 F 上 〃 维,、维线性空闾， A 逄 i ，到 V '的一个线性映射，它 

在 K 的一 1、基和/的一个華下的矩阵为 证明 : A 是单射当 ft 仅当 A 是列满秩矩陴 , A 
是满射当且仅当3是行满秩矩阵， 

证明 .4 是单射衿 KerA = 0 




^ dim(]rii A } —dim V r difnC Kor A ) = ?i 

㈡ rankGf ) — « 


㈡ raukCA ) 

由 FA 是 Air 矩阵，因此 a 是单射摩具 仅璋/是列满 秩矩 阵‘ 

A 是满射 ㈡ 11114=1^ ㈡ difa ( JmA ) ㈡ =料 rftnk ( A ) =^ r « nkCA )= jr # 

W 此 A 是满射当且仅当 A 是行满 秩矩阵 s ^ 

k 例 15 设 v _ 和 V " 分别足丈 数域上 d ， 维线性 空厕， A 是 V 到 V 7 的一个线忖映射_ 
它在 V 的—个碁和 〆 的 —个基 7的矩阵是 A ，证明:如果 a 是单射，那么 a 取以分 解成 

: 迎：：』， . .A ， 'C^D J f ， (*^ 7 》 

其中 Q 是列向置组为正交单位向置组的巧 xn 矩阵 （ D 是《级对角矩阵，其主对角元 a : • 
a : ， …么 都为正数，且 AfW •…， 是 /\ Vl 的全部特征:>是"级正交 
矩阵，來是 AM 的雇于特征值 A ? 的一个特征向量>卜1, 2 d 


证法一由 r 〜1 a 单射，因此八是列满秩矩阵.据《高等代数学习指导书，〗册 ）: >第 
. 6节侧5得 . A 可以分解成 •“ 


« f …， -• 身，] (28) 

f 屮^ ㈣ 向 ;,t 组为正交倾向舰的肌 矩阵，尺是主对 ㈣ ^为正数的 "级 t 三 

角矩阵 * 锯情 等代鮮召指导书< t 册 m 卜充卿働第2題得，存在„级止交矩阵乃和 

T z 使得 .. a : ^ ' f 


幸 




线性映射穣钱 tl 变换的 _阵 ft 承 


* 


編 


■ 


R — Tidkgm … fA„. ! r 3 * 

It- 屮 AUA:: •… .A; 是 R ， J? 的全挪特征值 ，且 A,>0*>1_2* …， I 于是 

^ Qj tilsigiAj *Aj * mmm tAn } T " j « 

ie Q=Qi T , rD - dbgU , . A , ，…小 } ，: r ; T : •则 


由于 


/\ = QDT f . 


i 29) 


(30) 


CtQ = CQ S T, > ， (Q l T i ) - Ot ^ 这 m - /. * 

因此 Q 的列向摄组是正交单位向敏组 1t 谢子 

- ( QDT ^ UQDT '} = TD f Q , QDT ， - TDV _ 

因此 =T l { A f A ) T a 由 此盼出 M …是 A V\ 的令部特征愤 ， ti T 的第列 i |, M 
的属于特征值 M 的一个特视向量， > = r ，2 ,“*wu ■ 

证法二由于 A 是单射•因此 A 是 mX ? i 列满株矩阵 • 据 C 高等代救学习指异 ft 【上 

册>问题6_ 3 的第 8 題得， A } A 是 n 组正交矩阵_从而 A 3 的特征值全为正数•设 A 3 

的全部特征值为 Af ， A! ， " •，^ J •其中 A _〉 CM = I ，2,，.‘，?!■ _于 vVA 是实对称矩阵，因此存 
在 E 交矩阵…，）•使得 . ） 


于是 




对 r 任葸一个列向優组为正 交中位 向 M 组 的川. «矩萍 Q 都有 Q ' Q 句 




从而 





、卩 1 

Q\ 




(31) 


(32) 


<3:0 


m 
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* 


m 3 隹线忭映时 


癱选取一个合适的列向量组为正交单位向量避的 mXu 矩阵 Q ,使得 

fAi 


I 0 

记 D = diag{cri ， a t » ■** f a „}. 

列向 S : 组为正交单位向 ® 组的所《矩阵 < 3 ; (i * V ，…，满足/\ ^QDT 
㈡ AT ^ QD . ar . Y , 二心 -“ j = 【 * 2 * ” 

丑 y^y, = s u *t ，_/= i *2 * …， w 

㈡ K = ”■ ，’，2,… rfl ： * H ~ , 2 *-” 

从 （31) 式 W 


■ 


0 


T 


r 


*- 


» 


A , 


于是 



I 爪 A Afji ij } A Atf £ … 



tj^A Atj, rj m AfAris 


jji A ' Aij . i 



tfj\ 'ATf, 


~ j*j Tf t A’A ， j'= % _ 



从而只要选取 y _= 七 A， t (“j 二 1,2 ， ••. ， 《> ，令， v s ，… • 1% ) •则 q 是列向最组为足交 

单位向量组的用 x w 矩阵，且使得 


A = QDT\ ^ il J ■ 

例设 V 和V'分别是实敗域上， 2 维、 m 维线性空间, ITT 為 t A 遊 K 到 W 的一个线 
性映射•它在 V的一个璀和V"的一个基下的矩阵是 A . 证明: 可以分解成 

A 二 QDT" ^ (34) 

其中 Q 是列向 t 组为正交单位向 M 组的 m X„矩轉 rD 是主对角允私，各 flA 全 为非负 



9-3 纠 性 _ 剌 和线忭变换的矩阵我不 
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数的《级对角矩阵…,是 A 3 的全部特征值：了農《级正交矩阵，它的第 j 列 

n , 是，/\的厲于特征值; I 】的一个特征向 M，J = U 2 •…，〜 

证明 由于 A 是 rn ： K n 实矩阵，因此是71鈒实对称矩阵 • 由于对任意 《 6R' 有 

« f (.A^)o= £/W) (/\a> =1 % I ， 

因此 A ' A 是半正定矩袢，从而 AM 的特征全非负•把 AA 的特怔 it 记作 Af .W ■…， A ;， 其中 
A ;>0, 户 l ，2 d * 则存在 n 级 ili 交矩祥了=<呼"咖•■‘ •，聲 J 使得 


Af 

T H A r A )T = h 0 . 

m 

* 

# 

0 x ： 

于足了的第 j 列 i 是 aVi 的 w 于特征值 m 的一个特向 h 


(35) 


a rnnfeCA )- r . 由于 A 是实矩阵，因此据《高等代数学习措导书 （上册 )>第4, 3节例3得 

rankCA'A) — rank(7i> = r t 


亍避在 C 3 W 式中可设; l : 0,，= U 2, … U,=(W =， + I ，…，”.类似下例！5的证法：，取 


1\ 二 —Aij 

^Am 


2 


» 


从《39式得 


A ； 


AI 


U 


* 


0 




0 




由此得出.缉 


I .2,…， r 时，有 

Y：Yi 


U 


tf 


*® jf 9 


/\ ( ff { * jj 


ih ^ 


A'Affi 

n 八：切1 


_ « ■ 






ij n A Atj 


t} m A i | 


n 


( T a ^)( x ； a ^) 




m 


(36) 


这表明 I 是正交单 ft 向量纽，把它扩充成含 ji 个尚繼的正交单位向世组 y, 

•" U …，•- + y “令 

MiJ Q 是列向量组为正交单位向層组的 / 7I x 矩阵^ 

从 <3W 式还可得出， 

疗 , A A rj f 0. j $ r H ，… . n . 

由此得出， Aij f -0,^ r+K — 于是 

Mij , * Atf *, *- tAij ,)^ cxiYi tXiYz 〜 o ) 


Aa 




I 久 .Fh t _ … -F J 0 


从 iff 

因此 


AT=QD, 


At » A | •… . Apt ) 

A ^ QDT ^, 


0 


,01 


一点评例 M 中綱实 m 阵 A 的分解称为 A 的奇异値分解 ■其中 D 的非零的主对角 

元 At … A 称为 A 的奇异值.实矩 I 毕八的 奇异® 分解在牛物统计学等领域中有应用 

例丨 7 设 V 是数域 / C 上的 n 维线性空间,為.…,成都是 VJ ： 的幕等变换_证明\ 
如果 A t 十十…十也是幕等变换•那么 

rank (山 +4, +，” + A 》 = rankCA ： > + ninkd) + …+ rankC4 ), 

证明 V 中取一个基 ai ，如，…，办-设山 ，七.… ，成在此 JTF 的矩阵分别是 A ,,4” 
…，九，则义七4-“ ，，+ A , 在此避下的矩阵是 A K 十…十 A . ■ 从“… . U : 

都足幂等免换得出 3 , y \” …•八，4 +冷 H 郁(£¥等矩阵，据:高 等代 

数学习指导书（上朥>1第5, 4节例]4知道•数域 K 上幂等矩阵的秩等于它的迹■因此 

rankc Aj +4! + *" + 4,); nmkCAi +7^ 本 …‘ A, > 

= tKAi + A> + … U~A,} 

~ lf( 〜》十 tr ( Ar ) 不… + tr ( A t ) 

^ nmkCAi )-4 nmk< A, > 十 … + rank (A.) 

= rankU 8 ) 4 rank (^) ^ …+ rank ( A.) t _ 

例川设 V 是数域 K 卜.的"维线性空间，山 . A , ”. •九 都是广 J ： 的舊等变换.证明： 


几 A [ 1 A - •- 

例 17 



m 賴和线性变换的矩阵表示 


_ 
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如果 + … + v 也是\上的砾等变换*邱么舄 .a . ….成两购£交•郎= 
= O t i#j _且 j t j ^ 1 .2, … ， i , 

证明 fEV 中取一个填 _ 设七 •A”-”M 在这个的矩阵分別是 AyA : •则 
A 二 A 丨+ A : : 十…十 A ■在这个基下的矩阵 *4 \! +/\_- +…十 A .. 山于 A ， A - ，… .A ■ - A 郎是 
幂等变换_因此人， Av *A M 獺雇幕等矩阵，只要证 AAj =為鳥=0•/約 ri,ji UZ , 
…^，则有 

A t A t A , A , 篇0 * I ^ j tifj = l *2*”，.. v . 

为/同吋 出现人 ^七，~=〗.2，“.， 3 ，构造下逑分块矩阵仏 

( A t At AjAj 1 

Ai A t Al … A t A t , 

O = . (37) 

■**■*' •■ ■ * • 響 _ 

H A^Aj A 1 ： 

级矩阵•运用分块矩阵的乘法得 



= DH / f ' D , C 38) 

其中 [hdiagi A 】 ，為， … ，八 ）= l n …/, ), 

由 H •、…， A , 都是赛等矩阵*面此 t ; 的主对角线上睹 宇矩阵 依次是义為-…. 
A t . 于是 

AiA f —AjA . —Ci * i 參 j ， i I ,2h, *** t s 

㈡ G=lJ ^ D 冊 r f);D ㈡ D-DllIi'D^O ㈡ rank(D-UHH f D}^\). 
据<商等代数学习檐导书 ( t 册>>第5,3节例6得 





饮线忡映娜 


rnnkfO DHH D > — rnnk f D) -hiTfirik^ — HH f D) — sn, 

⑷于九， A ” …，入 • 都是幂等矩阵，用此据例17得， 

rank(D> = raiik(A t > + nink(A f ) + — -hr^nkCA,) — rank( 4 ). ‘ 

由學 A 是#鎿矩阵谓此綱离等代数学习指导， (上册 》 >第节例 3 得•她 
rnnki 1 m ~ A )=^ n . 从而 

rank C D) = n — ran[iU„ - A). 

卜-而 农计算 mnkU ^ HH ' D ) 阼分块矩阵的初等行变换和 防等 列变换.得 




L 一 HH 'D 


— A 


4 


一 _4! 


• _ * 


A , 


L — A, 

/l. I 


一 L 




一 i• 




m 


+ A f ) — At 


m mm 






T , 


sn = 0 


U 2 


子是 rankd — f/H’D^snmfcU. — A).。一】}”， 从而 

mitkCD-DHH D) = [„- rank(/.-A>]4 [rnnkU” - A》 十 “ 一1 )w ] -埘 = o . 
因此 AA t - A f A .= O f i^j t = 

即■…， .4, 两两正交# ■ 

点评例的证明的关键是构造 （ S7) 式所示的分块矩阵 g , 把间鼴转化为去证 
rBnk ( D - DHH r D >^ 此时需要用到《离等代数学习指导书让册>》第 5 . 3 节例 S 的络 

论’避需要 rank<Ai >+rank(A； 》 + _’* ■^邮 k(A，？=rapt(A) 这个结论•以及馨等变換為的 
秩的一个公式： 

rank ( A > + rank ( f H — A ) — n r 
由此#出，类似地可以证明 F 面 一 个结论_ 

例19设 V是数 J* K 上 n 维线性空间， Ai ,烏•… ，或部 是V上的线性变換*设 A = A ^ 
鳥十…+成，证明：如果 4 是*等变搡 £L rank ⑷ =^ nfe 0M 士 •fc 01f ) +“- + _ fcu > T 
耶么 4" ★，…，次是两两正交的幂等变换 , , s ' 


.3 线性映射和线忤变换的矩阵表兩 


证明与例！8—样■构造分块矩阵 G , 并且把它分解成 
A , .烏，…, A , 是两两正交的释等变换 
㈡ G — D 

㈡ ru n k ( D ^ DH H D > 0, 

由于 rankt .4) — rank () l-l A 是補等变換 * 因此 

t = i s 

rank(D> — ^ rankCA.) — rEink( A) = 一 rank( — A) 


BSB * 


则 


例 18 中已计算 ffi 


raokfl- — /■/H ， J D) == fanki l M — ) -r — 1 )n 


据《高筹代数学习攢导书 彳上册 K • 第 S. 3 节例 6 将 

rank( L) — DHH"D) = rank(jLJ) 4 rnnkf i - - IU Tl}) 


[u — rank(/. - ,A > ] -h ^rank( l« — A) f (s— ! 3 ， j] 一 


H 此，山，…, A , 是两网正交的踊等变换， 

点评例19的逆命®也是成 i 的证明线索是；由于 



■ V fe 两两: E 交的 W 


等变换•直接计算诃得, A = A t 十 A 3 +… + A , 也是幂等变换 fl 再据例17得 W 

nmkCA) = rarik( A ： ) F rankC4: > + “• + ranfcfil,). 

例 W 用矩阵语言来叙述就是 4 高等代数学习 指导书 （上册） J 习題 5. 3 的第 11 题，在 
"习题答案与提忝”中写出了它的证 明， 

例 2 f > 设4是域 F hu 维线性空间 V 到 > 维线性空间/的一个线性映射，它 V 的 
—个耦〜心.…心和 V "的 -个座％ •平 •… F 的矩阵为 / U 设把 V 中的佝世付应到它 
在基 at ★ * …下的坐标 * T 把 V 中的 ㈤ M 对应到它在基％ .帝 * …，下的坐标*设 A M 

、丨 -.. €ii ^ | W, 

FV 到 F 1 的…个线性映射 j ( X > = AJT w iE 明： 

trtKerA ) — KerAt rCIfrL 4) — ImA , 


证明 


tKKerA) ■ KerAt r(Invl) — ImA, 

据本节命题 2* 有 r ( AU ))= A(aUU 乂由 E V 到 F N 的一个同构 


映財 ， r 1 V " 到 P 的-个 同陶映射，闲此有 
ffC KerA ^4Aa=0 ^r(Aa ) =0 

㈡ Wa ))=^0 ㈣ < r ( a)€KerA 


从而 


at Ker A) = Ker .4 


re invi ^ 存在 

㈡ 存在 a € V 使得 r ( r 〕= r Uoj :,, 



㈡ 存在 o 6 V 使得 T ( y)-A U ( a )) 

肖 r (7^ 6 ItnA , 

从而 r < Tnvl ) — Im>l & ■ 

点评例 20 吿诉我们，域 F 上 n 维线性空_ V到 i 维线性空间铲的一个饯性映射4 
诱导了 F* 到 r 的一个线性映射又— ► AX% 其中 A 是 A 在V的一个基和V'的一个V 
T 的矩阵，且 ir6 Ker 豸当且仅当 a 的坐标 ir(^) 专 keilyf ImA 当且仅当 y 的坐标 r(y)e 
ImS , 特别地•域 i 7 上；?维线性空间V上的一个线性变换 A 诱导了 F* 上的一个线性变换 
S *Xi ~ ^AX •其中 A 是 A 在纩的一个*下的矩阵，且 &K 枕 A 当且仅当 6 的坐标 
eKer1mA 当且仅当 y 的坐标 a (y)einvi, ’ 

例21 已知 P 上的线性变换 A 在基 

^ - (-16,7 1 -13> , ,11 3 - (9 ■一 srrf 

F 的矩阵为 


f 1 -18 151 

^ - I - 22 20 * 

* 1 — 25 22 

求 A 在褪 fj L U ，— ZAV ,t] =(3, 1 ,2)\q =(2.1,2)' F 的矩阵 #. 

解设 <ij! t tfz tif：i > = («* *a .£r ： i>S, 

记 t> (a ： ^a i ? a )^f = (rj ： *rj ： ■ 嘞 1 _ 則 H 节巧 , y * 是 

B = S ^AS =- (C ' H) 1 A(C^ J H) = H ! 0\C 1 H t 

计算得 





线性狭射卿线性变换的矩拜 mm 
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证明设 A 在 V 的一个基下的矩阵为对于城 F 上任一 级可逆矩 
阵 P， 令 

(轉"决 ，…， ) = ( m ， a ” … fO.)jPr 

m k *與•必是 V的一个基，且 A 在施的.典，…•爲下的矩阵为 P • l AP , 由已知条件得. 
P i AP = P ， mAP ^ PA ^ 据 f 高等代数学习指导书 （上册 >J 补充题四的第3廳可得，域 F 
史与所有"级可逆矩阵可交換的矩阵-定 是， 1级数 M 矩阵，闵此 A = 对某个 k € F , M 
而 4 = = 即4是数乘变换 r _ 

例 M 设吖，岛吻 .CN 是数壤维钱性空间 v 的一个基 Ji 的线性变換>|在此 
基下的矩阵为 

1 0 z I 

一 1 2丄 3 

1 2 S 5 

2 -21 —2 

⑴求 A ft ffi — ai —2 a ； 4 ^ — 3 oi - a , ^ cm = aj + a ^ *yi - 下的矩阵； 
(2>求4的核与 值域； 

(3) 在 Ker / I 中选-个雜，把它 4 T 充成 V 的一个遥，并艮求 A 在这个基下的矩阵 i 
<41在 lir ^ 中逸一个基•把它扩充成 V 的一个 基*并且求 A 在这个码 F 的矩阵 . 

解⑴ fnr 1 • 





B = S *AS 



线忡 映射 


一 3 

3 

〜2 

4 

10 

10 

—了 

i 

3 

16 

40 

40 

■*~ E ― i~■, 

3 

3 r 

T 

1 

— 7 

—s 


(2> 令 A(X> = AX. 则 A ill K 1 上的？个线性变換，据例 20 KltA 当且仅当 0 在 

基仍 ，„愚 下的坐标 X 6 Ker Aiy € ImA 当且仅当 y 的坐 标属于 Imi ■在 V 2 节内容 
輜华中已指出等于齐次线性方繼组 AX = U _空间. 】 ,^彳于矩阵/ V 的列空间， 
为此把 A 经过初等行变换化成简化行阶禅形矩阵 s 

1 rt m ， f I 0 2 1 \ 


一 1 


0 2 
2 1 
2 5 


—麵 


J 


-2 


0 0 
0 0 


0 Q 
0 0 


于是 



0 的■个槌離解系趟 


1 


从而 K^r A =( X l f X t > B 于是 

Ker 為 =< 4a 1 + 3_ — 2 氣 " 

4的列向■组的-♦极大线性无关组是 


^ 2 a 2 


迮4 


n 


y 2 = 

- 


2 


从而 Ira ,4 = <^ , V ; ) W 于是 

- lrnA= ia x — m +^ + 2^4 * 2ifs +2^ — 204). 

(3> 先把 KerJ 的个基 H 扩充成 P 的一个基： 

i 4 j_ 1 1 i i i #0 

3 ：! , 2 - I 

馬二 n■ X, = I x 





线性映射和魏性掩换的矩脾 mm 
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于是第〔2)小鼴中 Ker A 的-个基扩充成 V 的一个鹄如 F : 

4ffj + ——Eflj , ai + Zai cri • c 

V mma , a t 到上述雄个碁的过 獍矩阵 p 为 


— 2 


0 0 0 

I 0 !:0 


从酣 A 在基 4 <ii + Seri — 2 a ^ iai H " 2 at — Cf 4 *Qt ^ G \ F 的矩阵 C 为 


pi 


o o — i 


0 0 


0 0 


0 0 


(4) 先把的一个 躲扩 充成 K 4 的一个塞 


r « 


fi 


* 


y . 




于-是第 (2) 小題中 Irn A 的一个基扩充成 V ' 的一个基如下 

at — Ci + di 4 - 2a, , ta z -f 2a } — 2cn 

V 的基 h ，町， a 3 ，叫到上述这个基的过疲矩阵 Q 为 

! ' |,， i 0.01, 


1 2 0 0 ’ 

i 2 -2 0 0 

于姑 A 在基幻 1 + a: iH,2o : +2 a] -2a,, a ：. ai F 的矩阵 D 为 

f 5 Br ) 


Q ] AQ 


* 


O p 0 0 

! o o o o 


例 2 4 给定 fC 的两个基 a , u 与 ifi n 同例 2 U 定义 K s 上的一个线性变换 
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W 使得 


ji 巧‘， i = 1*2*3* 

( U 求 B 在基 at , a: ， a , T 的辦1 

(2) 求 B 在基 n : ■屮 F 的矩阵, 1 

解在例21中已求出坫氣南，轧到基 if ! ，，的过渡矩阵 S 为 


S 



1 -3 

2 — 5 I 


i |R 1 m 署 ■ 鑛 ，^ 

朗 （ i | i ， i|r tij ]) —(iii id . to^Sd 

<1) a .a E rtx ) = (ji ， ri ， )；=(&, t n ， tflj )S* 

因此 i # 在基下的知阵为 S H 

⑵ B(fh ）=TJ jcr] ,ctj, a )S] 

= [ 肌故 • 猜 ， <*j (ifi pin . 中） S» 

因此 A 在基 If , ，取⑨ F 的矩阵 为 s = 


例 25 A M 9_2 节例 II 所定义的到 的 ，个线性映射，在 A _* 中取 一个基 


• fl| = 

在 k 1 中取一个 as : 







= 

1 r I 

^ * 叹！ = — l 

-■Ol 

» |?1 ： = I 0 

^ ft ^ 的棋 a ，cr .Cfi ，a 

. 2 J Hi 0 i 

1 和 K 基 t ， Jj: * 中 

1 5 I 

r 的矩阵 a. 


解 



■T, 一 Bjc£ + — 2xi 

—霉 i 11 a + 2 jcj — Bjf 4 . 

3x, 十 S.T! 丰心 




- il 2 
5 0 


-2 


‘ T * 



M 





ii 撤峡射和 « 性变換的矩_嫌示 


_ 


zm 


于遍 




1 , 

3 


Aa 


^ 2 1 
-12 , 




m 

n 


Aa 


15 


由于 


ACo( t%tils pdii) = (f[t *v|r i%)A, 


因此 


I 0 
I 0 

0 I 


12 

8 


10 -15 
8 9 


“产 f0 -|| 

— 1 i 一 18 

^ 1 12 

10 15 

13 " 20 

— ] 4 — 27 

m 26 在 p 中取 - 个衹：％ = 

n. 


mm 腳.甲驭-■个*成1=(1,— ir •恥； oKir * 在 k _， 中取两个向 My =( i _ o , 

定义 KV 到彫的一个线性映射 A 使得如』=於，卢 V 2, 在 K 1 
中取一个綦 % ( 1,1 f t ) # = C 0, 1, 1. if , ,0,1 ,求 A 在 K 11 的基奶，吣和 的 

基％ ，圯 F 的矩阵 /U 

解 Aia , , a 2 ) = (ri * 7.1 K 

设 r ,， r : 在尺 的基 T 的坐标列向 i : 分别为又 
则 （A *) = (IJ: ， IJi * IJs)(fXi ).h 

于是 

ex% ,x t y= < 屮， if! ，卟 ） 1 (ti #7i ) 

rl 0 0*i "* V i —5 
= 110 0 0 
I I I -3^ 15 


- ~ 5 


一 1 


10 


由于 A(a ) =fTJj t 7j ^7t ， y(X l ,X K 

因此 A 6： K 的接 IT . tt 和 K 的鲔 a ^ ,1, 下的矩阵 .4 为 

I -5 y 

1 ■ A = - 3 "Siiu * 

^ 2 10 


， >u *：ii : 



例 27 设 V . v ' f 分别是域 F 上”维“维，所维的线性空闻 . A 昏 Hom ( V _ V 3_ J»e 
Hom ( V .V ) * 设、4在 V 的丛… … * a „ fll V 的桂 h 夕， * … ■ 亨卜的矩阵为在 〆 

的基心 • 炉 * … * V 和 V 的基沒，成- -之 下的矩阵为 ii * 则04在 V 的基^ * CT ： * “■ iO , 和 \,’ 
的基 A - H 下的矩阵为 BA 。 

证明 A ( d t _ ff % * 炉 ，… * 免 ） A * 

于是 

(fti Kai ， <a ■”… >'— 糾 .( 切 》 炉 •… .T >AJ — » 洛 * …， t ) ] A 

=[< i t - tH …乂 KB / U * 

因此枝 4 在 V 的基 am …和 V 的基 & ■泰， …，^ F 的矩阵为方 A . ■ 

例 2 H 设 A 』都是域 F [:的^ X n 矩阵证明 a 元齐次线性友程组 AX = fi 和 RY = 
»问_当且仅当存在域 F 上的 j 级可逆矩阵 t ' 使得 B = CA , 

证明定义 P 到 P 的映射4,好分别如下 3 

A ( a ) = Am tli ( a ) = , Va ^ 

则 A _ B 都是 F " 到 F ' 的线性映射 ， Ei Ker 4 等于 AX Ml 的解％间 ， Ker B 等于 JSJf = G 的 
解空间，由于 Ker A 是 P 的一个子空间，因此有 ^Ker A ^ W m 已知 AJT =® 与 BX^Q 
间解•因此 Ker A 完 Kcr B . MM F ' ^Ker B © W •设 mnk ( A ) = r ■则 dtm ( Ker A ) = n - r m 
从而 dbn W =«_ Cn — r ) = r A 在 W 中取一个基 fft ，… ，江 ■在 Ker 4中取一个基從…，•*、 
a rt :则％ ,…， a ，， c ，4 I * …，》，是 F ’ 的一卜基， F 是 / la r ,…， 4 a . 是 htvt 的一个*基.由于 
Ker «= K er 冬因此 Jfe _ ，… . Ub f 径 ImB 的一个域•把它们分别扩充成 F 的一 个基： 

如： *4^, y 5 

Rji ，…# I 3 b r ,£{ ，…•在^ 

定义 F * 上的一个线性变换 C . 使得 


CiMi ) = Btti , i = 1,2 .…， r , 

C ( r t ) = 表， j = — r . 

由于 （'把 基映成基，因此据打例 12 得， ra 可逆的.从而 C .& F ， 的敁准基 £ 4 n 
下的矩阵 C 是 S 级可逆矩阵， ' 

从 A 和 B 的定义看出， A 和办 在 F ” 的标准葙 e 心， …， t ■，和 F 的标准: Se s .6.“^£ 

下的矩阵分别为 H 于是据例 27 得,€ 4 在 F _ 的基秉 a ，…必和 F * 的基 匕，心„ £ 
下的矩阵为 C / U 由于 ^ 

< CA ) uf , ~ C(Ao ) ^ Ba , * I — J ，2 ，…, r , 

i€A)a t —€(AaP =CCO) =0= Ba. i j = 广十 V* … ，符 ■ 




9,3 线性映射和线性变換的矩阵在示 * 377 * 


闵此 C/l = 8。 _此得出 

习题9+3 

L 在 R R 中 .由下 述两 个涵数 

fi = e 1 ^ cosAr » 

生蛾的 P 空间® 作 v , 其中 f ,, %是不是 V 的卜 个稱？ 求导数 U 是不是 V 上的 
f 线性变換?如果是，求 f ) fli V 的一个填 /,. 人 F 的矩阵， 

2, 给定定义 ttLrl 到自身的一个映射4如 

.4(/{ x )) — /(尤+ a ) — /( j *). 

A 羅不是 RLr ] n 上的一个线性变换？如果是*求 > t 在 RDr ]_ 的一个蘂1 , x — <2 ,^( x — a)S 

•••. ( 典」 ^〆 ^” 1 F 的矩阵 = 

3. 在习题总 .2 的第3麵中指出，求一个原函数记作队它的定义如 F : 

B ( a c , H ~ <3 j 4： + *” + a *. * ^*) — + + 4- 、 jr rt 1 , 

- 2 n — I 

官是 RO ： U t 到 ADr ]. 的一 t 线性峡射_求 B 在 R [ ji — t 的一个基丄 
RI >1 的一个基 Ku 1 , 2 W 下的矩阵良 * 

L 在 K 1 中取一个基 1 ) , a :[ = ' \ A , oy,a ^( UO . O )% 在 K 2 中取 3 个向 

#* ri & CU - l)%yi = COa > > . t , = (2,- l > ， 13 定义『到 K s 的一个线性映射 A , 使得 

^cit — * i — 1*213* 

在心 中取—个求 *4 在 K 1 的基％，《”<!和 K : 的姑 17 : _1|」下 
的矩阵、 

5. 已知 K 上的线性变换4在标* n 下的矩阵是 

’ vJ 5 -LI Si •、： 

A = 20 -15 8 , 

1 8 -7 + ； 

求 A 在祜 中 = (3.4,1 厂，屮 = U *2.2) m 矩阵 il „ 

6. 设域 F 上3维线性空间 V 上的线性变换 A 在基& T 的矩阵为 




f ^n 

^if 

“IS ' 

A = 

^Ki 

«ri 

a m 




«11 


^Xi 




/s ^ e ,Br slnhr 





諸中 r = rank ( A ) , 
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(1) 求 .4 在基心，奶， a 下的矩阵 | [ I . I 4 • ，.絨 

(2) 求 A 在聲知"•” a) 下的隹阵，其中 Ae F 思在尹0; 

<3)求力 ifr: 基 fl 丨 》<T， 十 as 下的矩阵* 

7-证明 r 如果域 F 上两个 it 级矩阵 A 与 B 相似，那么它们可以看成是某个„维线性空 
间V上同一个线性变换 A 在 T 的不岡基 f 的矩阵， . 

fi . 设為是域 F 上 w 维线性空间7到 a 维线 性空间 V '的一个线性映射， A 在 V 的基 
tt 1 吻 •…•也和 〆 的蘂 ，、… ，不 下"的矩阵为 AM 在 V 的基势必•…，爲和 f 时基遂 | _ 
表，…碱下的矩阵为 B ， 证明 s 如果 V 的基仏，勿，••.,％ 到着办 ，择•…，典的过渡矩阵为 p t 
1尸的基丨 * J ? ■■… - »?,到祛 m . 的过渡矩阵为 q ,那么 

B - Q l Ar, 

9 . 给出本节典型例瓸例 I 3 另一种证法:设/! 是域 F 〗，■，，维线性空 p W 到 j 维线 性卑 

M V 的一个线性映射; 证明淨 在曾的，个塞和^的一个基，使得4在这一对基矩 
阵为 ^ 


9 . 4 线性变换的特征值和特征向量，线性 

变换可对角化的条件 

9 • 也 1 内容精华 

从这一节开始•我们将对于域 F 上 it 维线性¥间1上的线性变换4.研究如何找1的 
一个适当的 ® • 使得 A 在这个基下的矩阵具有最简单的形式> 

首先研究对于线性变换 A . 能不能找到 V 的一个 _ s 便獬4在这个箠下的矩阵为对角 
矩阵 。 

_4在 V 的基& 士，… ，& 下的矩阵为对角矩阵 

.^ r \ WJiC \ Ui 


名 ， fe ，…， &> = ( 右 ，&,•••,&)© 



* 



/―\ 


㈡ 



:《7” 


线性变 換的特征值和_询《_线性变换耐对角化的条件 



一、 线性变换的特征值和特征向屋 

由 { i ) 式受到启发， ㊉ 出下述 m 要概念， 

定义1设 4 是域 F _ h 线性空间 V 上的 - 个线性变换.如樂 V 中存在一 卜非 本向 M 
中存在一个元素使得 

-4^ — X ^ S * ( 2 ) 

_么称 A , 是线性变换4的 个 特征值，称 f fet 的 WT 持征鹿心的 一个特 征向量 

对于几何空间 v ，如果？ 是线性 变换 a 的谰 于特栖值; u 的一 个特征向量，那么 a 对 e 
的作用避把 e 拉仲（或1£縮>1涪《 

定 义1 对于域 F t 龙限_鱗性空间 V 匕的线性变换 A 电适用 
对于壤 F 上 n 维线性空间铲上的线性变换 A •缉它在 V 的一个箠 0| w ”.％ 下的矩 
阵为 A ，向 If f ft la , F 的坐际是 AH A 6 则据 1 3 p ( 19) 式得 

M ^ ㈡ A ¥ = X ^ X . (3) 

由此得出 T 述结论： 

U > L ife 4 的一个特征值趣 A 的一个特征値； 

<2> f 是為的域于特征值 A t . 的一个特征向鐵 
㈡€的坐标友是_4 的鳩 于恃征值 h 的特征向 ftp 

上述第 m 个结论表嗯:钱性 变换 4 在 V 的一个基下的矩阵 A 的全部特征值就是线性 
变换 A 的全部特征值 t 第( 2 》个结论表明 ； 对于犛阵 A 的每一个特征值氱，求出齐次线性 
方程组 ( AJ — A 璜=0的一个基础解系果.不 ，…， 足*则分别以 …、 X t 为坐标的阳 
if < 就是线性变换 .4 的厲 r •特 址值 a 的梅大线性尤关特征向蟹组 。 

二、 线性变换可对角化的充分必要条件 

如果 v 中存在一个基 T 使得线性变换 a 个褪百■的矩阵是对角矩阵.那盔称 A 可对 

角化. 

由于线性变换>1在V的不同基下的矩阵是相似的，躍此线性变换 a 可对角化当 ft 仅 
当- 4 在 V的基 f 的矩阵 A 可对箝化， 

n >式的推导过程证明了 f 述结论： 

定理1域 F 维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化当 i 仅当4有 W 个线性无 

关的特 ■_# s 名,雜时4 y 的矩阵为 - 






# 
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A 这 0 


0 A m 


C I ) 


其中 V 是裊所厲的特征值（即 A 4 V = A 忒 h /=】，2, 矩阵 <4)称为 A 的标准形，除了主 
对角线 Jt 元素的徘列次序外^的标准形提由4唯一决定的. ■ 

从定理]立即 得到： 


推论1域 F 上《维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角 ft 当且®当 V 中存在 lit 4的 
特征向量组成的 一个基 m ■ 

设 A 是域 F 上线性空阉 V 上的一个线性变换, A " JS .4 的一个特征值，令 

‘ dief « 4 - f - ■ § : •神- , 

^ i 0 ifl £■ V I ^ — AiioK C 5) 

易验证 V ^ JSIV 的一个子空间，称 V ^0 A 的厲 f 特征值 JU 的特柾子空间 D V & 中全部非窖 
向 撖就是 A 的肩于特征値 A 0 的全都特征向量，由于 

e V h ㈡ M =Aoa « (A,/—4)^=0 ^ KerCA^i —4>, 

因此 = Ker ( A „ 卜 A > • (6) 

即线性变换 A 的嗝于 特征值 h 的特子空间等于线性变换; UJ — A 的核， 

设V是域 F 上 it 雄线性空间，V上线性变换 A 在V的一个基 a, •句，■，..％下的矩阵为 
A，A。 是>1的一个特征值 8 设 tf 是V到 F* 的一个同构映射•它_ V中向_对应于它在基 
.幻，•••■%下的坐樣 ，贓多 等于 n 元齐次线性方程组 (Aof—A>Jlf = 0 的解空间，即矩 
阵 A 的属亍特征值 h 的特征子空间，于是 


dim( — Ji — rank【A . / — /I ) 


=« - A ), (7> 

山于域尸上《级矩阵蚵对角化当 m 仅当的 w p 界间特征值的特征 r 空间的维数 
之和等于 fi , 因此从上面一段话得出 4 

推论2域 F h " 维线性空 N V 上的线性变换 A 可对角化当且仅$ 4的厲于不网特 
8 E 值 的特怔 子空间的维数之和等沪《 & ■ 

据8_ 2节例23可得•域 F 上 n 级矩阵 A 可对角化当1；仅当 F" 等于 A 的属子不间特 
征值的特征 f 空间的 fi 和，因此有 t 

推论3域 F 上”维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化当且仅当下式成立 s 

y — © — © V ,, eg ) 

其中 Up … a 是 A 的全部不间的特征值_ ■ 

由子 W 维线性空间 V 上线性变换4在 V 的本阔瑤下的矩阵是相似拥，而相似的矩阵 




鷂 性变換 的特怔値和特征 # fit ■ «性变换町 对角牝 的条件 



丄 SI 




有相麴的特征实项式，因此律们把 A 在 V _ 一个基下的矩阵 A 的特征多项式称为线性变 
换 a 的特征多项式：设 t m a 的一个恃征值*把.山作为 a 的特征多项式的根的盥数叫做 
A , 的代数重数（简称为重数） •把 A 的属于恃艇值 A , 的特征子空间的维数叫做 A ， 的几 
何重截，据 《商 等代数学习指导书 （ 上册) J 第 S ， 5节命题2可得，域 Fin 级矩阵 A 特征值 
A s 的几何重数不趙过它的代数重数。因此域 F 上"维线性空间 V 上的线性变换 A 的特征 
偵4:的儿何欺数不超过它的代数 ffi 数,： 

据推论3和定埋1 得： 

域 F 上》维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化 
㈡ V _ = \\ © V \ ® *"© V . »其中 A , . A ；? ，…是4的全 部不同 的特征 fft : 

㈡ 、中取“个 基1 •…. ， v , 中取一个 * • 6, : ，…. v \ 中取-个基$ •■•••， 

.它们合起来是V的一个基，其中 ••” ‘是 A 的全部不同的特征值，此时 A 在V的 
这个基 F 的矩阵为 

«■ 

i 

* 

A * 

Aa 

# 

■ 

W 


因此 a 可对角化当且仅当 a 的标准形为对角矩阵，其主对闱线上的元素是 4 的全部特征 
值，風每个特征値 v 出瑰的次数等于它的几何重数 n . 于是当為可对角化时 m 的特征多 

项式为 •〗，々/ , # 1 • 

U — iU、a — A r > r i … （A — ， I 乂 - ( to ) 

且 A , 的代数重数等于它的几何重数 q ， i = I ，2* …山 反之 i 如果 A 的特征多项式在 F [ A ] 中 
能分解成一次18式的方幂的 乘积； 

(A - M U - A ? )(' … (A - A r * ( 11 ) 

其中 A " A ，…, A , 两两不等,中且 A 的每个特征值 A , 的代数重数/,等于它的几何 fi 数，那 
么据推论2得 M 可对角化， f 是我们证明 TT 述 结论： 

命题 I 域 F 上||维线性空间 V h 的线性变换 A 可对角化当里仅当 A 的恃征多项式 


0 


疇 


A, 
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在 FU j 中可分解成 

(A -Ai) 1 ' a-A|)^ … (A _ ， m) 

苒中 n •… _ A 两两不等 41 A 的锊1、特 Uu 的几何®数等 F 它的 代数® 数， ■— 丨.2， 

〜_ ■ 
定理1，推论1，推论2,推论3,命题1给出 f 域 F ± It 维线性空间V上的线性变换 A 
可对黹化的5个充分必要条#，在汉 7 节我们 将给出 vl 可对角化的第6个充分必要条件. 
希項读 者熟练苹裡这 6 个充分必要条件. 

三、 特征值在实际问题中的应用 

线性变換和矩阵的特 M 値和特征向 M 不仅在研究线性变换和矩阵的町对角化问驅中 

起着关键 作用. 而且在概串统计，贿机过漉，振动，机械压力.电子系统•貴子力学，化学反 

应，遗传学•錄济学等领域中起着重要作用,下面举一些特征値应川在实际问廳中的例子* 

美国莊1利0年建遗的塔科马 （TacomiO 海峡桥，一开始进座桥有小的波动 。 许多人好 

奇地&这座移动的桥上驾驶汽车，火約4 t 月后，振动变得®大,最后这座_坠落到水中. 

对沪这座桥倒塌的解释是 s _ 于风的麵率太接近逸通桥的固有频率引起的振动•而这座挤 

的阎朽频串是桥的建模系统的绝对值最小的特征値*这就是特征值对于工程师分 析建筑 
物 的结构时菲常重要的原因~ 

用各种乐器 澳赛 乐曲时，霱要调音 .使 它们的频率相匹配.这是我们斩听到的音乐的频 

举*虽然音乐家为了更好地演奏他们的乐器并不学习特征值，但是学习特征值錐够解释为 

什么篇种声音使茸朵感到舒适，而 Jt 他声奇避*^降半音的”或 w 升半音的' 当两个人在和声 

地唱歌时* 一个人的雕音的頻率是兒一个人的常数倍，这是使人舒适的声音 • 特征值珩以 

用于音乐的许多方面 * 从乐器的最初设计到演奏时的调晴与和声,接至连音乐厅的每一个 
座位如何接收到高品质的声音也被研究 。 

小汽车的设计者研究特征值是为了抑制噪杳使得有^个安静的乘坐环境 # 待征值分 

析也用于小汽车的立体声系统的设计，使收听广播的声音对于司机和乘客都感到舒逋 * 并 
通讓少由于声音太大的音乐引遛的汽车的麵动， 

1HE 愤 ill 可用 T 检奔阁体的裂缝或缺陷.当 -- 裉梁被撞击 ，它的固 有频率 （特 ，征值 >能 
够被听到 .如 果这根粱有団响声 1 那么它没有裂 缝,， 如果声嗇迟铕，那么这根梁有裂缝 6 
因为裂缝或缺陷会引遛特征值变化 ■ 灵敏的仪器能被用于更精确地看见”和“听到”特 

石油公司把特征值 分祈用 于勘探 釆編石油的地 点， 砑油、泥土和其他物质都会引起线 
性系统 ，它们 有不同的特征值* 子是梦 析^^征值能够付査找石油储醜的地点给出— 个好的 
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* 


预测 w 汕公司把探 ■器 放在场地四爾，锒测來自用于使地面振动的 1:1 大卡车的波 * 当波 
穿过地下不同的物®时会发生变化•分析这些波珂以给石油公司指出可能的钻孔地点 " 

_收音机收听疒播时，要改变谐振频串直到它与正在广播的頻率相匹配 * 工程薄在设 

计收音机时要利用特征值， 

特 fiE 饱在经济学领域中也有许多应用，读者可以参着有关的书鐮 * 例如 * 在研究进 G 
总额与国内总产値、作阽遞、总消费置之网的依赖关系时，首先收集数据.然巧建立线性回 
則分析槙型，对参数行估计 • 一种估计方法是主成分怙计，它基于特征值和特征向 
在-定条件下龙成分怙汁比般小二乘佔计有较小的均方误差 • 

9.4.2 典型例题 


例 


设V是数域 K： 上3维线性空间 *.4 龜V 上的 一个线性变换，它在V的 t 基 


ffl -Of 胃 Ch 下的矩阵 A 为 


/V 




^22 
2—1 4 

2 4—1 


求 A 的全部特征值和特征向是和可对角化?如果 A W 对角化.求 .4 的标准形, 


解 4的特征多项式为 



A — 2 2 

— 2 

\ XI-A 1- 

2 A+1 

- 4 


一 2 — 4 

A + 1 


(A -3 )-fA + 6> 


于是 A 的全部特征值岳 3( 二重）， 一 6 & 

对于特怔值3•解齐次线性方程组 （3 f — A ) X =- a » 得到一个基础解系 


1 一 2_ 



1 

. 

0 

0 

L. utf 


1 

h mi 


于是 .4 的 W 于特征值3的全部特征向量逛 

I4 l ( — 2 ai 十 (Ta > + k 2 ( 2 ai +o ,) I kj K * |：1 4；! 不全为的， 
对干特征值 -L 求出 （ _ 6 f — A 】 X=0的一个基础解系： 



3 SI 
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于是 4 的厲于特征值一6的全部特征 向撖是 

\ k { a ^ 2 at - U ,) J k e K， 且 ^ #0}. 

!fl 沪矩阵 A 的厲于不同待征值的特征向最是线性无关的，因此线件变换 A 的属厂 5 

同特征值的特征向置是线性无关的•从而 A 有 3 个线性无关的特征向董 ，子是 4 嘢对角 
化。 . 4 的标准形为 

, f 3 0 0】 

* Mr ! I ： 1 • • fl ( }：. ； j [ ! 0 3 d _ ■ 

0 ! v 0 6 J > « ^ 7 ' : -; 

例2在 fC[_r：Un>：l> 中，写出求 导数办 的特征多项式， 

解在 KTj - J , 中取一个基】 ，U * … ，《!.* 、求导数/?在此基 F 的矩阵 D 为 





从 ■/> 的持征多项式为 A 




例 3设4是数域 K 上4维线性空间 V !的 
^ * a t F 的矩阵 A 为 


个线性变换•它在 V 的一个搖 ai 


.I 0 0 

A ooo 

A = 

jlfl O '； 0 

0 0 o 

(1> 求 A 的全部特征值与特征向 f | t * 



(2> 求V的一个基，使得 A 在这个基 F 的矩阵为对角矩阵，并且写出这个对角矩阵, 

m CD 〜二 



丁 ■是 4 的全部特征值鏟 ( K 二重 )■ U 二重 h 


0 

a 

o 

A — 



对于特征值0 _解齐次钱性方择组 （ 一 A)X— 0 .求出一■个基础解系 3 
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于是 A 的厲 干 特征值0的全部特征向 fit 是 

{Aj a ? 1 ，是 K t it 不全为 0 ^ * 

对 T _ 特征诮 I •旃齐次线性方程组 （j 一 二 0_求 出 个 锂础 解系: 



于是 A 的颶于 恃征值 1 的全部特征向■是 

{ t{ Cat 4- aa) + 1：ga I fe»/a € K ，減 - 心不全为 0). 

(2) A 在 V 的一个基 at ，奶 +aj *04 J ' 的矩阵为 

fO 0 0 0 \ 

0 0 0 0 
0 0 3 0 * 

0 0 0 1 

J 

例 4 设 v 是域 f 上的线性空间（可以是无 m 维的）， a 适 v 上的一个线性变換•证 明： 
a 的厲于不同特征值的特征向撤是线性无关的. 

证明设 H 是 A 的不同的特征值芝是 A 的属于特征® A , 的一个特 ffi 向 

假设 

= 0- (13) 

£13) 式两边用 A 作用，得 

.1 - * f |lf AfI + k t A^ M : ' ' H 11 •: 

即 4 ..… i 

Aj6 ~ 0, {14 ) 

又由于幻共; U , 因此不妨设; U 式 0 fl (13) 式两边乘 A e 得 

^1 Aifi "4( 二 0* 1 (15) 


(14) 式减左(15> 式.得 







忐 1 (Ai Ag )fi — 0, ( IB ) 

申于 ，Ai •因此 h = 0* 代人 C 13) 式得 ^ ff =0 ，从而 h =0. 因此 Si * ft 线性无关， 
用数学归纳法可 W _ T 到*设 Ard ,. … . A , 是4的不同的特征值, fc 是必 的肩于 A , 的 
一个特征向 •…， h 则 …， f , 线性无关 4 _ 

例5设 V 是域 F 上的缘性空间（可以是无限维的） , A 葺 ： F J ： 的一个线性变換, 

煶焱的网个不同的特征值4逞 a 的的一个持征向 y . f 二丨证明义十 & 不迠4 
的特征向量 U 

证明假如 6+ fc 是 A 的厲 f 特征值 A a 的特征向量，则 . U 石十?:〗=、〖？!+£>, < 
有 

英 Ae, -4 - ASi 十 hft. 

子 1 是 Ajfi — Aifi 

从而 U, — 幻 ） ft +(X t —A,)? I ^=Q. 

据例 4 得 A 4 线性无关，因此从上式得 

Aj hA i ~ 0 * Aj A r = 0. 

由此得出忒二，矛盾 M 因此 ft +& 不是 A 的特征向 liL ■ 

例 6 设 vv 是域 F 上的线性空间 C 可以 m 无限维的 >. A 足 V 上的一个线性变换 Q M 
明：如果 V 中每个非零陶量都彝 A 的特征向 M , 那么 .4 是数 乘变换 

证明假如 A 有两个不同的特征值 At 山 * 设 S 是厲于 L 的一个特征向1：,卜1,2肩 
ft ，&线性无关，且§, +&不是 A 的特征肉章，由于 ft +备尹此由已知条件得*,6+& 
是隽的特征向量，矛盾 . 所以 A 只有一个特征值; I ,,由于对住奪有岛= 
A ] 0 * f : ：L ( 0 ) = 0 0 * 因此 .4 — jl t » ■ 

例 7 设 V 是域 F 上的线性空间（可以是无限维的 i ,. 4是 V 1__的一个可逆的线性变 
换 t 证明： 

(1) 0不是， I 的特征值； 

【2)如果;^是/!的一个特征值，那么 A 。 1 是片 1 的一个特征值/ % " 

证明 （ n 假如是 4 的一个 恃征値 .则存在 vmi $关0,使得 々 uf = o .义有 
A (0> = G a 于是 A 不是单射，这与 A 坷逆矛盾 • 因此_0不是 A 的特征值. 

⑵设、是4的一个特征偾，则有 sewn r 士0,使得 A ?= A , f 两細 a I 作用，得 

-4^ ( A $) ^ A Ji cm ^ 

从而 e = A &4 1 匕由于為关0,因此 4- 3 ?】 Arf •即 V 1 是,4 »的-个特征值 ■ 

例8设 A 是域 F 上线性空间 V (可以是无限维的)上的线性 变换， 证明： a ) 如果4 
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是鞯零变换，那么4 一定有特征值，且 a 的特征値是0; 

(2) 如果 A 是幂等变换.那么 A —定有特征值 ， a A 的特征傯是】或者0< 1是域 F 的 

单位元 h 

证明⑴设 A 是幕零变換，其难零指数为 I 设 At 是4的一个特征値.賴有 f € V 鼠 
安竽 0,使得 

^ - A ,6. 

两边作 A 作用得， A 3 e = AfJUf > = Af 6_ 依次下去可得 A 警 = A ! 冬由于 A f =<K 因應 

碑 ㈣ ,由于$乒0,因此 #=()■ 从而 A t _ 

1 由千 A S ^ j 幂零指 数为“因勘/ 1 关认，从而存在 < t 6 V 使得焱卜、尹0， 又由予 f =«， 

因此 

A<A^ k ay = Aa — 0 = 0 (^ 

这表明0是 A 的一个特征值 t 

(2) 设 A 逛幂等变换，则据 9. 2节命睡3樹. 

V — 1mA 0 Ker 4, 

且 A 是平行于 KerA 在 Im A t 的投8^ f •是当 feimA 时. 

ie 

从而当 Im A ^ O 时 ，1 是 4 的一个特征值 • 

当技 Kc?r A 时 ，合' = 0 = 0^,从而当 Ker A #0 时 .0 是 / l 的 • t 特征值、 

由于 Im .4 m Ker .4 不可能 N 时为岑 F 空间，因此 A 有特征值丨或 0. 

设 a ,> 是 a 的一个特征值，则存在托 v 且 e 爹0.使得 

M = Anf » 

两边用 A 作用得 * i 4 s f . = Ai > 从而于是 Auf 二 Alf * 因此— A .. )5=0 •由 
此推出 Af ; — 人=0. 从或九 =0 = 于是 A 的特征值只可能是〗或 t ■ 

例9设 V 和沪都是域 F 上的线性空间（都可以是无限维的），设 Ae HnmCV ,^). 
Jl 6 Hom ( V \ V ), 证明 ； 

CD / UT 与有相同的非#特征值 * 

m 如果 e 是 AB 的属于非零特征值沁的一个特征向 jgu _ 么捭是 BA 的_特征值 
1的一个特怔向姐， *' ■ 

_ Unix ^ Uf 的一个锥零特征值•則在 V "中存在 .1 抓使得 UB>e = L |„ 两 
边用 B 作用.得 


HCAB f - ft(A f». 
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由此得出 （ i ? A ) (取） 

假如 = 则 = 由于國此 A tt =0_ 矛盾 • 所以埤关 CU 于是 
A „ 是似的一个特征值,琛是 BA 的厲于特征值； U 的一个特征向置.由于 A 与 B 的地位 
对称 ■因此 H 的每一个非零特征值也是的特征值。 

(2) 第 （ 1 ) 小题的 证明过程也同时证明了第(力小题的结论，， _ 

例 HI 设 V 是域 F 上扑维线性空间 j MV 上的一个线性变换，证明 ： 

(1>如堪 A 培楫零指数 />1 的幂零变换.那么， t 不可对角化* 

Q ) 如果 A 足薄等变换，那么,4可对角化 *0 .写出它的标 准形. 

_麻獅由于雇的幂零指数 />1 ，因雜 A #0_ 从而 Kcir ASV * 据例8的第 (1) 小 
勝，幂零变换 A 有特征值，且特征值是0 •于是 A 有且只有一个特征子空间由于 V a 二 
FCer<0l—4》；Ker/ISV* 因此 dimV 9 < w , 据推论2得， y| 不可对角化 • 

(2 J 设 A 越 W _ 等变换*则 V - hr \ A ㊉ Ker . 4 * 据例8的第 ( 2>小馳%特征值 . 旦 A 的 
特 征讷是 I 或 Ci ; Ji 从证明过程看出 • lnvK : V\，Ker A 一 V ,,显然1% C Ker \闽此 

V ^ = Ker A , 易证 VidtnA ， 因此 VflruA . 从而鹫=心 ㊉ v , 4 据推论3得可对角 ft D 
4的标准形是 

I 0 

0 0. “ r * r ^ ，’ J % • K . f - 1 

|. ? 4 

其中 r^ditn Vt^rnuk (AK ■ 

例 u 设 v 是城 f 上的 《 维线性空间 （„>n ,4 mv 七的一个线性变换.它在的一 
个 下的矩阵 .4 为 


& E 明： 4不可对角化。 



证法一由于 fAJ — A | =( A —心_，因此 A 的全部特征值是《(«重 >, ^T ^ nkial - 
A )= n — I ， 因此齐次线性方程组 (aJ _ A)jSf=0 的_空间的维数等于 《一 （ „一 由于 
" >1 ， 因此乂不可对角化，从而 d 不可对角化 • ■ 

证法二定义 V 上的线性变换它满足 




9.4 钱性变換的犄怔他和特征叫 i •统性变換可对用化的条件 


«■ 


刪 



0 1 0 …、0 • 你 p M !1 lykifliPr 

0 0 1 … 0 0 

BCtfl pOs t * ft# tCF ^ ) t ；= (ttfi ■** ## * *** . • S ' 腎辱 

0 0 0 — 01 

\ 0 0 0 … 1 0 0 

等号右端的 《 级矩阵记作 0, 

由于•因此十亂极如 A 顼 对角化，卿 V 中存在一个基彝 嚙 •…,使得 
A 莊此基 F 的矩阵为对角矩阵 D H f 是 B 在此 * 下的矩阵为0 — M •仍枭对角矩阵，从而 
b 可对角化*由于 B -= a,ir .因此 B 蛀補零 指数为 n 的幂零矩俾 v 由于因此据 
例10第（丨）小题得*月不岈对角 ft 。 矛盾、所以4窬可对角 fc 5 _ 

. 例〗2设 A 是数域 K 上 n 维_性空间 V 上的对合变换满足 A a = f >, 诎明4有 
特征值 .a a 的特征值是1或一 u 

证明设,4在 V 的一个描 卜的 矩阵为 A . 则从 f = J 得出 ..4 即 + 4是数域 K L 
的对合 矩阵. 据(高等代数学习指导书（上册)>习« 5. 5的第3题辟 . A 苻特征值，且 A 的 
特征值遒】或一 1* 从 lft '4 有特征值* R A 的特祉值楚1或 一 U ■ 

例13证明：数域 K t n 维线性空间 V 上的对合变換一定可对角化 .E 写出它的 
标准形* 

证明设 A 在 V 的一个基下的矩阵为 A , 则 A 为对合矩阵，据 t 高等代数学习指#书 
( 1册0习题5*6的第3匾，,\可对 fll 化，且/\的相似标准形为 


1 

0 , 

0 

\ 

— 1 

1 


其中 r - rankff + A ), 因此 A 可对角化•且 A 的标准形如上述昕示，其中 r ^ rmkU ^ A ). 


： u 

例 t 4 设 A 是域 F 上绎性空间 V h 的线性变换 • 如果存在正整数 m, 使得 >r = /，那 
么称 A 是周期变换;使# = J 成立的最小疋蠤教 w 称为 A 的周期，证明 * 复數域 上《维 
线性空间V 1:的周_为 W 的岡期变换的特征值都是 m 次单位根,， 


证明设 a 在 V 的一个堪下的矩阵为^则 a 羅周期为 m 的周期矩阵, mm 等代数 


学习指导书（上册> 叫屢 53的第4題” A 的特征值部 ft 餘次单位根.认而 A 的特征值都 
是 w 次单位根_ 1：| _ 

点评在例8的第 （2 M ‘® 和例 ⑽的第 （2>小題讨论幂等变换 A 的特征愤和呵对炻化 
问题时.采用 的是几 何方法 * _为*等变换有_显的几何意义 t 幂等变换是投影，所以用几 





鲁 
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何方法较简便 I 尽管对于冇限準4性空间上的幕等变换，也可采用矩阵的方法，直接利用 
«髙薄代截学习指导书 (上 册）》第5*&节例5和第 5. 6节例1关于幂等矩_的结论■得出蓁 
辱变换的相应结论 ■ 在例】2、例 13 M H 讨论对合变换和周明变换的问题时•采用的足矩 

阵的方法， 

例 is 设 a 是数域 k 上 w 维线性空间 v _ t 的一个线性变换_任意给定尽 
证明*無嫌扇 山，… 4,是 A 的特征多项式的全部复根（它们中可能有相_的>，那么 

丄 …,# ； U 是线性变換 JT ( A ) 的特征多项式的全都复根 * 从而若 A •垦 A 的 / T 重特征 
值，那么 ira > 是威沿的至少為 t 特征值， 

证明设 A 在 V 的一个麄下的矩砗是 A ，则 WA ) 在这个基下的 矩阵是 据4[髙 
等代数学习指导 ⑸上册 ）> 习题 i 5的第13 题立 即得出结论 E ■ 

例设 A 是复数域上 ft 维线性空间 V 上的一个线性变换<«>】 >，它在 V 的一个基 


W … .d, 卜的 矩阵 A m 

r 0 

L 

0 

>■ ■ ■ 

0 

0 1 




0 

0 

i 

* ■ * 

0 

0 




« « * 

■"響 ■ 

* i *■ 

* » * 

« «• 

•»*4 

t 

< 17 ) 


0 

0 

0 

4 t # 

fi 

1 




— flo 

— € 2 ] 

一 fl : 

■讎 tt 奢 






称它愍 Frohenins 矩阵 * A 的特征多项忒栩 M f 特征的全部特征向 W: U Kh …. 
是否可对角化？ 

解据 《高 等代数学习指导书（上册 H 第 2d 节例5得 

) A ! — A I = A " + 2(^ A 『 3 + …+ A + 如， 

设 At a ,, 是 UJ — At 的全部复根(它们中可 _ 有相闻的）.在《高等代数学习指导 

书（上册>》第5, 5节例14中已求出 A 的癘于特征值;^的全部特征向辑是 

uajuAf ，.”，又?^〆 U e c.fl*#6K 

从而 A 的厲于特征值； u 的全部特征向蠆是 

{& + A ^ T 2 + A?tts r|r … I k C CtfL k ^ 0), ( IS ) 

. 据《高等代数学男指导书（上册 >1 第 5, 6 节例当 Xi ,kt • . A . 两两不等时 * A 可对角 

化，从而 A 可对角 .… 山中有相等的时不可对角化，从而 A 不可对角化. 

例 P 设 .4 是数域 K hrt 维线性空间V I:的一个线性变换.证明， 

( 1 > A 的特征多项式的所有 m 根的和等于 11(A 
f 2) A 的特征多项式的所有复根的乘积等于 tJatA), 
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证明设>1在 F 的一个基下的矩阵是 A ，國 UJ —A t 是4的特征多项式„据第 7 章 
7 T 6界的例16立即得到结论。 _ 

例 18 设 A 是复败域上《维线性空间 V ( n > l ) 上的一个线性变换.它在 V 的一个基 
，的 ，…， ％下的矩阵是 A . 定义 V 上的一个线性变換 B , 使得它在 V 的基 tn … 下 

的矩阵为 A _ CA 的伴随矩阵〉 6 设 Ai … U 胃是 A 的全部 轉怔值 *求 S 的全部特征值 a 

解 a 的全部特征值就是 A • 的全部特征值 。 

悄形 I A 可逆，此时 =| A | A _\ 由 PApt ，… A 砝/\的全部特征值._此1， 
U ， …，; U — 1 MA — 1 的全部特征 ( K 据例 tS 得 ”_ V 的全部特征值 品丨 / MA , : , h _ AU : V 〜 
\ Xn \ 据例】7得 ，| A |= A , 山，…因此 A •的全部特征值是 

Ua … A *， AiAa ^' A ,. …* A 山… A «- i * (19) 

情形？ A 不可逆•据 C 高等代数学习指导书（上册>>第43节例7-当 raTl k ( A>< n -l 
时， ra nk ( D =( K 从而 A _ =0. 于是 Y 的全部特征值是 0(1? 重 > B 当 mftk ( A ) = n — 1 
时 • fank(/T J = a * 此时 P 是 A 的一个特征值 ■ 不妨设由于 ( Of — A * >尤=11的解 
空间的维数等于《—功 >=n — 1*頻此 £) 是 A ， 的至少71—1重特征值.设芦也是八‘ 
的特 fit 値.据例17得* / f = tKA . >,由于 tr ( A . )=A :十八 r … + / U , 因此"等于/\的所 
有 1阶主子式的和 》 据《聲等代数学习指导书(」册 >) 第5, 5节命题1得, A 的特征多 
观式 /( A ) 的一次项系数等于(一1>__』乘以 A 的所有 尺一1 阶主子式的和.又据 Vbtfl 公式 
得， / CA ) 的一次项系数等辛 < — 1>_ ) 山… W 注童士 ¥«，斑此；于是 A + 
的全部特征是 A } Ai … A ,- i ，0(至少 n —1重) * 

例〖 9 设 A 是数域/<上 n 维线性空冋V 1:的线性变換 t 它在V 的…个基… 

下的矩阵 A 为 



W 形 1 n = 2m *H ] a 此时 



* 


: m 


m 
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f + A 








* 


从而 nmkG + M = m + !」 据例丨3得 M 的 fe 排形为 


Ds 


于是存在細+1 塚可逆 矩阵朽，使得 P ," AP .- D , ，从而 APfAD , 设 P^ixA 



0 

0 

i . 

H 

— Im 

i 


f 11 

12屬*| 




r 




:ij 




J*"a _ T 1 ，_畤 I Inmt ： 


_ 心 pH-J 


•^2 pf * 


之細十| . 

上 t 2»+J 




L 


I 


駸 1 w 

』2,«4 I 

■-零舍 1 

I 

怎 p •琴 + i 




•^2 4 *rf I 

-rarVl 


A 


丄 2 


丈4 ■!?—>! 


^1 


« ' J 


礼 ! —I 


# 警 


■*"_ 十歷 


-Tiitr I .wt I 








•! i 


I JjUl f * 1 


_ ， 


J " PptHI 






■' 




t - i . e^ui 


! tl 此得出 


h；i 


<21 > 


( 22 ) 

则 
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^ J wH 


*®lt +1^* li 


烹 II 


^2 






， r p «4 ‘LI 


争 J iwKl 


^31 






1 


[1 J 


J " 3 - in i 


由于 P, 琦逆，因此可取 








cm 


于是 .4 在 V 的基 


o ] + 


ClJ 陵 M 




+ U 


B - P ^, 


疗 _ 一 j ’Gai 0«+l 


^tm ^ 


下的矩阵为上述对角矩阵 A 


情形2 


r 


2 m • 此时 







I + A 


C 24) 


p 是 rar » k (/ ^ A ) 


从而 A 的标准形为 




0 


lm 0 


Ini 


(25) 





# 
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W 此存在 2 m 级可逆矩阵•使得 = D ,„ m AP ^ P . D , 类似于情形 i 的方法，经 
过计算_可取 



爹！= 




T 是 A & V 的基 



(26> 


Oi +&im ffli -r tfip - 4 ，•“ _瘇_ 十 ( BTw+1 . a*t 一 «*^1 * •_，•£?! — CliJir I vOf — Uim 

T 的矩阵为上述对角矩阵 

点评 例 D 由于先验诎』 '1=/ ，从|衍 町利 用例】3的结论.很容易地写出 f 羔的 f 小 

准形，然后在已知 A 的标准形0的条件下，由 P l AF -= D 得出 AP = PD n 由此求出 P 的 

奉式 • 进而选取一个最简单的可逆矩阵尸 ■ 这样求可逆矩阵 P , 思路很明确，很自然，对于 
P 是什么样的矩阵不会感到来得突然 s 

例训设 V 是域 F 上的线性空间4都是 V 的子空间，且 ㊉ 埘 .V = 

用 P _ 表示平行于 W 在 L /, 上的投 影，! ■二1,2 # 令 A = P P t ,证明： 

(1) A = F ,, * * 

(2) 设和 K 都是有 限维的，则 4 把 U _ 的一个基映成的一个基 4 

C 3> 设 dim V 中存在一个基，使得 4 在此基下的矩阵是对角矩阵，井且写出 

这个对角矩阵 


证明 


于适 


( 1 > r 〔取 V T 由 -7 V-f^Sw.V- UJBW *H 此 


£t Q\ + * 

6T| C t 

Ji c 

r Wt 

(2?) 

a = 02 + 衣 t 

a: € A . 

攻 2 € 

7 Wx 

(28) 

m h + 尹 * • 

X* C & i t 

旮 ew, 

(29) 


o 二 (7 t +^>+^ = h 十（/3十系>, y t 卢十各 e w . 

由于 【人 ㊉ 识 .因此从<找>和 （ 30 >式•得从而有 

= Piiai ) ^ P t ( P , (<!)) = ( P 2 Pi )(*) , V tr G V , 

由此得出， p -p 2 p l = Ai 
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(2) 在 （ 7 f 屮取一个基免，中 * … ，争 ■ 

设 

； F ； < tfi ) +U (〆) +，_. = 0. (31> 

从而 1 i ’ I ♦ 

4 171 十去*爭 + ••• + KurP ;* 

由于\^1/,©妒，因此裾 9 , 2 节推论2得■识 =Ker Pu 

fS ^1 ^ + A t …€ VI ,又夂 t 十々％ +…十/：斗€ ，由 T V ;- tJ 〗@ W ， 闪此 

_w-o, 从而 

矗 I 亨』 **■ + = 0, 

由于 w ， n 线性无关，因此 

f J&i — k ： = lp# = k H = 0. 

从而 IV 妒 ）.a (炉），… . p 2 ( v , ：>线性无关， 

由于呢•因此据 8.4 节典型_的例1得,认会主 V / WT , 
从而【/,兰 H 内此 dimt ^ - dimr/』FI p , i 7山 JM 7 ) ,… • r <亨 >是 U : 的-个 基 t 由 
f P ;: ， 1対此 A 把 [ 1 :的 ■ t " 稱 ％ ， … . 7,暖成 的 - 个私 .4 ( ^ > ， 4 ( 炉 ） ，…， A ( sy ,) : 

1 <3> 在1/?中取一个基典馮，“ •，心在 W 中取一个基^為,… ,A. 由于 V^L^®W, 因 

此 


pi ，你，…， jX ，衣 1 ，ft *•■* ，& 

避的一个堪《由于 

J J j < j 9 t ) = ^ - f = 1 . 2 * …，震 | 

— 0* / = l ,2 n …山 

闲此 p 在 v 的-个， n 条•…,译… 4 下的矩阵为 



(32) 


其屮— d im L =n 一 dim W n — dini < KerP ? ) = di m ( ImP ?) * nnfetPs 

由 =f A = P 〃因此 .4 在 V 的上述基 F 的矩阵为对角矩砗國 

点评例20的证明关键是去证 = . 这时 , U , 都可以是无限维的.第 

(2) 小顯才霉要假设 L / i . t /! 是有限 维的， 此时 V 仍可以是无®维的 * 寒 (35 小遛才懦耍假 
设 V 是有限维的. - 


例以设 i ( j )= x ^ a . ,./ n ] +…十 a t 』+ 〜 駐有理数域 Q 上的一个不可约多项式. 
«>1 •吻是 /(/) 的鉸根把 C 符成 Q h 的线性空间，令 




inQU ] 一 c 

是不是 Q t 线性空间 QDr ] 到 C 的一个线性映射？如果是，求 Imli 的一个基和 

维数， • • ， w i 卩 

•: 2 > 令足不是 ImB 上的一个线性变換？如果是.求 A 在第 
<1>小顯中求出的 Jtn » 的一个碁下的矩阵 A ， 

C 3) 4是否可对角化？ ■ 

U > 把 .4 看成 M 数域上的矩阡 M 是帝可对角化？ 

解 ( I ) 任取 g] 【 1 > ，以（才） 6 (}|>]. 是 € 0 ，有 

B < | f t (* r > ^^ i ( jr ))= (gj 十沿 U _》 

=gt Cc ^ > + g Z ( w Q ) 

= B ( jf S Cd ?)> -|- B ( g t ( ar )) . 

B (% 4 Cjr )>— ^ i <4 ys ) = tfl (髀 (_ ri ). 

因此 H E y t 线性空两 QU ；1 到 C 的一个线性映射， 

» 任取 troll 中一个元素 l i : 是存在 g (.，)€ QUJ •使得 u ^ B ( gix ) >^ g<m >,对友 ( x ) , 
/( x > 作带余除法，得 

尺 （ jt > = ) 十 rD ， degrC r ) < deg /< x > = iu <33) 

设 代人，从 （33> 式得 

u = 真 《㈣ > =rCaiir.) — 十 + …十 Ca-jeoJ : « (34) 

因此 w 可以由 t ,<4, v -, ^ 线性表出•设 


kn + ktmi + …+备 1 = 0 m (35> 

flM 如有理数 h * A ，…， iv t 不全％ 0, 令 <?(.!>,r + …十 卜 〆 1 , 则 t /( 16 <X f ] * fi 
qU )^ O a 由 <35> 式得 iy (_)=； 0 . 于是17(7>与/(文>有公共簏摄购 • 从而在 CO ] 中 Ug ( j ) 
与 / U ) 有公因式:！:一崎 * 因此 Wj ：) 与 /CW 在 C [ x ] 中不互素 t 由 T T 素性不随数域的扩 
大而改变，因此 Wjt ) 与/^>在心：[中也不互素，又由于不可约，因此 
lii 此推出 deg / UXtl 味 gOrXn - l , 矛盾.所 m，*.，L A 全为‘0* 从而 , 

1 线性无关， ' J : • : ：1 


综上所 }i * 丨 . 她， ctji; •…_ 讲』是 ImfJ 的个姑 * 从而 dim< ImO) — n , 

直搂轆证知道， A 是 Q 上线性空间 ImB 上的一个线性变换 t 由于 

J ^ O ) = £|^ * J = ft % t -4 (tog )= 她嶋 = ，… t 



ACdifl - *) =喻_ 3 ~篡奪 





i 4( cti ™ 1 ) = 




o - — aim 
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因此 A 在 I rn 3的接丨 * 嶋，如 


F 的矩俾 A 为 






肩0 




-巍, 


m 据本节例〖6禅 


AI — A I ~ i XI - A I V IA 


-f f?. X !~ w : ^ f( A h 


出于 /< A ) 在 Q 上不可约.且 》：>1 .闪此 / U ) 在 Q 中銳有根*从而 A 没有特征鑛>于是 A 不 
可对角化. 

( Jfc ' A 看成 复矩阵 • Ui — A | =/ a )_ 由于 /( A ) 在 QD 0 中没有 簠面式 V 因此 / U ) 在 
CDG 中也没有重因式.从而 /《 U 的 II 个 S 根 hd ,，*", A •两 两不等 ，据例〖6得*复矩 f :] 
可对 ffl 化， 

点评例^给出了线性变换 A 的-介14体例子，" I 的矩阵表示为例 I 6 中所说的 
Frofaedus 矩阵 B 例21述 表明： Q 上线性空俩 ImB 上的线性变换 it 不可对角化, A 的矩阵 
表示 A 作为 Q 上矩阵也不可对角化，但是把4看成复相阵却可对角化，这说明 t — 个矩阵 
是汚坷对角化 .是 与把它希成哪个数域上的矩阵 ff 关系的. 


习题 9.4 


1,设 V M 数域 K 上的3维线性空网 . A 是 V k 的一个线性变換.它在 V 的一个基 

d 卜的姐阵为上求八的全部特 fi [值和特征向趣否可对角化？如果，1可对角化* 

写出4的标准形，并〖1指出 .4 在 V 的哪个壤下的矩阵箪这个标 

- 


— 2 


⑴ A 


{ 2 > 


— 2 —^4 




一 Z ^11 






2-设 V 是城 F 上的线性空彻 （ < 以是无限维 _>_△ 是 V 上的一个親性变换,如, A| t 
… d 玷.\的彳: 闕的特 If 1 七，…,〒坫 I 的 M 于待征 M 义的线性无关的特征向 ]* 组, 

i 正明：持征向鼸 m 






e . 


4, 




仍 然线愧 允关 


3, 令 A ^ KDr ]„ — #!>]„+, 

t — ^ 

把求导数 D 看成到 K [ jt ], 的线性映射 ： 试问： 

⑴ fM 是不逄 K [： r ； U : 的一个线性变换？如果逛，求 1X4 的金部特征直； 

^2) AD 是不是 l 上的一个线性变换？如果長，求 All 的全部特征值* 

!- 设 / UO=j Q f —的 不可约多项式-⑽ 足 /t j ) 的 』 个复裉的定义 

与例21 中的 II 样 ^ A (=：) = jU !th V Im ( B ) ,；jS lm ( J ; 的线性变换 4 在 I mil 
的基 U _ * ettj 下的矩阵 .11 把 A 看成复矩阵是两可对角化? 

5* 辑/'《本)是数域 K _ t 的 ~ '个:次多项式 */ X ; r 5 = aa +叫文+:.”十 , < c* _l • 

Cl ) 求中的一个补 

C 2> 用 Fb 表示平行于 (/(xD 在 (7 上的投影，在 KDr ] •中 选取一个基.使得 R 在此基 
下的矩阵为对角矩阵， 

6- «级复矩阵 

( 0 a 0 … 0 0 \ 


9 5 线性变换的不变子空 H ， Hamilton - Cayley 定理 

9.5. I 内容精华 , 


U 节我们彳寸 论了线 性变换钶对角化的条件，对于 不可对 角化尚_性变换,它的似简 
单形式的矩阵表示姑什么样子覗？解决这个问题的思路是什么？从9,4节推论豢_# 
1二的线性变换4可对箝你当 EL 仅当 V 可以分鄉成 A 的特怔 子空向 的宣和 3 

V = ㊉ V — 0 …@兄, • ! I 

其中 Ai ， A ” …， A ， 是 4 的所布不同的特征值 * 注意到 I 若•则 M ^ A , o ； e Vi •这 肩发我 
们：研 究不可对角化的线性变換為的最简单形式的矩阼表示，可以从研究 v 分 ip 成具有性 
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质，若 G € w , 则如 ew ” 的子空间的直和人手, ：: > /-V u !:"" = 

一、 不变子空间的定义、例子和性质 

定义1设 v 是域 F 上的线牲空间,>4是 V 上的一个线性变换， V 的子空 N W 如果具 
有下 述性质 ： "对于任意 < rew , 都有 Arew % 那么称取是為的不变子空间■简称为 4 r 子空 

间* 

显然和零子空间0是 V 上任意一个线性变换 A 的不变子空匈.称它们是 A 的乎凡 
的不变子空间， A 的其 余的不 变子空间称为 A 的非平凡的不变子空间 6 
命题 〗 v h 线性变换 A 的核与象. + 4的特征 子空 W 都逛 A 子 空间， 

证明宣接用定义〗验证即得， _ 

命题2设 A 与 U 部是 V 上的肆性变换，姐樂>1与 H nf 交换，那么 Ker BAm H.B j » 
特征子空间都是焱子空间 a 

证明任取 i 9€ Ker I 有即 = CK 于是 

BC 4^) = ( H 4)^ = (AB = 4(0) ^ 0. 

因此卹 € K er « # 从丽 Ker B 是 .4 ‘子空间， 

任取 r € Im 扒则存在<*6\^使得 = n 从而 

Ay - AiB ^) = B ( Aa ). 

因此办 eimB . 从 _1印丑是4 子空间 B 

在 B 的特征子空间％中任取一向量 f , 则从而 B (戈 ）= 

— A ( Ajf ) ^ A r Af y 因此 * 从而 是 *4 jF 空间 * ■ 

推论 1 设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变換，/ ( jr > eFM , 则 Kcr /( AJ . fei / U ) , 
/</ U 的特征子空间都是 A - 子空间. 

证明由于 / U ) 与 A 可交换.因此由命题2 i 即得到推论 U ■ 

命题3 V 上线性变换 A 的不变子空间的和与交仍是4的不变子空间4 
_ te 明直接用定义1验证_ ■ 

' 命题 4 设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换 . fev •且 _0,则<芦是今 F 空闻当 
旦仅当 f 是4的一个特征向貴， 

证明必耍性 mt - 子空间.则 A^e cf , 从而存 ft : a u e f , 便得 Ae^x e 因此？ 
是 a 的厲于特 征值為 的一个特征向量. 

充分性设？堤， t 的一个特征向址.，则 v =； u 从而 w * f ) ㈡ 
此 < e > 是备子空间 ， ■ 

命翅 5设 A 是域 F t 线性空间 V 上的一个线性变换， 也顺 ，…, 是 V 的一个 





子空间•则 w 是 a -子空间当 a 仅当… 

证明必要性是 M 然的 * 充分性用定义丨直接验证 即得. _ 

设 a 是域 f 上线 性空询 v 上的一个线性变换 • 讲是 v 的一个子空简_ —艇來说 j 
在 w 上的限制 A 1 W 是 r 到 V 的一个线性映射,但是若 W 是 A 的不变子空间 ,_ r 則 W 是 
VV 上的一个线性变换.对于任意36犯，有 

(A | ^ (1) 

例如*设'<1是 A 的一个特征子空间，幽 

^ I ^ ^ Xg * - 

如果 W 是 A 的+变 子空间，那么4还可诱导出商空间 V / W 上的一个线性变换 A ， 即 
我 n 规定 

A t V/W — ^ V/W I ' , 

a -\~W «—♦ Aa + r r (2 > 

首先需嬰说明， < 2 ) 式的确给出了 V/W 到自身的 r - 个睞射 •, 设<1 +妒〒針 W , 则阳 W . 
由亍讲是4-子空__ 因此4【广辨6钟％ W Aa - Afi € W m •:而麵辆 ㈣ |S 隨 ■ ^細 
C 2) 式的定义是合理的，其次我们来证明赢保持加.法和純锨乘法运算 ： 设七十 

v / w , keF*M 

叉 [a + WO ‘+ C /+ A[(o + y ) rW ] = _4( ct + y>-\-W 

= +Ay) + W = (Aj -f- W ) -f (Ay+ UO 

WO 十4以 + 识）. 

AikXa ^ W )}^ A{ka 4- W ) = AC / b ) -^W 

= kA a 4 W = k(Aa -^W) kA (a H W), 

因此 A 是 V/W 上的线性变换 ， 

总而言之*細果 W 是 V 上线性变换為的不变子空间，那么 A 既可以诱导出子空间 W 

1:的线性变换 A H 又可以诱导出_空间 V /撕 I ■的线性变換4 , 它们分別由 ( U 式和 < 2 ) 
式定义. 

j i i ~ f : 8 - j 宅 Ji • i :杏 1 分聲® I ,、ity ifl E 

二 、用不变子空阏研究线性变换的矩阵表示 

从现在起，如果没有特別声明我们假设 V 是域 F 上的有限维线性空间 ， dim v = w . 
设土是 V 上的 一个线性变换.如果4不可对角化.那么我们在寻找 A 的最简单形式的 

矩阵表示时，第一歩是探宭4:的矩阵表示为分块对角矩阵的充分必要条件是什么？ 

设 A 在 V 的一个基 

，如，… iOic f .… * W _ ，卜 
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下的矩阵为 F 述分块对角矩阵八 ： 

A! ^ 0 

TP 

譽 

# 

a A 

其中 A , 是 r. 级矩阵<会1,£=1,2,“^-令 

"' = {« f f f •£!*:， … .ftil > • i ' = 1 *2 w m * m iS * 

且 -4 ( a] I tflu ，… -«!>■ ^ = (aii，•[”“* iOir f 》為 • 

A(a：i «att t••* ， ctfrj J ^ iotji mttn * #p, *flt r , ) Ai + * 




A (a,! ■仏 2 * *a，， 》二 t d,i • Uij ，，“ ，&_■ >/V 巧 = 

因此％ ，化产 魏都是4的非平凡不变子空稠 ilA pdH 在州，的一个基, 
…， a , 卜的矩阵 •* I #2，… tS * 

反之，如果 V 能分觯成/%的非平凡不变子空间的直和… ® w t , 那么在 

每个 W * 中取一个棊〜，如, •*• (々 1 * 2 .…，抵它们合起来是 V 的-个基，由于 A (如， 

a、， 》…> ~ (a T i *o . t nQ w )/i. ^i~~ 1 ♦ i ■ ,f t _ 此 A 在 V’ 的 h 述 J® F 的矩阵 /\ 为 

■ 

f A, i 彳.， ，卜、 

A a 0 i } ' 1 

t * 

眷 , 

fh 

0 A, 

这样我们证明了 F 述 定理: 

定理 1 设效是域 F I n 维线性空间V上的一个线性变换 Ht &1’的-_个堪卜的 
矩阵为分块对熵矩阵 （ 3 > 当風仅当V能分解成 A 的非平凡不变子察何的直和：V二 W ,@ W S 
㊉…㊉％.并 R A, M4 1 祝在 W _ 的一个瑤 F 的矩阵_ ■ 

如俾寻找 A 的一些非平凡不变子空间呢？由于_意/^0€龙(1> ,都有{^ /U) 是 
A 的不变子空间，因此我们想找一些多项式/： ( r) - ，/ /(x>€ Fl>] # 

V = Ker /： (A) ® Ktr /；CA) © — ® Ki*r f,(A)- (4) 

这_办到吗？首先看 ^ 2情形，从 S . 2 节例 24受到窣发，猜测有 F 述结沦： 

定理2设 V 是域 F 上的线性空间(町以是无限维的是 V 上的一 线性 t 換，在 
K [>] 中，/ ( 尤 ) =/〗 U > / 3 C _t ) ， 且 （ / t C;r ) • / t U > > = 1 , 则 

Ker /(A) = Ker f\ (A ) (^ Ker j\ (A} m 


(5)i 
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证明第一步证 Ker jlA )=Ker/, G 4 )+Ker 力 U ) •易证 Her / ； U)EK^ /CA> ,i=l* 2 * 
任取 <reKer /(A> ，由于 (/t ( 疋） ， 八 (ar> > 二 ] ，因此存在 《 3 <k) ， U) 6 則 > 1 -使得 

« i ( or )/ iCr > 十 u s ( jt )/ 3 ( x ) = L 

x 用 4 代人 * 从 （ S > 式得 

Ut (A) f ； (A> f w“A)/ ? (A) = r 

于是 

a = Ja = ti\ i.A)/\ (AJa -j- £,,4)/j (/I )a* 

令 a . ^ - f A ) /j ( A ) a * 免 =w t (/!) /! (>4) o ■由 J ' 

/i(A)at = f \ < A) u t {A ) f 1 (.4 >a I A) f (A)a — 0 

/i CA) as = (A)A (Ai« - a,(A)f{A) a = 0 

因此 a t Ker /, (A) , a, € Ker / £ t 4 >„ 从而 

* == aj +ai £■ Ker fi {^1 > -f- Ker 
由此推扭 Ker7<A}^= K^r /, iA) \~ Ker f ： (A}. 

第二步班 Ker /tCA> PI Ker f 2 (A)- 0 3 任取芦 G Ker / 』 （ 4 > f| Ker 義 CA). 由 （ 7 ) 
式得 ^ 

^ = /jfl — «* ( A) f \ ^ + u ： i A i A (A)^ ; 0 + 0, = O r 

因此 Ker f 1 (A>r)KQt / s { 4 )= 0 ^ 

综上所述 .Ker/{ 41 =-Kt?r / 〗 M>@Ker / 2 (A)^ ■ 

定理 3 设 V 是域 F 上的线性空间（可以最无限维的 > ， a 是 V 上的一个线性变换.在 
卩 [>] 中 . 


< 6 > 


(7> 




f 


/( j ：) ^/ t ( jr )! f s ij ：) *“/• ( x ) n C 9) 

其中 ( x ) ，/: U ), … ,/ fc &) 两两互素•则 


Ker /(A> = Ktr fAA) © Ker /,(a) @ …㊉ Ker JAA). 

： n 证明对 （9) 式右端的多项式的个数 j 作数学归纳 fe . 

_ ^=2时，定理1 e ®. 

假设 A —】时命题成立 .来看 s 的情形， 

由于 JVC 丄 ）*/ vu ) ■… ./. u ) 两两互索，因此 . f • 

</如 ）/ v 【 x ) …/,'1<工>*/_知）> = ) t . 

ttl ( x >/ 2 tx )*»/,_,(, r >. 据定理 1 得 

Kw /( 4 ) = Ker g(A> © Ker fAA). 


(10 j 




据归纳假设辟 


Ker m(A) = Ker ㊉ :十 Ker /, , iA). 




< 12 > 
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由 （11) 和 （12) 式得 ' 

Ker (( A ) = Ker f \ ( A ) ® -*- © Ker /, j (.4) ® Kcr /, < A >. ■ 

由于 KerO V, 因此从定理 3 受到启发.如果能我到一个多项式川 >._ ft \ ' - 0, 
那么只要把/(工)分解成不同的不可约多项式方幕的乘积，就可以把 F 分解成』的非平凡 
不变 f 空间的直和 * 为此引出 F 述槪念 a 


三、线性变换和矩阵的零化多项式， Hami!Um-Cayk T 定理 

定义2设 V是域 F 上的线性空间(可以是无概维的 > 是V上的一个线性变換《如 
采 F 1-_的一元多项式 /(h. 使彳3 /U〕=0, 那么称 /t_r)l A 的一 个零化 多项式 
设 dim V= «，则 dim( KomCV= 从而 

I *A wA 2 * *** ， A’ 

v® 线性柑) t . 于足有 F 中^全为 C ? 的元素.… 1 * 使得々 / + …4 

令 十…+ 屺:.〆，则 /(A>=»., 从而 /(\r ) 是 .4 的一个 

非零的零化多项式， 

定义3设 A 是域 F 上的 n 级矩阵_如果中的-个多礞式 / G ). 使得 /< A ) = 0. 
那么称 /(. r ) 是/\的一个零化多项式 s 

设V是域 F 上《维幾牲空间 J 上的一个钱性变换 A 在V 的-个基 , ai _奶，… ， fl , 下 
的矩阵是 A. 则 

J + 务 t A + …+ k ^ A '' — 0 ㈡ h J ~h 是 : /I + …+ 是胃= 0, 

其中知七 ■…人 e F ㈣ 是非负整数.从而 

/(A) = (I ㈡ /( A ) — 0, 

因此 / U ) 是 A 的零化多项式㈡ / Or )* A 的零化多项式,这表_ t 4| 性变换 A ，的零化多 
项式与它的矩阵表示的零化多项式 是一致 的。 

丨 12 1,1 •， 

设数域 K 上的2级矩阵為二^ i 丨，则 



从而 A _卜 0* 闲此 A —丨 坫 A 的一个零 ffc 多项式，容易看出 _ A ^ t 是/\的特 fit 多项 
式，由此猜 想:住 一 n 级矩阵 a 的特征多项式基它的一个零化多项或_为 r 论证这一嫌想 
成立 • 我们®要把域 I 的 矩阵的慨念推广到铯环上的 矩阵 ' 

设 K 是一个整环（即有单位元的交换环 .11 没有非零的零因子 ),8 中/ I 1 个元素排成的 
«行||列的一张表称 为兑上 的一个 it 级矩阵 ■ 类似于域 F 上矩阵的加法、纯量乘法4乘法 



的定义•我们苺以寒义酿环/?上的矩阵的加法，純*乘法、乘法，而旦这_运算满足与域 F 
A 矩阵一样的运算法则 s 与城/"上《级矩阵的行列式的定义类似，可以定义整环 J ? 

级矩阵的行列式,而且同样有行列式的7条性质，按一行(列3展开定裡.以及有下述结沦； 




A 4 A = \ A 


HB ) 


其中 A •是 A 的伴随矩阵 = '， 

舞们现在要用的逛域 F 上一元多项式环 F [ A ] 上的矩阵+简称为扣矩阵_记成 A ( A > 
B ( A ), … ，等，例如 


Aik ) 

最一个 h 矩阵 * 可以把 它嵌汗 7 成 

_ 0 i 


zr + A: + 1 A' - J 

2 」 一 


Aik ) 






f A : V JO i Ov 

t 0 0)+(0 2 A )+ 

1 g oMg 2 十 




_I 


这表明我们可以把一个 f ! 级 A - 矩阵4 U ) 唯^地表示成环队（；0上的 A 的多项式 i 即多项 
式的“系数”是域 F 上的 n 级矩阵 ）• 从而 p 聊与 B (；0 相辱当且仅当它们的“系数矩 阵”对 
应相等. 

Haniittun-Cayl^y 定理 设 A 是域 F 上的《级矩阵，则 A 的特征多项式 /( A) 是 A:W ， 
个零化多项式4 


证明设 BU ) 逛 t 矩阵 U /- A ) 的伴随矩阵，则 

B<A)CA/^A> - UI - A | / = /(A)/. (M> 

因为 Ba ) 的元素 M 矩阵 AJ — A 的元素 ( 一次或零次多项式）的代戮余子式^所以 
家都是次数不超过】的一元多项式 ■ 从而 JiU ) 可以写成 

B(A) 司 A* 1-1 B,‘ t + Bn，a + …十 Afi ■ + ■ (15) 

其中 成 v U 都是域 f : 1: 的 w 级矩阵 * 宣接 i I 贫得 

B(A)QJ — ( 又 * 】 J3 叫十 A 1 * - 九 ：+ … + AB ; 十或 KW — A) 

二 A'Sti + 人 ■… （ B.— 」 一反 j /\) + … 十 ; U ZL - 73 ： A > ^ B fJ A. U'B l 
由于 A 的特征多项式 /+〜 t ；T 1 + …+〜 A + 如 * 因此 

/(A) J = r/ +U’ r W 十 … + ft,A/ + %丄 , 十 * » , (IT) 

椐 （14》，（]6： K ( m 式得 


1 们 
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a 


為、丄 : 參 it-1 A ^ i J 


* B 


ns) 


jBu — .Bit A 


a i 


用 


m 




** 


一 0o^ fltcjf* * v J:: I oA i4 1 i 一 r 

依次从右边乘 asy 的笫 1 式 ，第 i 式 •… ，第 a 式，第 《斗1 式 •得 


• y BW = A _ 


卜 \ 


! 


t A 


a 


A 


i-i 


勢 


< 




(19) 


B©A — B* A" = a * A 


— A 


a 





把 (1'9) 的 »+ I 个式子一起加起來,左边为零矩阵，有 边却为 / UV , m 此 /【 A )=0, — 

用线性变换■语言叙述上述定理.即 ― 

HamUlrtn - Cayrey 定理设 A 是域 F 上的 w 维线件:空间 V I :的一个线性变换，则 A 的 
特征多项式 / u>a a 的一个零化多项式 a 


运用 HamiJtOT^eayley 定釋，可 lit ffi V 分解成 A 的非平 凡不金 乎空间的盧和 
设 . 4 的特征 多项式 / U > 在 F [ A ] 中 分解成 

fik) = U). 


U 0) 


其中…，是 f 上的两两 f 等的釕 f 可约多项式 m 


v r = Ker (>? U )) © Kerf 沖 CA > > © — @ K ^ rip } U )) •: 

如果 J ；( A ) 在 FU ] 中能分解成 

/ iA ) — ( X 一 X ： y f, (A — Xt y wmm (A ^ A # - 
其中 A_，A •…， A _ 中购 两不等的祀素 ，广>0,』=]，么 … I ‘ 

则 . 

V =幽 (A - U ) ” @ Ker ( tA - AJ )' ) , 


(2]> 


( 21 ) 


馬中 




j t ii t ； 


_ 




称为 a 的根子空间 


9.5.2 典型例题 




例1在数域 K 上的 4 维向齔細 fCV 中.线性变换 A 在 K * 的一个«免，|* ，♦成 F 


的矩阵是 





106 


_ 


獅分獻 _性噙射 


( I 0 2 — 1 \ 

A 01 4 

A = . 

2—1 0 L 

[2 —1 — 丨 2 

令 . de 十 2 c * t > * 证明 S W 子空间 • 

证明 =^ a \ +21*3+2(1! 一 t — Up 

/4 a , =^2 a [ 4^4 ffj 一 a t * A «, — 一 a — 2 a ? + a > t 2 a ( . 

于是 

A(a ，-h 2ai>- Ca, ^2u t )^2(0, — a , 一吣） 

=a H - 2 a ： f W t 

A(a ■ « 1 ^a,)= (a ： - a — «, ) + C^iij + — ®i> + 2( — a% ^2i^ 4 a 十 2n > 

— ft ： + a , + 2 a ^ g W \ 

因此说是 A - 子空间 M ’ 

例 2 m 铤域 F I , 线 It 间 V 1: 的可逆线宠槪•罗是 a 的赛限维不变子空间 
证明 I ' 

<1) 4取是妒上的可逆线性变换； 

W 也是的不变子空间，且 . f 1 丨阶 

证明 < 】 )由于4是 V 上的可逆变换，因典 A 是单射，从而41 W 是单射 • 由于 W 是 

有限维的 ， a .1 m&w 1的线性变换，国此 a I w oi 是满射■从而 a I 识是双射，因此 a I w 
是 W 上的可逆线性变換_ A … 1 

C 2) 任取 ？ e 由于识是 W 到 W 的双射，因此 IT 中存在唯一的向營 y 使得 
( A \ W > r ^ i & 于是 CAIW )- 〗炉= 7 .且 X 4 | W 7 y = Ay .- 于 V 是 V 到 I ^的欢射，闼此# 

/£ A 下的原象唯一，就是 h 从而 A 1 由于 y & W % 因此 W 是 篇 _1 的不变子空间■由 
于(4 _ 5 1 W ) d^=A ; d = Y ^ V 衣 e W . 因此 A ^'\W - (A f ~ l m ■ 

例 3 设 V 是复敢域上的 n 维线性空间 ， A , B 都是 V 上的线性变換.证明；如果4与 B 
可交换.那么 A 与 H M 少有一个公共的犄征向 

证明取4的一个时征值 A ‘ 由于4 0 =iM ,内此4的特征户空间是孖的不变子 
空间=于是劂\是上前一个线性变换 • 由于是复数域上的线性空簡，因此 s|v ^ 
有 特征窜 ，取它的一个特征值叫，则在％中存在非零向堡 A 使得_ \ f ,即块每 
/“，义有屯= 15 .因此 f 是 A 与 if 的公共的特征向° 麵 

例4投 V 是复数域上的„维线性空阏， A 3 都是 V 上的线性变換 r ，且 4 有 j 个不同 
的特征值 ，证明 s 如果 A 与 B 两'交换•那么4与 B 至少有 j 个公共的特征向量■并且它们线 
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性无关,， 

证明 BU d ，♦” .A 14的不同的特蚁慠*从例3的证明过程箭出，在V '屮存&中 
零向它是 A 与 B 的公共的特征向 由于* 于不同特祉值的特征向量 
是线性 无关的 ，因此线性无关• 謹 

例 S 设 A , i〗 都是， r 级复矩阵 # 证觸 ：如果 A 可交换•那么存在 fi 级可逆复矩阵 

P . 使得尸 l A 尸和 l £J 尸都是上三角矩阵， 

证明对复矩阵的级数《作数学纳法. 

n = l 时•显然命題为真，假设命题对于 w -1 级复矩阵成立，现在来看 n 级复矩阵的 
情形 & 设 I 是 n 级复矩阵 A 的一个特征值 。 由 f AB=BA •因此輝例3得，在 A 的特征 F 
空间中存在一个|丨枣向® . 使得出^=斤1,把 t 扩充成「的一个基： A , ,X •…. 

心•赛 = iXi ，羌，… ，不） ，则最 n 级町逆复矩阵.且 

PrVAP. j PVHAX CP/A X ; ■ P 7 1 •…■尸 1 1 AA %_). 

由于 iMi = r , 因此 P T X ,- e 5= 从而 





爵此尸 MP 和尸 l BP 都是 1： 三角矩阵„ 



根据数学纳决原理，对一切正金数 n ,此命题为典. 


At fflP a 

i> PVA.P ： 

>!■ ftP: 




urn 


m * - 线性映 w 


例 a 设 V as 数域的 d 维线性空 _m .4 , … ，. 4 都足 v 上的线性变换，证叫：如: 
壯泉 ,… m 两两可交换.郎么七 * …，,< 至少有一个公共的特征向量 • 

证明取.4 : 的一个特征值 Ah , 由于•因此先的特征子空间 V 4 u 是 A : 的 
不变子空间，从而+ 1 是上的一个线性变换：由苧 K tl 是复 数域： h 的线 性费向 •因 
此 >V I V、有恃征値.取它的一个特征值 Au ，4 2 1\\,的 W 于特征 dA:, 的特征子空_为 

《a 6 V、 I ( A L | V 4]i b = Afj tt } 

^ (a € V^ u 1 A 2 o = kz.a} =- (a 6 \\ \ a 6 V hl } 

- v i[r n V, n » 

其中 S 七的域于特征值 L 的特征 f 空间由 I & 存特征向 M . 岡此 
V Ah nV ln #0, •由于 = AiA , 冰為 囪此 V," 与 Vy 都是离 的木变 乎孛闻 ，从 
ira k m nv % 也是 a , 的不变子空间 u 乎是 ^ ik n nv ^ 是上的一个线性变换. 
它有特征值，取它的一个特征值!^ 1( f ] V hl 的屢于特従值； U 的特征子空间为 
cv in n v, n mv~ t 推导方 法与上 述类似 v. 于是 v^ u nv 1?1 riF^^o- 裱次下去最虐琦#. 
v, n nv,, n%, rv"DKn#0, 其中％ , 是成的 w 十特征値 a ,, 的特征子空间 
^于是在这个交集中存在非零向世 f， 从而芒是义，^，…， A, 的一个公共的特征向世，_ 
点评在例 ft 的 iiE 碾中，我们没有一开繪就每出 v, n n-nv Si ，而是采取上述 
叙述过程•就是为了说明 v^, nvi,, n - nv Kv ^ o , 这样才能在这个交 k 中找到非零向 

■IU, 


锕 7 :驟八 都是 n 级复矩阵. BE 明:如果两两可交换，耶么 
存在》级可逆糞矩阵 P , 使得 PU •广 1 尔 M . F 都是上三角矩 
证明 对复矩阵的级数《作数学归纳法* 

«=] 时•麗然命■为真，假设命耀对于 《- 1镞®矩阵成立，现在来看级复矩阵的 
情形 • 由于两两芎_，因此据例 S 得 . A ,， A 2 ,"*. A ^ 有一个公共的特征向 
量 t ，设馬 d -=3,2, …心把不扩充成 C 的一个 基:及 ，羌，…， X •令 Pi = 
( x, ， x . m 则 r , 造"级可逆 m 矩阵，与例5的证明类似，有 


P^AP 


A，t 

0 



由于 A ■ ■、，… * A 两两叼交换 ，因此 A A, P, . i' ! A: P f • … ，P a 两两 w 交换 ■ 从 Ifu 

…， B, 两两 可交; 换.据归纳勝设，存 i 级可逆露矩阵尸:，使箱 
P ： E B f P ，_ 都是上三角矩阵•令 t ~ '■ 





B m 5 线性變换的不变 Kf 间* HtsniiJtoii CayJey 定观， *409, 


则 P 是级可逆矩阵，且 P l A t P 为上三角矩阵, 

根据数学归纳法原理，对-切正 整数〜 此命题成立， ■ 

例8设 A 是域 F 上 n 维线性空间V上的一个线性变换，则 A 在V的一个基下的矩 
阵 A 为分块上三角矩阵 ‘ 


r Ai Ao ir • - 

o A 查 

的充分必要条件是 tA 有非平凡不变子空间咿.此吋/ V 是刻取在贾的一个基 y 的矩阵、 
义是 d 诱导的商空间 V 说上的线性变换) i 在 v w 的一个基下的矩阵. 

证明 必製性 设 A 在 V 的一个基 CT I 1 “ ■ ， a « F 的矩阵力 


4 ' A ] ■句 

A 

1 0 A , 

其中 Ai 是 r 级矩阵 { OOCith 令 w = 则 

(c i ，翁 2 1 ^ " * Or ) = (ctl » ’*-，Cfp • 


m：i 


因此 wn 的雜平凡的不变子空间 ，且釗 W 在浓的一个基，卞的矩阵是山。 
V/W 的一个基逛 * 


a .- i.j + W » a w ■+ W . 

H >, 从式 <23) 式看出 t 

麗 、： y 邊 〜 i - i … iV 」 < f 卜卜 • 1 h ^ 

Aih t —旮 u〜iai 十 ••• + 4 £,, r r rOr + i cih ! + … - ha mi ^i a m f 

■.圓 * * -n * » # _## 

Aq* = 这 :# ， 十…十 -a ffl a, 十 … + ， 

f 是 

a ^i + W) ~ ■夺 ^ (a— 1 -h VV> + … 卜 4,, 计 1 + W ) ， 

鲁 __ 4 ■瞢鼉眷 I ； ■-« ■ 

A ( ct m + W ) 气 4 c „ + W = + W ) 十…+ 〜 C(u + HO . 

S 此蠤在 V 7 W 的一个坫… T 的矩阵是 

’ ff ’ lf ! •銬 ’- T ’f : if ； - 

: : — Aj - 

akM > < j * I ; : 

充分性设豸有一 L 平凡的子空间设 dim W = r , 0 < ir < Zn 在 W 中取个誅 
l •把它 扩充成 V 的一 个蓰： ai ，％， O r 丨.，…， At , 6 W « fc ** , r 因此 /t 

在 V 的基 CM *“* U •…， a h 下的矩阵 A 具有形式 




_ 
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0 為 

其中烏 是 A | 积在 w 的一个基，…為 下 的矩砗.与必要性证明的最后一步一捧, W 以知 
道 Ai 是 A 在 vv W 的一个基 F u + W ，…十 W " 下的矩阵. 麵 

例分设 A 是域 F 上 II 维线性空间 Y 上的-个线性变換 . W 是為的■一个非平凡不变 
子空同，的特征多项式分别为 /( A ),,/ t CA > f A 在商空间 V / W 诱导的线性变换篇的 
特 fi £ 多项式为 证明： .1 

/( A ) - / i ( A )/ s ( A ), l I 喂 涔！， ^ \ • 

证明在 W 中取一个•.“，也，把它扩充成 V 的一个基⑴*…， 办， m , …?•办 B 则 
据例8得〃1在 VT 的这个基下的矩阵>1为 



A : 


其中丄是■樣 ft W 的基 *»; 零•■*，仏下的矩阵， A . 遥义在商空间 V VV 的 •个基 + W , 


…， it VV f 的矩阵•由于 

I A f — *4 | — 




= | A! ^ — A. I # I kl ^ r = A ： I i 

阑此 /a)-/ t a)/ 1 u). ■ 

例 lt » 设 A 是域 F 上7:维线性空间 V t 的线性变換 + Ac » 是4的一个特征值 ■ 证明 * A e 
的几何1数不超过它的代数:歌数 # 


证法_设4的矩阵表示为 .1 ,对矩阵 A 运用巳有的结论■即得“的几何重数不超致 
它的代数重数《 


证法二设; U 的几何 * 数为 - r , 

若 A 是数乘变换，则对于\^中任一非零向量 a 有从而 1 \=釈，即广=”-又 

数乘变换‘的特征多项式为 Ut _ A u /| = ( 彳 U . 因此&的代数重数 in ， 从而； U 的几何 
R 数等于它的代数 重数， 1 

下设 A 不是数 乘变换 ，则 V ；£ V . 乎是 V ^& A 的一个耶平凡不变子空间.据例8得 ， A 



«中_4: & A \ V ,^ V , 的一个:卜-的矩阵.因此/ V 是，级矩阵 r 由 PA | VV = A r . M 此 

Al = Ar 5 从而 I 。 M i 、 肩乂夂 


# 


线性变换的不变了 • 交 闻 * Hnrollion-Cayliry 定理 

I Ai — A I — 1 ^ I r 一 A I 丨 Al^-r — (A — y I AJn — A ; I * 

于是 ▲ 的代数重数至少是 r 6 

例11 mA 是复数域 L « 维线性空间 V 1: 的鱗 性变换 * 证明: >1可对角比当 [1 仅 M 
A 的每一个特征值的几何重数等于它的代数重数. 

证明必要性设 A 可对角化，则4的矩阵表示_4为 

A — diag Ui * …， At ， A ” …，人 i … }- 



其中幻，七，…，是,4的全部不同的特征值，于是 

I A j ― (A 一 At(，k — Aj<A — A )'、 

由 〒 V 、 eg :\’ A : * 因此 r , ^dim V A • i = H …， s fl 出此看出， A , 的代数 ffl 致「, 

与它的几何重数 h 相罅, f = I ，2, …山 

充分性由于 V 是复数域上的线性空间，因此若力的毎个特征値 A . 的代数重数等于 
它的几何重数 r _ — 山则 A 的特征多项式 /GO = ( A—Ai > r ，Q — A ,) r * … ( A — A , 广 》 a 

于播 n+n + …+ 1% = ^据汰4节推论 2 拇 *4 可对角化„ _ 

例 I 2 设 V 1域 F „匕的《维线性空阿1 h 线性变换4 的—•个袪 01 ^，…， 0 .卜 

的矩阵八为 

o 1 0 … ！(） G 

0 a J … 0 0 

■ * * » # 

* ，■眷 ■ * 

■ 噚 * ■ •. 

0 0 0 •，- fl 1 

0 錢：0 ■** 0 a 

<1)证 明：若 . 4 的一个不变子空间貺有向世^*则 W = K 

(2) 证明 ：珩属 m 住意一个非零不变子空 间： 

(3) 证明： V 不能分解成 A 的两 t 非平凡不变子空间的直和， 

( O 求 A 的所有不变子空间， V ~ 

(1) 证明由于沁巨 W ， 因此 A ^= 0h _, + aa n eW tl 从而 u 6 W , 于是紅产 a i + 
a<r •-1 EW 。从而色- 1 € W * 依次 F 去可德 ，《■ -** # i ^ Q y € W ,• 因此 W = V 。 

⑵证明设 W 铿 A 的任一非零不变于空间，取月 d Ugo , 设产 
••其中总#0,•由 〒_,‘ V € W , 因此 ? "/ y \ - 

k,mi -{- k 2 ( a ： 十迎 j 》+ …+ 允 Cc ^ +■ 邱，> =中 + ( k 2 ai + - h k , a . j > 6 W , 

由此得出 * 匕衝十… + k f a l - , e 浓，用 A 作用，得 

是 2 傲 f + 走:】> 十…+ + aa w .\ ) f W . 
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山此得出 .点鼎 卜…+ h •: e * 许。依次用』作用 ■锻后 河得々沿 t e h ，由 -t t ^ (u m 
此 a : £ 讲_ 

C 3) 证明由第 ( 2)小麵#4的任意_非零不变子空间含有公共向燉〜*从瓣立糖 

结论. ^ • . : + 

( h 解设 W 遥』的_泰不变子空 j 可， dim W = m * 在 W 中取一个壤《, * 於 

设 ( , 

A — ^ 21 ^ i +厶《位》+…十是2島， 


= 如低寺 km ^&2 ^ *** + ^€V # # | i 

M 中 t .， ….紇不全为0,不妨设0。由子•在•….涔可以…⑶.线性表出, 
園此由奢 e W , 因此 

1 衫 I • 柄伽 1 , 企祕议 1 请此 t) 走 …+ 是滴 d I 

翁 4 ) 

= 略 * Ma * 十 … e Wi 

由此推出七^ 3 f - k 儿 € W ^ 考虑它在 .4 F 的象，得 

办饮迎 n + U 軋 + 亂 ■ > + ■ ••十 k u it^^ *f mt __, > 

=flCAnflfi 十灰 n 磡十… + 心來㈣ > + k nQi -h + ktja^g 6 W ： 

由此推出 ，“ +，" ^jfeS 继续焱作用下去，可得 An 十七如 e W •于是匕 a , 
€W, ，因此在上丽用 A 作用的倒数第二歩可得 ，蚝 dA + 岭 , mi + 

秦1^»€ W •由此得出為 沿， € W .从而依次返插上去，可得 W •…， a , 1 G W , 再 

从典的表达忒可得 a . e 于是 Ofpar ， …叫”也 可由〜 各‘ 线性表出^从而 
“ 又由于衍•趣此 于_ :%•, J “ I '. 


/’ iar^az 

=♦ =a,+a ^ 丄〜〜 6 w ，眺…謂确如 


这 iiF 明了：苦 .t 的非 g 不变子空间 W 的维難场相 
不变子空间为 S 


棚阶 5 (找、 * 幻，…_仏，> •从而 A _所有 


'* 1 ^ I ) ^ sW | *Q 


■CJT] t 


«rj ，“ •，《•”*> * V % v 


共有疗 +1摩， ，.• • 』• 一 1 

点评例】2的第 UM 、«* 对 f 出 e 〈 U 2, 


« * # 


^ 1 ^3 

(> A t 


” u 可以■成分 k 上三角矩阵的 形式: 


A ■ ， I 
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是 W 级矩阵，据斜8褥 M 有_平凡不变子空间 W = ia , ,闸这种方法可以很快 

修出 A 有 F 孰不变子空间 s 

0， ) * iai 吨 > 、 … ， <«] ， a,—i > ， V' 

但是用这种方法，字 — A KfS H + ] 个不变子空间，因此还-學上面写的求解过程1设 
W ^ A 的 m 维¥ ‘ 间 ， kk W = 奶.…从两 A 上述 n + l 个不变子 

•¥ . *' 9B 

空 Iffl- 

例13在 ICUl 中■求出氺导数 D 的所有不变子空间， 


解 D 在 KLr 丄的一个赛 


( m-DI 


下的矩阵 D 为 


据例12的第(4>小題的结论得-/>脑所心石变子空间为 






共11+1个 


例 "^ v 以 ffi 数域 .!_ 的，1维线性空间 .V 1:_线性变换 .4 有/』个吊同的持征値心 . 
' a 、 的所冇 f 变子令间. ff - ii 求出4的不变乎空间的个数 

解由于 a 个不同的特征值 .K 此 a 有《个线性无关的特征向董.从而 A 可对角 

化^于是 . ， ： T • - 


dim V\ + dim V— + ■■■ + dim = n. . i, 

幽 f dim Y, >1，0 = 1 ， 2.-“" 山因此 4_% 二 1 以 =1 ， 2，_‘，，1 V^i^i.Z 
的不变子空间 . 山于 J 的 f 变子空种的和仍为 >1 的不变了空间，因此 


〃 ) 都是 A 


• V 。“ \ , 

仍是 j 4 的不变 T 1 空间 * 其中1 <C •**<lj - efe r~ 1*2* :**»«, _ 手 y4 的械 于不同特 

征值的特征向_銭性无关，闢雄 V iM 十^^ +…+心最直和 ，并 且对予给定的 r , 形如 





• 414 • ^ 9： 线性映 


A 子空间有 c ：: 个 6 这样我 们已经 求出的 

A 子空问的个数为 

I + <?! + CJ + …十 G = (1 十】广= 2' 

F 面我们来论证 ,i 的不变子空间只有上述2■个. 

任取4的二个_零不变子空间 W , 设 d〖m W ^ m m 由于讯蠢 Jf 数域上的线性空间■闪 
此体’上的线性变換1丨 w 苻特怔 取 4 1 w 的一个特征值^则 ：(f /e V € w h . ? ^o m 1^ 
(4|讲 >? =叫，即卹； 卢不 因此; I 是 >1 的一个特征値，即芦等干窠个由于 dimV 4 /= I , 
_此 V lf ^ W „ 由于 A 的 t ! 个特怔値两两不等 t H 此 A | 曾的待征值也两两不等，由于 
出01货= …因此 A | W 猶特征多项式是削次多项式，从而 AIW 有,„个不同的特征值\， 
%，…，于是 A 1妒可对角化-因此取巴、 © V % ©.._©%•这证明了 A 的任一非 

零不变 f 空间都是上面列出的 r—1 个非零不士子空^之—，舸&為的不变子空间只有上 
述2_个。 ' 

例 IS 设 A 是域厂上的线性空间V 上麟线 性变换•证明 , 如果评是為的不变子空间， 
那么 4 评和识在 A 下的原象集 A 都基 A 的不变子空賴 • 

证明任取作 4 W , 则存在卢使得？^卹._于 W 是+子空间•闲此I即 
)^见，从而 Ay^rAW . 因此厶 W 是4,子空间， 

任取 aea t ，则如 eir， 由宁 w 是4-子空俩，因此 Aow)ew * 从而这 
证明了 A ^ w 是 A- 子空 jliK ■ 

例16对于例 I 2 中的 V 上的线性变•求4的全部特征子空间 M 的住一非零不变 
子空间苺否包含 A 的特征子空阏？ 

解 U J ( = ( A —«)', 从而 A 的全薄特征值鱼 d ( W 重 y ,尸是轟的特征子空间 p 有 
一个 fK , ' ' 

解齐次线性方程组 (g，A>jr^o_ 求出一 个基础 解系为 （] , 0 , …， 0 )'.因此 A 的 厲亍特 
M 值“的全部特征向 M 为 {“ UeF •且 ^^1，于是乂 ㈠ ^^ 

据例 U 的第 （2) 小题得3的任一非芩不变子空间都包含V 

例I 7 设V是实数域上的 * 维线性空卿，证明少上的任一线性变换 4 必蠡—个 i 维 
不变子空间或者2维不变子空间 a ^ 

证明情形 I A 有一个特征值 At ，设 ft 是4 的舞于 特征値 A, 的一个待 征佝世 ，剌 
< ft > 是 A 的1维不变子空间 | 

M 形2 4没有特征偵，则4的特征多项没布 实根. 设4^1/的-个驻 
… A 下的矩阵为心二取/⑴的一对共扼 虚根也 其中祝，以 € 霣杷炅看成菹 
敎域丄的矩阵，则弋 ，i 3 都是 A 的特征值_设不=不 1 +〖系:是/1的腾子特征值 7 .的—个 
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特征向量-其中 Xu,Xi f eir ,从 ax 严 s s X, 得 

/VX ： i -h \AX ii — (<t + hi >CXn + iXu) 

— (aX x * J j-) + i(frX 彳 i + oX _j) ， 

由此推出 

AX ii ― uX . ^ hX iji * AX t ； ^ hXa H - oX \ s * (24 ) 

令 pi irtcri t«i * mmm ritm ) tjfe ^ tfft to:: t … *a* ) Xj5 ， 

则 V 中向 jrl ft- % Cl t£f F 的繁标 分别力 Xn ， Xu * 从 ( 24 ) 式得 

— 一明 ”4^ 單 (, ZS ) 

令 W ， 扒來 ， ya 25 >式 出.耶 e w 6 w 因此 W 是 A 的一个不变子空问•假如 
芦1 * 麻线性相关.则黑 ii •晃 t 线性相关_由于特征向量黑1 :在0 _ 闺此^ np 不全为 0* 不妨缉 
Xn^K 则 由 （24) 式得 • 

J\X n ™ aX a f^:X n = (a —^r>Xu- (26) 

于是有 ^?i=(a-^ )^ .又由于爲尹 GU 因此 A 有特征値 0 矛盾.因此译■择线性无关， 

从 MdimW=2, ■ 

例18设 fJ 是过原点 O 的一个平商上所有定位向贵组成的线性空间 .a 是这个平而 
绕点 O 转角为0的旋转，其中古 bcJ6Z* 证明 :<r 没有凡的不变子空间， 

证明 ti 是实敗域上的2维线牲空间，由于因此 U 中任一非零向 ffi 都不是旋 
转往 的特征向貴.据本节命鼴4 没有1维的不变子空间 ，因此 V 没有非芊凡的不变子 
空间. ■ 

例 W 把实 ft 域 R 青成有理数域 Q 上的线性空间 * 给定正整数以 if > lh 令 

Aix ) — ^{% x , V 了 t 兄 

求 R 1：的线性变换 A 的一个非平凡有限维不变子空间并盔求 W 的一个基和维数， 

解由于 Ad » ^, A < yk > * A ( 

>1 ( v 3 ) ^ i 75 \^3* 1 — 3. 

因此州 = U ，界，乃 1 "是4的一个非平凡有限维不变子空间，据展1节 

典®例題的例加得，1 •界. ….线性无趴因此它们是 w 的“个桩 .从 

而 dim W = « B 

例211设‘、是域 F 维线性空 M V 上的一个线性变换 a 在 V 的一个基 n ，•“ • 
a, 下 的矩阵 A 为 



4J6 


第 0 苡线性映射 




JT 

试问是杳可以分解成 4 的2维或1维不变子空间的直和？ 


解 


4 ar f 9 Aea = m w r 办- ■，… i = a f at ^Aa 


I MI 


(a -a,)»(nr- ), *" • (eft 


都是 A 的 2 维不变子空间 
情形1 « = 2_.由£述継 


f* I 


>， 


a 


<们 > tifl ； ， **• • { et m 

都是 4 的 2 维不变子空间，曲于 ，阶 .…_。 : _是 v 的一个基，閑此 

V ^ ( ai ^ atm > © ( ai ，珩 h @ …@ 

情形 2 w = 2 m 十〗，由上述得 

4 | 45 :J • : j ^ Ql *etSm ^ * ■** f ) ^ ) 

都是 4 的華变 學空间 .因此 

•: V = < ai . aj_i ) ® <«” a _ > ® … @ k td ^ i ) ® < a^H >, 

镧 21 设 V 是复败域上的 n 维线柩空间_ A M V 上_—个线性变换，证明：任給正整 
数 Kl « d ， A 有『维不变子空间。 ‘ '" 

证明据《高專代数学习指导书 （ 上册>‘第氏 7 竹绚 MI …"维复数矩阵 -定相 ftU 

-个上 三角矩阵, 因此# 在 V 的一 个鞋⑷ m …, a ，，使得 A 在 此基下的矩阵八为 L 三角 

矩阵 t T . ..，：•)•：‘ 1 一. 




A ~ 






-3 a , 




其中 U ，… I 黾 A 的全部特证值，仃给 n 


0 A , 


A 可以写成分块矩陣形敦 ； 




IT 


■ 


其中 
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^4 an … a lr \ 

0 Xi … & 2 f 
A 【= : # 卜 

0 0 … u ^ 

\ " / 

据 4： 节例 8 得 # —个 r 维不变子空间 W^iat * a 3 ，”■，％)• 臞 

m a 设 V 聶域 f 上 It 维线性空_ . A 是 V 上的一 个线性变换，证明: A 鳥幕等变换 
的充分必要条件是 

rank (A) + rank (戎 一 if) = ft, 

证明V上的线性变换,4是幂等变换 
㈡ ACA—1)=0, 

考虑域 F 上的•元多项式 / Xd =_ r ( r — 1>,由于因此据本寶定理2得, 
Ker /< A ) = Ker A®Ker C ,4 — J ) ， 从而 

A M 幂等变换㈡ A(A-I)-=0 

㈡ /< A ) = « 

㈡ y== Ker A®KerC4 一 I > 

㈡ dim V^dim(Ker A>+dimCKerM — J)> 

㈡ rank (4> + rank(A — I ) = n . 

其中 (3 数第二个㈡的 “ e ”现_是： K e tA 十 Kcr(/1 一 J) 是宣 ft] * 因此 dim ( Ker A© Ki-r l-V — 
l > = dim < Kt-r A J + dim ( Kt?rt A — f >) 于® dim V r =dimfKer A © Ker ; .4 — n ) 从而 
V- Ker A®K€frCA 一 , _ 

点评例 22 用矩 m 语 t 叙述就 昆：域 f 』： 的，， 级矩阵 a 是幕等矩阵与 a 汉 'm 
r«ik 【 Ay+radtCA，f>='fi •当 F 是数域时•在 《 高等代数学习指导书（上册 D 第4/5节例3 

给出了两种证法_现在的例2 2 给出了第三种证法，这第三种证法最简便■这 是由 于利用 
了本节的定理 2. 

设V是域 F 上的《维线他空间 •disrF#2,i4 是 F 上的一个线性变換 • 证明 s 
A 是对合变换的充分必要条件是 

rankCA 十 f ) 4- rank (A — £) ~ 

证明在 FI >] 中，令 /(： r > = a + l>(jr — 1). 由于域特疵不等于2•因此^十1， 
J 据本节定理2得 ， Ku /( A ) : KerM + J )© KerU-^hf 是 

7 上线性变换 A 是对合变换 ！ 

㈡ a 5 — 1 *ii3 jl «i /i amh 

㈡ 」 (A+r^A—1)=0 | ^ 1 t % i13Ifi* pi k j ^vv 1% , 




㈡ f(A )^0 

㈡ V =-Kt v ( A + n @ KeT ( A - f ) 

㈡ dim V = dim 【 Ker(/I 十 n 〉 + dimt Ker(/t — O ) 

㈡ rank (4 +/) + r ^ nkt/l — I ) — «, 

例 W 求下述数域 /C 上 fi 级辑阵 4 _ 一个非零 的零化 多 项式, 

0 1 Q .-， 0 0 

0 0 1 … 0 0 

A = { : ； : : : 

■ 』 -* * ，- • 

| OGo … 0 ,1 

[0 0 0 … 0 0 

解由于力，二*)-®此 r 是 A 的一个零化多项式 • 

例 2 S 证明；对于域 F -t 的》级可逆矩阵 A ， 存中元素•…上掙, 

^ U *** + .-* + Jbi Art - 

证明 A 的恃征多项式 /U) =HAf —力I是 A 的一个零化多项式，设 /(A)=；r f 
A" s … h A+ft" 则 



(28) 


^ +^ r ^A『 l + •■* -|-A + 6©J — 0. (27) 

其中心 =(—1 广 IAI •由于 A 可迪，因此飙乒⑽从 U ?> 式得 

A (- VA 『■— bd ah — ‘••一 /) - /. mi 

因此 = i — hh / Vi — … 一 ^%L ■ 

例 26 设 A ， B 分别足"级…纟文复矩阵，证明：矩阵方程 AX — 只有零解的充 
分必势条件是与 B 没有公共的特 征值。 

证明必要性很设八与 B 有公共的特征值如._存在托€，且《判使得如^^ 


由于 




I 為 J - B " : = ( (^/ - BV | g | U — 則 = 6、 , 

闲此 A ;‘ 也歷莎的…个持怔俏■从 | ft 】 存作释& c ， f:L p - - 0 _便得=為办亍是 〆 a r a 〆 

从偷 、， "• , . . « 1 




A(ct 〆) 一 (6 fi' W = X, a p' 士 a h 〆 =tL 

因此 fl /? 是矩阵方程 AJV — XB =0 的一个解 

由子 0^0.# 声0,瑕此 a 的某个分暈的某个分置丸赛 0 • 从而 a jT 的 （ /, j ) 元 
羊 M 两此 a〆 #0,于是邱’是 / U — , = G 的-个非零解 ■ 

充分性设 A 与 G 没 W 公共的特征 ffiU 则 A 的特 证多项 式/ U 》 与3的待征多观式 
客 a> 没有公共的复根， 从而 /«) 与 s ⑴在 cu] 中互_ • 于是存在 wa ) a ⑴ ©cdo ,使得 
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u ( A ) / ( A ) 用 A 代人 *得 

u < A ) f { A ) J t ^{ Ayg ( A } ^ L 

_ f / W >=0, ■此 giAmm , 谁 nx m 填 M 矩阵 c 是矩阵方程 AX — XB =0 的一个解 • 
mAC = CB , iS 

k ( A ) = Hh …争 

则 

gi A )( -b 1' n …钱 為十心 DC 

; r(fr + u ， i + … 6 ,B + ^ f ) 

怎 Cg<ay = c * o ^ o . 

两边左乘 g ( A > \ 即得 r =04 夫 1 此 a x _ 二 o u 有；解 _ _ 

例 Z 7 姶出 H 妨 iilt _~€ ayky 定理的 努 一班法•即设 A 是域 F 上《维线性空间 V 上 
的■个线性变换，证明4的特征多项式 / CA ) 是4的一个零化多项式， _ 

证明先设域 F 霆一个代数封闭域（卵域 F 使得 FDr ] 中每一个次数大于0的多项式 
在 F 中有裉）•对线性空间的维数《作数学归纳法 ■ • . • V • 

吋，设 V = < ir > ，则 4 o = fo 对 k £ F , 于是 4 CiCa ) =Ma =lktt =^ k ( /©■). V f € F , 
从 rfij .4 = A ， H 4 的特征多观式 /( A > = A—A 闲此 j ( A)=A - 0 

假设命題对千"― 1 维线性空间成芘.现在來看《维线性空间 V 上的线性变换 A 由 
于 F 是代数封闭域，因此 A 有特征值，取 A 的一个特征值，设 fc 是/4的 II 于特征值; h 的 
1、持证向 M , t w = K 把€扩充成 V 的一个 Se … 因为 WM 4 的不变 f 
空间，所 liU 的基^心,… F 的矩阵 A 是分块 fc 三角矩阵： 

♦ 丨‘ A fAi 〆 1 … - 

A = * 

n A , 

\ § 

H 中 •' 是般网 \ 说1:的诱导变换 a rt : 换 a +u f 的矩阵。把 a 的特征多 

獅 me 记作 m 据倒 9 u - Ai >々 ( a ), 据归纳値设榑 ,/ j 【 a 戶 

仔取 £ r 6 V % 设 +£!- a : + “* * 则 

/i ( A>a = a^f i CA ) f ] + a;/ z ( A ) u : 多 “■ + CA ) a ” 

Flj 于 / ( A ) U , 十 W ) = / W , fl /. (心=0.闲此 /: ，从而 f ：( A ) a ,€ 

W ，/ =2 ，…， it B 由于 W -/.( A ) W = jfiU>(ft + W )^ f t iA)tt + W * 因此/ ^ €W ，从 

而 jd« ^U|l + £ /\ <A)a，+-v +«„/： (A )ti 6 W 由于 A—Ai 是 A 1W 的特 |£ 多项 
式 . 且 W 暴 I 维的.倒此从而 

/(A W - </| -XxDf^A ^ - iA \ W -A { (hi W>>{/,(AM - 0* 

由此得出 */ U > = 0, 屬 .， M : r 



锻据数学归纳法原理，命题对一切正幣数成送. 

FiW 设 F mi 一域.设域 E 包含 f ' M 域 K 拮代数封对亍域 F 上《维线性立间 
V 上的线性变换 A •设 A 在 V 的一个基下的矩阵为 A •则 4的特征多项式 / U ) 也截是矩阵 
A 的#怔多项式 Uf — A |. 把 A 看成域 E 上的矩阵，由前面证得的结论用矩阵语言叙述就 
得到 /( A ) 二0,把 A 仍作为域 F 上的矩阵，便得到 / U ) <» _ 

例28 iSt A 是域 F h 线性空间 V 丄的线 性变换 •证 明 〆 是¥等变换当! L 仅当 
，一 JT 是4的^个雩化多 项式； 

m A 是幂零指数为/的舉零变换当 J 1 R 当 V 是4的一个零化多项式，而当 r<i m ^ 
x r 不是 A 的零化多项式 I 

‘ U >4 是对合变换当且仅当 I 是4的 一 f $化多项式； 

U ) A 是周期为 m 的周期变换 当風仅 当夕脚 一 !是 A 的 ^个零化多项式.两，厂 w 
时，/ — I 不是 A 的零化多项式， 

证明 （1) A 是■等变换 ㈡ M V —: r 是 A 的一个零化多项式* 

( 2 } A 遊幂零指数为/的幂零变换 
« A 4 ' — 0, rftl A f ^0*r<£ 

^ / 是 A 的一个零化多项式，而巧 r<n 付 . jt •不 tkA 的零化多项式， 

<3) A 是对合变换 ㈣ ^ #一 】 ，是4的一个零化多壤寫 • 

(4> A 是周期为 m 的周期变换 
*4 /I " = J - 而 尹 J , 当 r<m 

㈡ ，一 1是 A 的-个箏化多项式， rfq^j r <7/ i 时, x ， 一 1不是4的零化多项式， ■ 
例 29 设 A 和 B 分别是数域 fC 上 I !级、 W 级矩阵，证明 t 如果 A 与 B 个铕两不等 

的公共特 征值， 0< rSminOi ， m) •那么矩阵方程 X_ XB ，有秩为 r 的矩阵解 

证明徙 A , , A : • 两两不等，它们是 A 和 B 的公典掩征值 * 则它们也是的特 W 
趨，从而在中有非零向量 Hi 1…便得 = A_ ，:， If = 1*2 ,…的在 K •中有非零 

㈣ 域 A , * A .… .p. H 1 得 /f 梦产 A_p_ • 子是 0i& — ，“口 t*2 -… ， ru •令 

f ; fit 

ft 

^ ^ ( «fi * a ? a ，）* : 

* 

- * 

[X 

则 C fi fi X m 矩阵 • 由于 A , A ， …， A , 两两不等，因此 cr ,a ；„-*•«, _ 龜无关 （ A 的厲千不 
同特怔值的特征向姒线性无关 h ㈣ Hff ，…、 p , 线性无关_从而 

ranktC) C rnok<o til : .… ,a ) = r, U U 
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* 


42) 


文据《萵等代数学习指导和匕册） 第 U 疔阑2的 Syiv 樹 r 本等式 * 得 


rmik r > > ranki a * a ： .… .€r ) 十 rank 


P 

P . 


■■ 


P 


r — r 


因此 raiiktC >— r » 并且有 


ft 


AC — CB = r\(a! … i crv) 




— is p(t” … ， 0 f ) 


移、 


fi 


B 


二 f A I fl[| 


* 


电 


A/ix 


fi 


m 


(cti 、a ， … ，《 r.) 


^\ P \ 

Hi 


1 


A,p 


=r 


EAiCKiP ， -f 

0. 


A _ . 


+ A , a , p r ) - ( A ] a ： p } iHAi ffaP : 十… + ) 


即秩为 r 的矩阵 C 是戎 X —； CB =0 的解. ■ 

例 30 设 1 和 B 分别是簏数域上《级、 m 级矩阵，证 明： 如果矩阵方程 AX — XiJ^O 
有秩为 r 的矩阵鯽 , 那么 A 和 S 至少有 r 个公共的特征俯(重根按狃数 

证明设 C 是的解.且 rankCO ^ r * 根据 t 高等代数 学习揩 导书 t |， 
册）》第 I 2锌的推沦〗得，存在， f 级、 m 级可逆的复矩阵 P 使得 


由尹 AC = C 13, 因此 

从而 



P 一 M 尸 f 

V 0 

把 P MP.QBQ 1 写斑分块矩阵形式 : 









(29) 


ilj a 

(30) 





m 
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r 


m 


P~ l AP 


’ a ] 

Asi 




从 （30) 式得 




QHQ 


fB u 




B JS I p 


I — r 


An 0 

An 0 


Bn B|j 

oi (0 


(3J) 


山此得出 


/In — jB l "A 


o , B , 


0 


Witt 


(: m 


f 是 p 

HaA - 





[" A "， o 

P " l A/ f ^ 


* QBqJ = 



0 Ai 2 

j 


B n B n 

i • 一 - • • 


* 


An I |a/- r —S 


IA J〆 一 U > A f_ 


1 _^ W <3 的持征多项式尺 U ) 
/: U ) 与 A ( A ) 有公因式 IA t I , 它的次数为 r , 凼于相似 

的矩阵 有相興的特怔多项式 * 因此 A U ), 人 （ A ) 分别是 A . B 的特征多项式.由于 .4 与 B 

都是复数域上的矩阵，且 UL — A m | 有 r 个复根（重裉按重数汁释），面此4与 B 至少有 r 
个公共的特征值< 重根按重数计算） & _ 



抑的证明中关键之一是要把秩为 r 的矩阵 e 表示成 c= F 0 这表 


明《商等代数学习指导书（上册）》第 5. 2节插论1是很有用的结论•我们在那埘就强调了这 

—獻。 另一个关键是把 p 1 AP _ Q 沉} 1 写成分块矩阵的形式，以使揭示出 它们的 特征多 
项式有公因式 I 认 一 為丄这利用了分换上三角矩粹的行列式很容易计诨这一忧点_例 
3 0和例 29 是相互关联的两个命廳。如裝例 2 r 中把条件放宽成 A 与 S 有 r 个公共的特征 
值(钯根按電数计奶丄那么结论要改成 3 AX—XB 有秩小于 或秦子 r 的非岑 解, 

例 3 !设 A 是域 F 上錐性空间紡上敢—个线性变换 3 设 . 


M *[j ( x ) ， \ = mix ) ^ 

证明 ； Ker d(A)^K G r /(wnKK ^(^> f 

Ker wK 4) = Ker / <*4) + Ker 
证明设 /( x }—fi( -gi^ry=gi (j：)disy , 

则 /(A) =/, (A)diA) —^ (A>^CA>* 由此得出 


(33) 

( 34 ) 


Ker d ( A ^ E Ker J ( A ) H Kcr , g ( A )* (35) 

反之.任取 a€Ker f ( A ) f ] Ker 其 ( A )、 由于 （/ U ) f W 此存在 6 

FO ]* 使得 • 
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-h v( .r)glj'> — ^CrJ, 

z 用 .4 代人，从〔 36 >式得 

wU)/(A) +^CA)^(A> = diA). 

于是 diA > a ^tiiA)f(A V+ W A )g(A )o—0. 

因此 er € Ker </(-4) .从而 Ker / CAJHKer g ( A > QKct d(A ) 9 
應以 Ker d(A ) =Ker f(A) f ! Ker g(A) « 

由于 / ( r ) r ) m C ： r ) ^ jit ^ ( x ) = f { a:)g ' r ) — J \ (.r > g-(x > 

J ■ 用 A 代人•从上式得 

tn (A) — / tyl (y4) = f i (A), (38) 

从而 Ker f(A ) £Ker m(4) * Ker ； gi A ) S Ker m (/V ) ，因此 

Ker f(,A) 4 - Ker > C Ker m(A). <39> 

反之，任取 a6Ker mM) , (fcf^/rCx)#■(#>= i ■因此存在 Hl ixKvi^>e FM •使得 

- ij, ( r'i f ： i.i ) -*- • j ^ i ： .i 3 — l. ;; , (4^J I 

■r 用 A 代人 ■ 从 U0 > 式得 

Mj <. 4 )/i (i 4 ) + t/i (A) — f. X 4 1 ) 

于是 a — u x (A)/, (A)fl+v, (A>j^ s (A>a c 
设 ffi =* Vi (A )gi (A)fttaa — tf i (A J fi'CJt t JK 

/t4)«] — /C,4)® t (A)g t (A) a = Vt iA)m(A)a & 

A>u (4 )/i (.4)0 = ui CA)mCA)a — 0 * 

从而 € Ker /(A), ff ： £ Ker g(A), 因此 

a = Qi 十 as 6 Ker f{A ) + Ker gC A)* 
p 是 Ker m ( A)^Ket /(4 >*f Ker g ( A > s 所以 

Ker w (4) = Ker / </lJ + Ker g { A ). ■ 

例 W 设 A 是域 F 上 《 维线 ft * 间 V ‘上的一 1、线性变换，设 / fx ). ^ r ) 6 F[a 1 + 
(fts) « C / Cjt > tg -{. r >] =th(x) w ■ 

证明： 

rauk(/(,4)) -h rank(j^t.4 )) = rank(^f>l )) I- rank (m t A )). (42) 

证明据例 31 得 

Ker d(A) - Ker/(4) fl Ker 
Ker m(A) — Ker /(_4 ) 七 Kur 贫 C 』 4), 

dim[Ker £/( A >] + dim [Ker m ( A }] 


(:们 


因此 


暑 


■124 


* 
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4 dim LK^r /(A) n Kerg(A) ] + dim[Ker /C.4) 4 - Kerg |fC4)] 

~ dim |[Ker /(A)] + dim [Ker jtfCA)]. 

由此得出 ’ ， V , ；IU . 

n — rank (</(4>) 十 n s rank C m i A }} 

—n ^ rankC/(A)> +#i — rank(^(>l)>. 

从而 rank(/<4)) 十 rank( ti(A))^runk(J(A )) + rmkim(A> ) m ■ 

例 33 设 A 楚域 F 上《维线性空间 V h 的一个线性变换•设 

* A ( j )) = I w 证明： 

muktf { A } g ( A > h < Ay 2 - mhkC /( A)^)J 十猶— nmk <^ CA ». 

证明由于 （/( J ) = t * 因此 </( jrrg (: r ) r ))^ g ( x ) *[/( jtygijr ) Ji ( jr ) 

尽 = 据例 32 得 

rauk^/C4 ^glA) ] -h rwakf )A)] ^ rank[^(4>] -f rank [i f(A)g C4>/i(.4)] 

曲此 _ 得所要证的 等式， " 

习题 9. 5 


对于® 数域上 3 级矩阵 i 令 VaGC ， 求 C 1 上的线性变换 A 的所有不 
变子空间 s 


A 


4 7 

- 2 —4 


3 

2 


4 




10 4 


2. 下 述矩阵 分 别看成 实数域•复数域上的矩阵 ，令 4 ( a ) 
分别求 A 的庚有不变 子空间& . 


Ait Va6 R 或 Va€C 2 


A 


0 


a 

a 0 


其中 《 是非芩实数 


i 


3. 令 VaeK , 其中 


A := 


0 2 


求 K 上线性变换 A 的所有不变子空间 
Mi 令 V «€ Z .入其中 


{0 0 』) 




it 


线性变換和 矩 阵的最小多 _式 舉 42 S - 

- - --------——丄 ——■ 

_ p 0 §| : ,, ifli 

A = 6 a 0 f 
0 Oft 

其中 〜 求 4 的所有不变子 空间。 

5. 写出域 F 上线性空间 v _ 上的数乘变换 Jt 的一个非零的零化多项式， 

6. 设4是域 F 上线性空闻V上的线性变换，证明 * 如果為有一个1次的零化多项式* 
那么4是数乘变换 • 

7 . 求下述数域 K 上2级矩阵 A 的一个非零的零化多项式： 

A /I H 

J ， A = (o i } 

m 设 A,B 分别是域 F 上的 u 级, m 级 矩阵. 证明 ； 如果 A 的持征多项式 /(vO 与 B 的 
持征多项式互素•那么矩阵方程 AK ~ XB =0 H 衍零觭 ； 

9.设 A . / i 分 别遐域 F 上的 n 级， m 级矩阵 ，证 明：如果矩阵打程 AX - = 0只 H 

解屬么 A 与 B 没有公共的特征值. 

10 - 设 V 是域 F 上的; I 维线性空间， rfwF #2 c A 是 V 上的一个线性变換,证明: 

( 1 ) rapk(vl^ 1)+ raokXA + 1) = n^ m ranktA 1 1) ? ( , i ; • 

(2) rankCA — /> + rank(；/4 + l) +rHnk(4 +i) = 2n i rank(A ! — f» , 

9.6 线性变换和矩阵的最小多项式 

9.6.1 内容精华 

欺V，是域 F 上的17维线性空间 M 是V 上的一个线性变换.为了 fr: V中找 一 个合适 
的基使得 A 在此基下的矩阵具有最简单的形式.从 S 节知道，第一步是找 A 的一个非零 
的零化多项式，參如， A 的牿觀 秦项武 fU) 就碧 A 的一个零化多项式，把 /(D 分解成两两 
不等的不可约多项式方幂的乘积，则V就能分解成 A 的不变子空间的直和，在每个不变子 
空间取一个基，合起來成为V的一个基, A 在这个基下的矩阵是分块#角矩阵，第二步的 
任务自然是在每个不变子空间中取一个合适的基，使得 A 在这个不变子空间上的限制在此 
塞下的矩:阵具有最簡单的形式。为7使进一歩的讨论鼸比较醑利进行，凭直觉似乎 ® 当取 
A 的临界状态的非零的零化多项式更好，不一定取 A 的特征多项式 ■ A 的这种临界状态的 
零化多项式称为 A 的最小多项式_本节就来研究线性变换的拟小多项式的性质和求法，以 
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及探讨它在研究线性变換 A 最简单 形式的矩阵农示中起的重要 作用。 

一、 最小多项式的定义和性质 

定义1设 A 進域 F 上线性空间 V 的一个线性变换*在 A 的所有非零的零化多项式 
中•次数 M 低的首项系数为〗的多项式称为 A 的最小多项式 

命题1线性空间 K 上的线性变换 .4 的 iii 小多项式是唯一的. 

证明 D 郎 g \的最小私璜式•则它们的次数相等 ft 首项系数都力 J _ 

从而办⑴二叫⑴一叫 u ) 的次数比叫 UV 的低由于 h ^ Ay ^ nhiAy ^ miiA )^ U ， 因此 
60)也是4的一个零化多项式.据最小多项式的定义得,办(；0^0,811扣,（；1> = «^0_), _ 

命晒2设>1是域 F 上线性空间 V [:的线性变換, FU ] 中的多项式 g U ) 是4的零化 
多项式当旦仅当以^>是4的邳小多项式 m 你)的倍式, ' 

证明必要性是4的一个零化多项式 ：怍带 余除法，得 

足 （ A > 土 ACA ) m ( A ) 4 - KA > idt'g rCA ) < deg m ( A >. 

不定元 A 用 A 代入，从上式得 ： F . : ：/〜•，丨釋 

giA ) - M 4 h ? r ( A ) + rU ): 

由于〆因此 r(A)^0. _最小多项或 的定义 箱>(；1)"^0 •从而 x(A) 是 
mCp 的一个倍式 • 1 ， 

充分性谀 则 〆 4)= AW ) wCA ) 二 fl ， 因此客(；0是 A 的 _- 个零化多 
项式， _ 

命题3设為是域 FJ : 有限维线性空间 V 上的线性变换，则』的最小多项式 m(;0 与 
特征多项式/ ( 1>在 F 中有相同的根（重数可以不同）. 

证明由于4的特征多项式 / CA ) 是4的一个零化多项式，因此 m ( A > 丨/⑴ * 从而存在 
/* C ； U 6 F [ A ] 使得 

于是栩 CO 的每一个粮都是 /( A ) 的根‘ ， 

反之，设是 / U ) 在 F 中的一个根，剛是4的个特征值，于是 存在托 V 且？#0, 
使得4$«=如夂设 ^ ；.,. / _ . . 

出 （ A> ^ € ti 十 qA 十 … 十 y ， 

则 丨 卜. 

0 = nti A )$ — q 4 十… + rW 

; Of + 祕 _ “十 cM ? ^ 祕 
此得出.出 ( 1> = 0.因此 A 是的一个般* 


_ 



找忡变换和矩 _ 的最小多项式 


. 


_ 


， 类似地.可以 定义轔 F 上》级矩阵 A 的最小多项式，它是 A 的所有菲零的零化多项式 

中次数数低且酋项系 数为！ 的那个零化多 项式， 

设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换，它在 V 的一个基下的裀;阵是 A • 
由于是 A 的零化多项式当且仅当其⑴遒 A 的零化多项式，因此 miA ) & A 的最小多 
项式当且仅货 m U ； ■是 A 的最小多项式》 

推论 t 域 F ±，t 级矩畔 A 的最小多項式 ( A ) 与 A 的特征多项式 /( A ) 在 F 中布相 
同的根(重数苽以不词 ）* 

证明设 v mmp 上-■个《维线性空间，定义 V 上的〜个线性变换 A , 使它在 
个蕃下的矩阵为力，则 A 与 AW 相同的特征多项式和相同的最小多项式，于是 由命題 3立 
即得到结论,. ■ 

推论2相似的矩阵有相同的最小多项式 4 

证明设 A 利 B 是域 F 上相似的《级矩阵，它们4以看成域 F 上《雄线性空间 V 上 
的线性变换 A 在 F 的不同基 F 的矩阵*饵此 A 和 B 的最小多项式就趦 A 的最小多瓌式. 

■ 

我们可以改进推论]和命题 3 的结果， 

命题 4 设 A 是域 F 上_”级矩阵.域则 A 的蠘小多项式 m ( A ) 与 A 的择 
征多项式 /( A ) 在 E 中有相同的根（重戮可以不同>. 

证明由 pmu ) uu ). K 此 « ka ) 的根獺是 / a ) 的裉.反之 ，设; U 是_在 F 屮的 
一个根 _ 把 A 看成域£上的矩阵，则4是為的一个特征値.从而存在 : ae p 且使 
得 / \ a = X v a IS miXy ^ cn ^ ciX ^ …十 U _， 则 

(1= m(A,}a — (c 0 I +• f s A + -•， + 1 )n 


- ‘va H- e } A>a + *- b 4 c^a = wiCA^ )a. 


由此樽出•辭槪 3 f i =< Li •即如是衍(1)在£中的 r - 个根_ 
推论3设 A 是城 F 上” 维线性空间 V 上的一个线性变换.域茗包含域 F , 则 A 的最 
小多项式 V 的特征多项式 / tA > 在 E 中有相 同的根 （重数可以不网> : 


证朗设 A 在 V 的一个塞下的矩阵是和 i / fA) 分别是 A 的最小多项式和特 
征 多项式。 从命题 4立 即得到 f (V 在 E 中有糟 _ 的根 ( 重敷可不:间） ■ 

域 F [: ^级矩阵入的特征多项式 / b) 是首项系数为 fc 的"次多项式.它的《 次项 

(i<ASn> 的系数是 A 的所有* 阶主子 走的籲1广的蓽积看 { 高-等代数举习術导 


书（上册）》第 5. S 节的命題1>.闲此/(幻的系数足由 A 的宛幸经过加，减 % 乘法计算出 ，从 
而 /U) 是域 F ]_ 的多项式*设域 E 包含域 F, 虽然我们可以把 A 看成域£上的矩阵♦但 
是作为 E h 矩砗 A 的特征多项式仍然是/縿獼据 b 述讨论 )* 这可说鱗 A 的將征多项 




跃线性映財 


式不随域的扩大酣改变.渎者自然要问： A 的最小多项式是杏也 f 随域 的扩大而改变雖? 
卜面 的命题阅答了这个问题. 

0 MS 设真是域尸上_矩阵 ，域 E 包含域 F ■则如果财 U > 是域 F 皇矩阵 A 的最小 

多项式 * 那么把 A #成域£上的矩阵*它的最小多项式仍然是谢⑴, 

证明由于 mC/1 ，"(A) 可看成是域 iT 上的多项式.因此 m(A) 爆域 B 上矩阵 A 

的一个零化多碉式.把為#成域瓦 I :的矩阵，设它的最小多項式为 Sen ， 则在 E [ A ] 
中 | ot ( A ) • * 

设 wU > = A 十 6jfA :+"* \-h,. : A ' +U = J , 2 * *”- r 一 1 •山 =(K 

» 此 - ; .. r … f f i*. - . 」广 / t \ M ,V )" 、 

bt, I ~b b \ A +々 s >\ -J- …十 Arj A「 ] 4 - A* = 0, ( 1) 

把矩阵 a . \ V .. V 的 ) 元分别记作 〜 、则 比较 ru 式灰 f ? 两 
进矩阵的元得 

M. t -^ Jha v +A：o? } + … +K" 4^ f> ^ 0. (2) 

令 


<5 ij < i ! v ' aSr ! dr I 

d\t ^\i alf a | F l> d\t 

t (3> 

*9 * « « * 4 ■.齡 ■■眷 *• «, • _ 

軋 “ d ■… 

W\(h Jy , J h .h ,b ! ， B 足 r + I 乇齐次线性方程组 HA ' = ( I 的-卜解 . rfi j H 是域 F 

h 的 《 :乂 fr + l > 矩阵 •思 解线性方程组是对 H - 的元金迸行加、戒、乘， 除商种 运算，从而赛 
出的_向《必为域 F 上的 r + 1 维向域„因此 

- : i 、 》i U ! 為 i F . ( 4 ) 

从而 mU )€ F [ A ] ，由于 m{A} =0,因此# ii (； U 是域 F 上矩阵 A 的一个零化多项式 ■ 从而在 

F [ A ] 中心 … 

_于 M ( A ) € F £ x 3* 且在 却 W 中有 iJi ( All 沅 U ) •因此在 FU 3 中有 mWlmiXH 根据整 

除性 f 随域的扩大而改变 K 又在 FU ] 中有，顧此在 FDU 中二 ⑴〜 mUK 
由尸 mt ； U 和 /" U ) 的抟项系数都为 ] ，网此 ■ 



二*几类特殊线性变换或矩阵的《小多项式 

设 V •是域 F I . 的线性空间， A 是 V 上的一 r 个线性变换 | 据良 5 节例 28 和本竹命题 
峰 - • 

£1) A 勉幕零指数为/的释零变换 I；,,- ". 






9,6 銭性变换和矩阵的最小多项式 


1 29 • 


㈡ Y 祛 a 的一个零化客项式•而当 r .: / 时, r 不是 A 的零化多项式 

㈡ A 的最小多项式是 A 1 ** * 

(2) A 是* 等变换 

« V — ASA 的二个零化多项式 

㈡ A 的 M 小多 项式出 U > 等于 V — A 或 A 或 A —K 

(3> A 是对合变換 

^ A 2 —1是4的一个零化多项式 

鲁 

舒丸的最小多项式等于 A 3 — 1或 A +1 或 A — U 
U > A 是周期为的周期变換 

㈡ A _ — 1是4的 e 个零化多项式■而当 〆 m 时 . — 1不是4的睜化多项式 
善 4的最小多项式财 U ) 是 ; T — i 的因式 * 但不是 r —〗 的因式，当 r <# n , 

当 V 龜蟓 F 上 w 雄线性空间时*设 A 在 F 的一个基下的矩阵是 A , 剌由上述结燦可麟 
到審零矩:阵矩阵•对合矩阵，周期矩阵的最小多顼式 的相应 銷论*例如，幂零指数为/ 
的 1 T 零矩阵 A 的®小多项式为; l f « 

定义2域 F . t 的一个『级矩阵如艰形如 


f 



0 


1 0 … 1.0 

a 1 … d 


i ) 


_ i _ _ _ 

fe » _ « _ I 

_ ■> # 響* 

1 ^ ^ mQ 0 i0 a 1 I 

p t I r i /； ^0 0 0 -* r *10 a \ i i 

那么称它为一个 r 级 Jurdan 块，记作 人 (a), 其中 d 是主对角线上的元素 • 
特別地，丨级 Jtirdan 块夂鞣是 I 级矩阵 k > . 


(：>> 


命题6 主对南元为 a 的 r m Jordan ik J , U ) 的致小多项式… U ) 等于它的特征多项 
式 / U );( A — nr . 

证明 SI 然人的特征多项式 = 由十 

Jrli$y - a ! = 人 rG ). 且 [ J ,<0 >] r = Q ， lJA 0 )y 尹 0 当 5< r . 

因此 1 i ’ 4 心 r 时 .) — “/)’#()、 从而 ( A — a) r 是 JU 的 一1、 零化多 
项式，而当 j < r 时 ,( A —不是 J r ( a ) 的零化多项式，因此 w ( A )^< A ^ fl ) r . _ 

定理1设 A J & 域 F 上线性空闻 V 上的线性变換，如果 V 能分鋼成 A 的一些非乎凡 
不变子空间的直和 s 


V - W © …㊣ W“ (B) 

那么 A 的最小多项式为 




w{A> = [mj (Ahwa f (A) * ,iw B U)(7) 

其中仿 •⑴ 是兄上的线性变換 A [见的最小多项 u = . u 2 , n 吟 m ,叫⑴.…. 
^( A )] fi /« (火>，所!以），‘“，加 1 (；1)的最小公倍式 4 • 

证明设衍, （ A ) 是 W , 上的线性变換 A IW , 的最小細式 ， ^ _ h 2 . …，、设仰是4 
的任癒一个非零的零化多项或，则于遍对 r ■任意化€评』，有 

0 ; q < A ) Q $ = q(A I W f ) a t , 

从而 gL 4 m ..)=0 网此 W 孥■七 W 的一个岑化多项式 . f 是 m U ) ].2_ …， 

榦这表明抑 >是 ) ，鳥⑴，…， W| ⑴的一个公儕武 • 由此受到庖发猜想唧 （A ) , w : 
( A > _…，叫的最小公倍式好 U ) 等于 A 的 M 小多项 式. 

_上面一段证得的结论知遒，4的最小多项式^^^是暴叫^^^^^广^讯以彳的—个 

公倍式•因此 WAHmUK 下面来证抓为此只要证 / r ( A ) 是 A 的一个零化多项 
式•： 取 V ，由于 V = Wj ©讲 2 ©*_，㊉ Ws ,因此 

c S Ofi 4r 卿 + …十 . O, 6 w t , j ^ 1-2 ,-”丄 

设尺 【 A J /ij ( A ) f / t , ( A )» l *?，^***^ 

则 


* • _ f 

g ( A ) a ^ g ( A ) 2 j , Qy = V ^ CA )^ = J^giA ! W , laj 

||3^? 


# 


s 1 W^m.iA I -= y^h t iA | 1^/)0 ^ 0. 

H 此再 OI )= 儿从而贫⑴是 A 的一个零化多聩式，+是 m ( A > | 尽⑴ • 综上所述嗜 oo 〜好 
a > - 由于发⑴与抓 W ) 雖首项系数都为 U 因此讲 < a ) ㈡ 裒_ 

推论4设 A 是域 F 上一个界级分坱对角雉傅，即 A=di 吨{為•為，…，八 ） ，设皂的 
最小多项式是 m 〆 A > =】_ 2，则 A 的般小多项式阳 u ) 为 

( A ) = [ m k ( A ) * mx CA ) » m , ( A ) j . 

证明设 V 是蜮 F 上:的一个 w 维线性空间， y 中取一个基心，电 •… _ 0 _，建立 f 上的一 
个线性变换 4 .使得 A 在盡 fl ,，辦，…，订_下的矩阵是4 • 据 9. 5节的定翊1得， ® W , 
©’•‘@ w ^， 其中 W ,( i =1 ，2，，..，4郝是4 的非年 凡不变子空海 • U , 是羞1% 在研的 

.J.lf_ l'l ^ ff/L~ I'l .JL: A I WT T Hid I ^ 


T T - -« 韻 1「 , ^ Si* f - ^ 4 mMj • i_tL SE rv „ f 

个基下昀矩阵，从而 4 H 的錐小多项式就暹因此据定理 

ML 屬 IV ― ^ ^ ^ 


的最小多项式 w (A ) 为 

= [叫 （ A > ，州2 CU . …，，《 〆 ；[)]+ 

而 -4 的最小多项式就 JiA 的最小多项式 mUO : 

定义3 由若干个 Jordan 块组成的分块对角矩 阵称为 Jonlai] 形矩阵 


得. 


齡 



线 ffi 变換和矩阵 w IS 小多 项式 

—_---:- 

由命题 G 和推论 4 立即得 A 是 Jordan 臟阵 t 

A — drag{ J r| ta) ，/, {a) *J I{ Uj) t*-* * J 、 <h} > < 

其中 r \ t t t ^ t 2 * SM A 的最小多项式 wrU ) 为 

/?i(A)i= [<A — ■… • CA — £!)-、•（A 一 W 1 •■’ • “A — ft》’_ ] 
=iX _ « UA — bW 


三、用最小多项式研究线性变换的矩阵表示 

线性变换的最小多項式在研究线性变换的最简单彤式的矩阵表示时起着十分 t 要的 
作用 • 

定理 2 设 A 是域 F 上 II 維线牲空间 V 上的线性变換，難 A 可对角化当且 Hi 的 
最小多项式 FQO 中能分解 成七 同的一次因式的乘积 # 

证明必要性设4可对角化_酬 

y — © Va s © … ㊉ a ‘ . 

其中 A , . A ^ …, A , 是4的所有+同的特征齒.他于 

1 : ‘ V k} ™ KcjCA — AJ ) ^ l ，2 t、”，;s . 

因此对任意％ 6 K , 有 ' 

(A \W f -K f il \ W f ))a t = C4-A,l>^ - 0. 

从而 于 *A — A , mAlW , 的一个零化多 项武， 因此 A | W , 的最小多 
项式是 A —心，…山据定埋1得， .4 的磁小 多项式 mUi 为 

A) ^ [A — At _A — A” … *A — A _ 」 

; (A — Ai >( A. W As >，，.（A _ W 
充分性设 1 的鏃小 多项式 m ( A ) 为 

w ( A ) = (A — a ; > (A ^ « f > … (A — ， 

It 中 “ w _ ，“ ." 是域 F 中两两+等的元素•则 A A A — 屮，…_ A —仏两两互褰，于 迪据 

沃5节定理3得 ！■、：〔〗 

V K*t m (, \) = KerU — I ) @ Ker(,*i — «〖:/>© ”*© Ker ( A — ct I ) 

^ :® Kt f ® … @ V ' * 

其中 山 ， ti : ，…足 A 的不同的特征値_因此4 Sjf 对角 H ■ 

推论 S 域 F 上《级矩阵 A 可对角化当且仅当 A 的最小多_热^1»在 F [ A ] 中能分 
懈成不同的一次因式的乘积. _ 

定理 2 是线性变换叶对角化的第6个充分必要条件.它是彈有力的 • 定理3和推论$ 
使许多特殊类型的线性变换或矩阵趙憑可对角化的判定兹将非_捷 4 
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命题 7 设 V 是域 F 上的线性空间，则 
<1) V 上的衹等变換4 —定可对角化, 

C 2> V 上的¥零指数/>】 的幂 零变换 .1 一定不可对角化； 

C 3】 当域 F 的特征不等于 2 时， V 上的对 合变換4 —定可对角化 f 当域 F 的特征等 T 
2时,不等于 J 的对合变换 A —定本可对角化： 

【 4) 辨 F 是复数域时， V 上的阛期变换一定可对 角化。 

证明 （ 1 ) _子等变換 A 的最小多■式掛 ( A 〕 等于 a 1 — A - A < A - 〗 ） 或 A 或 A — 1,因此 
.4 可对角 ffc E 

< 被零指数 W /的 蘇 零企换 A 的最小多项式为2 V 因此当/> 3时不可对 ffl 化. 

(: D 当 eta 卜时■对合变换 A 的最小多项式 m ( A ) 等于 A f — 1 = 0 + — 1) 或 

A +1 或又一 1，园此為可对角化.当 char 尸君 2 时*対合变换 A 的最小多项式讲00等于妒一 

+ 或 A+1’ 若 WH .则 A + 1 = 0 ， 于是 —卜 I ， 餓此石等管 J 的 对合变 

换一定不可对角化 d 

H ]) 周則为加的周期变换 A 的 ii 小溪项式 m Q ) 是一 1的因武 0 由于在复 数 M 上.的 

元多项式环中， I 能分解成 w 个不同的一次因式的乘_•因此 wiU ) 也能分解成不同 
的一次因式的乘积•从而 .4 可对角化， ■ 

命8 8域穸上级数 r > l 的 〗 D * rfan 块人 （《> —定不可对角化,包含级数大于1的 
Jordan 块的 Jordan 形矩阵一定不可对角化， 

证明人 （ “ 〗 的最小多项式— 因此当 r>i 时，人不可对角化 E 

…，入 (幻，….人 （&)}, 其中 n < r 2 < - < r , , £j 

A 的義小多项式 m ( A )^( A - a )^ Q — W 1 * ,若 r ,> i 或 ‘>1 ■则 A 不可对角化 。 对 

T 主对角兀有两个以上不同元素的 Jordan 块组成的 Jordan 瑕矩砗，同理可证当它含有级 
数大宁1的 Jordan 块时，一定不可对角化 。 丄 * ! • _ 

推论 6 设4是域 F 维线性空间7上的线牲变换.如果 A 可对角化，那么对尸 A 

的任意-个11〗#凡不变子空间奴，碱可对角化. mHSf 1 ：;； 

证明设 A 时最小多项式为抓00,4|斯的最小多项式为付任意 斤评 .有 

m{A | rW)y = m ( A)y = *0 , (\/ ' 

因此似 【4 1取>=»_从而讲 U) 瘥及|粑的一个零化多项式 , 于是味 （A>l 邮 fA), 

如果 A 部对角化，那么 据定理 2得， w ⑴在 F [ A ] 中可分解成不周的一次因式_乘枳 ■ 

由于叫 CA )| 阳 ( A ), 因此 mdAy 在 FD 0 中可分解成不同的一 次圾武 的乘积_于是据定理交 
得 dlWrtr 对角化 • _； 8 , ■ 

从命题 7 •命题 3 阳推论 G 的证明靑到 * 用最小多项式来判定线性变换是丙 n] 对 ffj ffc 足 
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昧幣有力的.叙述很簡洁_譬如.推论 6 如果不用最小多项式，那么证明就很繁琐 * 

利用推论6可以确定可对角化的线性变換 A 的住一不变子空_ W 的 结构： 

命腥9设 A 焙域 F 上《维线性空间V上的线性变换，如果4可对角化. E A, .；U •…， 
A, 是4的所有不同的特征值，那么 A 的任一非平凡不变子空间 W 为 

w = n 汉〕 © (v s n © … ® <v v n w)， 

其中 A ,, . A , .-U :驗丸的二个不同的特扯衍.并11对于、<1=1,2.*",4.存在1的 f ; 变 
子空间 t/ A , 使得 ' n W y @ u ti - 

证明由 hi 可对 ffi 化•因此据椎论 S 得 .4 IW 也可对角化.从而 4! fw 有特征值 。任 
取 A 1 W 的一个特征值^则存在争€ W 凰0 #0,使得 < A | Wy ^ 。判负 ■ 滕綠崎 
少于是 P 遒 A 的某一个特怔值.这说明 4 IW 的任一特征值蕞減的某一个特征 
値.，设 .11 w 的所有不同的特征值％ A , 4 ,…， A ,/ il w 的厲于特 mu 的 符征 r 空 
间为 

<r t w [ (A I w>y = x,y\=^ & w \ Ay ^ x tt r 1 

= v、n w . 

由于糾 w 可对角化.因此 

w = cv J： n© ( v J= n w >©( v % n wx ( s > 

对于 o i ， 2 .r) • 由干 n 研是的一个子空间，闲此它在 V ' 中必有补空 

间，取 - 个补空间！ 4, 则 =U' nwmu f , 任敗衣 et' ，则 .45 =A . 沒 6L 厂.因此 

是 A 的不变子空间 * (注1由此看出， A 的特征子空间的任一子空间一定_ A 的不变厂名 
间‘） ■ 

从 9 . 5节例12看到•如果域 F 上 w 维 U>1 >线性空间 F 上的线 性变换 A 在V的一个 
H 埘，心•…，知 F 的矩阵级 Jordan fk 人 .U). 那么 A 的所有不变 f 空闻为 

0， " Qi ) 1 《Hi ，£!:>**■•， (Oi tQ： 11 *CT«-1 ) iV 

由此看 出* 对于 4 ■任一非平 A 的不变子空两 Cl ” …. 诠 4 的不变子空间作为它 
的补空间*又从本节命题8知道 .A 不可对角化.而从 9. 5节例14看到.如果复数域上的 
打 维 Cn>i m 牲空间V 上的线性变换隽有^ * 个不同的特征讀… , A. •那么 A 的所有 
不变子空间为 

OsVi o ^ 1 ,2, — , K | V * @ V , • I 矣 ii < j ! < q …； 

V % ® ^1, © ■" ©^ #| tl ^ii <h < **■ < Ji 《《1***|會 
由此着出 I 对尸 A 的任平凡不变子空间 V、 ®% s ® …运_齊在 A 的不变子空间 
® V th ®-© V V4 (其中 / i 4 … Li 与合在一起是 的 一个全排列)怍 





\$4 * 


第 D 歡_ 线惟贼射 


-为它在 k 中的补空間.即 


v = 




由尹4有 s 个不间的特征值，因此 A 可对角化，从；这两个例子受到启发 ，线 性变换 A oj 


对角化"与“八的任一不变子空间都有 4 的不变子空叫作％它在 V 中的补穿 间”这 商件办 
情之_有密切关联•我们猶想有下述命題: 

命廟 ia 谀 a 裔域尸上《维线性空间 v a 的幾 惟变换，则 4 可对角化当 m 仅当 a 的 
特征多项式在包含 F 的代数封闭域中的全郁1个(重雜按重数伸算1部在 F 中 . M 对于 A 
的任一不变子空间取，都存在 4 的不变子空间作为 w 在 V 中的补空_, 

证明必要性铢鋅可对 角化. 若 w 是4的平凡的不变子空词，则 v = 0 ® v , 于是 
命邏成立*下而设砰是4的住一非平凡的不变子空间„由于 A 可对角化.因此 

V ^ V *, @ V \ @ — © V A , (9) 

具:中 hA . 是 A 的所 有不 同的特征值,据命题9得 


W =( V ' FI W ) ®( V ±i n © ( V , (1 W ), <10) 

其屮 A ,， A .，. * …•夂 A 的 r 个不 f (如 #■$ 扮:位 f 酕存 .4'* 的不变子空间 [ j ,, 使得 v - ^ 
< V. f nu ’)® L \， f = U 2 .… j.-nia - f , ，結 1，2,“.“ 的一个全 排列则 

* ® ^ © … ©、© F lr 锻 …㊉ 




令 


则 


[(v, n i ] © … 「 别 : , <v 乂 ri 队 ） ® 厂 ％ ] ㊉ K ㊉… ® % 

辦 © © *■- ® V K © v it @ … @ • 


u n 


02 ) 


( i ： i ) 


V = W @ L /. ^ I *" 

山 J : ，… A ', 都通 4 的 七变子 空网.因此 L : 是, t 的本变夢空间： 

充分性对线性空间的维数 w 作数学 fcl 纳法< 

fl 时，于最4的不变子空河只办 f 凡的 :0厢 V ，由于 V ^0® V , 因此命题 
成立 • 

iK 设对于 n _ 】 维线徙空间命翅成哀、现在来青域 FJ ”维线性空间 V 的情氣设 t 
是7上的一个线性变换 t 它的特征多项式在包含 F 的代数封闭域中的全部_«个根 （ 重根按 
簠数 计算) 都在 F 中》并且对于 A 的任一不变子交间 W •都存在4 的不变子空间作为 W _ 
V 中的补空间„取 A 的一个特征值 A , ，设6是 A 的刺于&的特_肉政，则 (ft )是尨的—个 
不变乎空间*由 B 知条件得，存在4的不丧子空间 [/ 作 为坧種 V 中的 | 卜全询.即 


线性变換和 fc 阵的战小多 项式 


■135 


V ^ (fc > © U . (U ) 

f 1 V t 的线 i 性变換 A | U ， 任取 AW 的一个石妍 _ LS ，由 F 对任意 y € U ', 有 

An = (A I C /)7, e L / i ， 

因此仏是 A 的不变 F 空间由巳知条件得 .F 中存在 V 的不变子空间 fi 作为（'在 V 中 


的补空间，即 


v — u, ㊉ ii , 

CIS ) 

由？ UiQU, 因此裾 8. 2节例31得 


U^U } .@(Q n t/>. 

• r ， (15 ) 


由 rm 『都是4的不变子空间，因此 nnu 是 a 的小宠子空间.由于 nm / euv 因此 
nnw 是 a it / 的不变子 空伺， nn 式表明 t 对于 A [ t ; 的任一不变子空_ u "_ 存在 Ai t ; 
的不变子空间/! nu 作为认在 tj 中的补空间 a 由于 l ； 是 a 的非乎凡不变子空间，因此据 
先5节的例 i 搏. ilt ； 的擠征多项式是 A 的特征多项式的一个因式，又由于 t ； 是， r _】 维 
线性空词，因此锯归纳髁豫捧411/可对角化*由于 名 >© t / i 因此 A 可对角化， 

据数学 H 纳法原理得.对任意正整数〃.充分性成立。 ■ 

命题 n 》 也给出了线性变换4可对角化的一个充分必要条件，它的作用主要在于刻画 
了对対角化的线性变换 A 具有这样的性騰:立的任一不变子空间 W 都有 A 不变补 空间. 
对于代数封闭域上的线性空间V上的线性丧换来说，这是可对角化线牲变換的特征性质， 
通常不用这个充分必要条件来判定一个线性变换 A 是否可对 角化， 

上II 我们 利用最小多项式研究了可对角化的线性变换*从现在开撇，我们要利用最小 
多项式研兹本可対角化的线性变换具有怎祥®最简单形式的矩阵表示, 

设 A 是域 F 上维线性空间 V上的线性变换, il 的最小多项式 mOD 在 FpQ 中的标准 
分解式为 


mCA > = PVa > f ^ ( XI - p ^ ( X ). (17) 

其中 AdAhp ( X >. … t / dA ) 是两两 f ： 穿的首一不 pI 约多 项式， . 


:我们首先讨论饥⑴在托幻中能分解成一次因式的乘积的情形，然后在 S(. 9节再讨论 
m (A ) 的标准分解式为 ( 1 7) 式的一般情形„ 

设线性龙换 A 的最小多项式 w (A ) 在 F [ A ] 中能分解成 

= < A — A U U — * CIS ) 

其中心士 •… , A _ 是 MF 中两两 f 等的元素，则有 , 


V 二 Ker(4 @ K^r(,4 -A：/) f ^ ㊉… ® KeKA—m 
记 ; Ker(>|- A,f A ， j = K2, … .馬则 < i9) 式可写成 


V = W …© 胃” 


(19) 




( 20 ) 



* 
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第 9 草线性峽射 


W . gH …都楚 4 的变沪空间，江价，…■犯 5 中分別取十取.把它们合起来 
就是\/的 -个基 ， A 在这个基下的矩阵是分块对角矩阵 A : 



C2I) 


其中 A f 是釗讲，在％的上述基下的矩阵_为了使矩阵 A 的形式最简单•就应当使每个 
子矩阵 A , 的形式最简单0 = 2,…“ f 是我们来研究 W , 匕的线性变換 4 |W . 

任取％ E 研」，由于取产 KeHvl -； M 八•因此有 


f a I w ) - a, a I = ( A - xjv ^, - o , 

从而 CA | W ,— A , (到于是 (A — A # 是41%的一个零化多因此 AI WV 的 
最小多项式 m , a) = ( A — A, n _ 其中 0 < G < 1 据定理 I 得 


m(A) - U —Aj ) ，! (A -A_)^ — (A-(22) 
又 w a ) 在 FU ] 中有分解式 （1 S >, 据唯一因式分解定理得 


^1 = A ^ /?，*’* — l 4m 

mM A I ^ 的 IH 、 多项式 W,U) = (A—0 = 1*2 , …山令 

Pi — A I Wj ~ A ,(/ I W f ), j = 1*2, … ，& (2:'; 

今后我们把 AIW ,— A ,< i | W ,) 简记成 AI % — A,J • IS 为容易辨认出这里的 J 是 W , 上的恒等 
变换_由于 AIW , 的般小多项式 m , U ) = ( A — 沁八，因此 

*= (4 I W , ^ 0, 

H < f , 时， （ = 从而 或是％ 上的暮零变换，其幂零指数为 L 曲 

于為 I 在 W , 的上述基下的矩阵为 A , ，因此 B , 在讲，的上述基 F 的矩阵为 

B t ^ A f ^-X)L (24) 

宇是为了使 A , 的形式 M 简单■就应当使 B , 的形式最簡单，因此在1 7节我 们染深 人探究 
幂零变换的最简单形式的矩阵表示. 


9 .6.2典型例题 


例1求下述数域 / C 上3级矩阵 A 的最小多项式，并 a 判断 A 是否可对角也 




线性变换和矩阵的最小多项式 


解先求 A 的特征多项式/ (公 


A ~ 3 


/(/.)= | AJ — A | -= 


-1 


(A - 2) 


_ 


13? 


< A —■ 2 ) 、 


[1 i — I 

CA- 21) 1 ^ 0 0 0 =0，A — 2J 关 Qu 


因此 A 的敢小多项式 w (A > = U - 2 6 从而 A 不 nf 对角化、 

例2求下列数域 K 上的矩阵的最小多项式，并且判断它们是#可对角化 


_ 


( I ) A= 0 1 0 

0 0 I 


1 一？ 


( 2 ) B 


-$ 


-1 


— I 


解 U M 是由 Jor 山 W 块 J :⑴_ 1 >绀成的 Jordan 形鹏 • W 此 ,V 的最小_式 

m ( k ) = la - U l AX - l ) l ^ iX - iy , A 不可对角化 # 

C2) 直接计箅得*扠=0,怛 S#0 •因此&的最小多项 式_(；1)-=/ 4不可对角化. 

例3求 F 列数域 K h 的〗级矩阵\和 B 的最小多项式 iA 3 H 是否相似? 

a i 0 1 r 0 io , 


0 3 0 0 
0 0 5 0 

0 0 0 5 


* 


030 mn 

0 0 3 ；,0 j | 1 

0 0 0 5 


解為是由 Jordaji 块 (5> 组成的 Jordm 形矩降,挺此 0 的最小多项 

式附 | U ) 为 • • ：、： 1 . 卜 


wi | CA ) = liA 


3 V， (A — S) t (A ~ 5)] 


(A - 3) Ha - B ) 


B _ Jmrckn 块 知齡， Ji (3) 组成的 Jordan 形矩阵 ，因此 B 的最小多项式 

m f (A > 为 ^ ! tfe ^ 

m 3 (A> = [(A-3) f ,a -3»,a-5)] ^ (A — 


• 娜 ■ * 1 第 9 •线性映射 

由于 tr < A >=3+3+3+5 L 6， tKfO =3 + : ll -3 + 5= U,_MA 与 B + 相似， 

点评例3中 4 级矩阵 A 与 p 的最小多项式柑等，但是它们不相似 • 在判断 d 与0 
不相似时，也可计算 1 A | #|為| •或 UJ — ，从而 A 与 S 不祀似* 

例 4 设数域 K 上的 n 级矩阵 4 满足 

A = 3 A : +力 一 3/ , 

判斯 .4 是否 W 对角 化. 

解由于 A 1 — —.4+3_/=0*因此 g ( A ) — A 1 * M f ^ A +3 M A 的一个零化多项式 B 


署⑽= A*CA —3) — 3) = (A —— CA — 3 >U + l)Qt — 1), 

且 A 的最小多项式刪 u> I 震 m 搁此财 U> 在 K[AO 中可分解成不闻的〜次齒式的乘积 B 从 
而 A 可对角化. ° 

例 5 设4是有理数域上的”级非零矩阵，且 a 有一个零化多项式展 a ) 是0上厂 

次不可约多项式 * r > l _ 判断 A 是否可对角化。 如果把 /\ ft 成复数域上的矩阵，珊么為遍 
否可对角化？ - 1 


解由于 A 的最小多項式而尽 CO 在 (J 上不可约•因此财以)与 〆 A) 相伴, 
从 flff mU ) 在 Q 上不可约■由于 dug iw ( A > = r > l ，因此 A 不可对角化， 

把 A 看成&矩阵， w ( ； U 在 CU 】 中可以分_成一次 g 式_乘稷_ _ j ； w 在 Q 上个- 

可约 . K 此 mU 》 在 QQ ] 中没有重因式由于有无重®式不随数域的扩大而改变，因此 

■ U ) 在 C [ A ] 中也投有®因式 e 从而 《 iU ) 的分_式中一次 ㈣ 式两两不同 6 所以复矩砗為 
可对化 a _ 


例 6 设 4 迠实数域卜 ■ »维线性空间 F 1的 -- 个线性柒换.它在 V 的一个*賴矩阵 
4 羅对称矩阵，4的特征多项式 /< A 】 的所有不同的复根是& •仏 … a 
a > 求线性变换 -4 的最小多项式肌以）； • 


<2> 根据 w ⑴ 在 11 以]中的标准分解式_把7分解成 A 的非平凡不变子空 间的直 I 
解 UJ 由于 A 赴实对称矩阵，因獻>|翁獰征多项式 / ( A > 的翥根麵是实数_从酣/ 
A : ，…，义 是/以 】 所有不痛的实粮„由 f - A 的最小多项式_以》与 4 的特征多项式 / CO 在 

1中存刪晒，贼 © w (； o 的所有不同的实根.由 f 实对称矩阵能够正 
交相似于-个对缠阵 ■随 a 可醜化 ，从編 可 对觸， n 4 嶋轉项式⑽)为 

相 ( 之 ）= (A — USA ■— A;> … （A — A 上 * 

(2) 由第⑴小題中 *»a) 在 r[a 〕 中的标准齋解式得到 

V* = K e r(A-A t l) © KtrU — 心 f> © … © KerCA — A I) , 

也就是 4 


线 rt 变卿和 mn 的射小多 项式 
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v - v 4i ®v h ©.“© V 。 

点禪嬋 s 中综合了许多知识点，有利于培养融会貧 k 的能力, 

例7设 V 是数域 K 上3维线性空简, V 上的线性变換 A 在基 r 的矩阵为 

f 10 0 

A -= 12 1. 


U ) 求 A 的圾小多项式 

(幻 X_t 应于 iwU ) W _ 分鮮•把 V 分解成4的非乎凡不变 子空间 的直和，并且求出分 
解式中出现的每个子空间的一个基 。 

解 （1) 先求4的特征多项式 ./ GO : 


a 一 


fik ) ^ I ki — /I I 




汲一 


(A UHA - 2 . 


由于 A 的最小多项式咖⑶与特征多规式 / C 0 有相周的根(重数4以不间因此 mUJ 
(A — Ipu — 2)或0«1><：；1 — 2》、由于 


0 ,0 0 


(A - n ( A - 2I ) 


] 0 o'J 1— ! 

0 0 O'l 

1 GO , 


因此， w ( A > 二 U - 

(2) V = Ker<A —l> 5 @Ker(A—21). ■ 

解弁次线性方程求出一个基础解系为 


^1 +OtOl « ( 0 • 1 1 l } 9 ^ 

因此 Ker ( A - K * S 5 —^个堪是 fti —奶* 

解齐次线性方程组 (.1 一 2 m . 求出一个基础解系为 

(0 •】,<)>、 

因此 KerU —2 J ) 的4个基是 0: . ' 

例8设4是城 f ’ L ”维线性立间 V 丄的线性变换在 V 的一个基 
的矩阵 A 为 


Ol 貧如 * …•下 






_ 


i 10 




伐 线性映射 


© 0 0 ^ u in I 

1 0?… 0 一 u \ 

0： 1 … 0 ^ a t . (25) 

? i :: 

01 0 1 — 

U ) 求 A 的特征多项式/00和最小多项式 mU) . 

(2) 把 F 取成复数域 *.4 是否可对角化？ 

解 m 在节例] e 中已求出的特征多项式•从而 A 的特征多项式 / U ) 为 

_/(A) = A_ 十 _ + 

骽如 4 的搋小多项式 m < A ) 的次数小于《.设 

w(A> = A" +U「 s + … +7^A 3 + A|A + 1 

其中 r <« , 由于 _4 在基 ai ，…心 卜' 的矩阵为 A •因此 

j^O) — cij f A J (T] = A (-4crj ) = Act2 — t …, 

= A ( A^ ai > = A r ai = AiAT } m ) ^ Aa t ^ ftp+ ,. 

于是 

I 

m ( A)ai CA f 十6产卜4”於峰…+ 6 2 /1: ^ 6i A H-fcDoi 
~ oh i + …+ h Q ai . 

由此推出 a 「 H 1 1 ，…，线性相关•矛盾园此 m ( A ) 的次数等于 h . 由千 mu ) I 
/ < A , - 因此加⑴〜 /( Ah 又由于 m ( X>m / U ) 的首项蘿数都等于1，因此即 

3 + … 十 aU + iicj, 

(2) 在 CU] 中 *m(Ay 能分解成一次因式的乘积，据本节定理2得， A 可对角化当且仅当 
mQ ) 在复数域中没有重根 ，即十…+ fl[ ^+ 叫在 C 中没有重根 * 

点评在 t 4 节例16中，通过求 A 的特征值和特征向置 T 得出了 4 可对角化的充分必 

要条件 * 现在例8利用最小多项式很简明地给出了 4可对角化的充分必要条件.在例8 

中， A 在綦 ai ____*，《，下的矩阵 A 是 Frobimis 矩阵，这样的线性变换 A 对基向暈的作用 
有下述 特点： 

Aa i = Ur ： ti 4 o j = as I *** t 1 ^ 

Ain =— a^ai - a cJiflfi - … — a _ :众 w _ 

从而 ： J — 

®i ~ /loI to-j — -4* fl | = A ’ , 

即心，如 j … 、组成 V 的一个袖由此抽象出一个概念 5 设 A 是域 F Jj 维线 
性空间 y 上的一个线性变換■如果 v 中存在一个向量 f . 使得 f,Ae, f f ， … 组成 y 





汊 6 线性变換和矩阵的 U 小多项式 
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时—个基 么称 V关于线性变换 A 是循环的，称？是V"关于 A 的一个循环向从上面 
的讨论可以看出，如果 v 关于线性变换 a 是循环的，其中 e 是 v 关于4的一个循环向蠹， 
那么4在 V 的基 K , A … ，/T j K 的矩阵3堪形如 (26 > 的 Frobenius 矩阵 t 其中 G ,, 

£ tl ， fl 2 ，…，必嫌通、 

―― 一 a.A — avA 1 f — 绞 ^ 卜 ! A 1 *— 1 氐 

于進锯例8错 U 的特征多項式 / CA ) 与最小多项式谢 （ A > 相等，都 等子# 十十 

并且当 F 取复数填时3可对角化当且仅当… + AA +% 在复败 
域中 S 有重根. 

m 9 设 A 是域 F 上 IT 维线性空间 V h 的个线性变辕，证朗：如果 A 时最小多项式 
= 中存在一个基使搭 A 在此基下的矩阵是一个《级 jQrtbn 块 

证明由于 4 的最小多项式爪 = 1)\ 冈此 { 八一《 0" 1 ^0 从而存在专穿 

KeKA-tfJ)^ 1 * 于是 

CA — al )^$^ O AA — aiyf ^ 0, 

据 9.1 节的例13得， 

(A - )*" 1 SAA - ai >， s $ ，… ，U 

线性无关，从而它们是 V 的一个基，由于 

(A f fA — aJ)*" J fJ = (A — ol )"f = 0, 

(A — ai 》[ L 4 — d 产*?] = U — olf ^ f . 


(A — nJ)[W — = (A — of ) 1 ? 

(A — cd )$ = (A 一 fit ! * 


因此 4 — « i 在基 (.4 


a !) m 々■… ， u — wie . e 的■阵 b 为 


B 


0 1 

0 0 


0 


t ) 


0 (T JO 


* 


0 0 
0 0 


0 0 


0 


## 


0 0 Mo 


% . 0 

0 1 


0 0 0 … 0 0 

设 A 在基 ( A —12/)*^^, …， CA — 下的矩阵为 A , 则 B = A — gJ . 从而 A = aI^B 


J m ( a } 


« 


点评从 A 的最小多项式是 Q _ a >% 其中 n 逛线性空间 V 的维数，就决定了 A 在 V 
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第 9 麻线#映谢 


的一个适当基 K 的矩阵是《级 Jordan 辦 ,( a ) ,又据本节命题6,，级 Jordan 块嘛) _■ 
小瘙_式是 U —两者结合起来就是 F 上 w 维线性空间 V 上的线性变换 A 在 V 的 
—个基下的矩阵逼《级 Jordtitv 块 Kill 当且权当 A 的最小多项式是 U — 

例10设是域 F 上有限维线性空间 V 上的幂零变换•则 B 的幂零指数不超过 V 的 
维数 , r 

证明设 B 的 W 芩指数为 / * 则妒 U ^从而存在 v 使拇 B f - 1 二 

W 据9, 1节的例 U 得, f , 埤，遇义…，4线性无关，从而_ 
倒 tl 设4邊域 F 上线性空间 V 上的线性壶换•证明：如果 A 的最小多项式 财 U ) 不 
可约，跚么是一个域 

SE 明从9_ 1节已经知道 . FU 3 最一个有单位元拥交換环 * 只要#证 FDl ] 的每一个 
_零元可逆.那么 F [ A ] 是一个域 4 41亍总 d ‘0 •因典 | U ) 不最4的一个零化多项 
式，从酣4的最小多项式 lirf m a )0 F tU 约 • W 此 【〃 iU 〗，#(: a.))=L 
从而存在 “ （A ) _ p U ) 6 F [ A j , 使得 w U )，h U ) + W 茗 U > 去 1- A 用 d 代人 .搏 
viA W ( A ) = L 因此 g(A) 坷逆，从而 F [ A ] 是一个域 ■ ■ 

例 12 怔明 i 如果域 F 上的《级矩阵 A 与 B 部是可对角化的*且 AB = 财，那么存 ft 
域 F 上一个 n 级可逆矩阵 S ■使樽 S MS 与 S 都为对角矩阵 6 

证明匕知 A 可对角化,设.-\的所科小同的特征値为…， A ,, 其中 A . 的重敗为 
义，/=1. 2 ,… n 亍适存在域 F 上的一个 w 级珥逆矩阵 P * 使得 P j / VP = diagU 丄 ； . 

I -ifi D=P~ l AP, 令 G 二 P ^ BF ， 由于 = 8 八，因此 1 

IX ; = (F L A/ J )(F BP) = P l /UJP = P BAP = CP 1 BP)iP 1 AF* > ^ GD t 

由于山人 = .…且 U *， …， A , 两两不等，因：此脔等代数学习指导 
书（上册 ）> 习题5第13题得， Odi ^ g { S s *代中 £{■ _热级矩阵 ，/ = 1 

“ 由警 B 可对角化 •因此 G=f ! BJ > 也可对角化 • 从而 G 的最小多项式叫⑴在 F 〔 A ] 中 
可以分解成不同的-■次因式的乘积，■设 B , 的逊小多项式为 m , ( A ) ■ / = I ,:2 . …，5,则 

tno(A) = L^i (A) (X) ^*** 

于是叫 U )|« MA > ，从而 m , CA > 在 Fti ] 中也可分解成不同的1次因 式啤乘 密!，_此 B , 可对 
角化，于是存在域 F 上义 级可逆矩阵 Q " 使得 Q^B^Q, 为对角矩阵，|-二 ] 令 

Q — < iiag ( Q 3 t <3 i ,*», Q；K 

则 Q C<3-dlag{a ^ t Q 1 艮 4) 为对角矩_.會与 =PQ， 幽 

S s BS= Q vp 1 BPQ = Q HXj, ^ 

S J AS ; Q 'P *APQ = Q ' diagiAj ^ . A a / , t ，… ‘ A.VQ 

= ，以 U 乂 4 )Ch •…， Q? (Xj^ )QJ 
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K - 


— cliagUri ' 4 i/- s *“*，A 丄, 

于是 S 』 SS 和 S AS 都是对角矩阵# ■ 

例13设 Ai " W “, 儿部蜃域尸上》维钱性空闢 v it 齡线性变换，证明 t 如果 .V 
A 2 ，…， A _ 都可对角化， a 它们两两可交换，那么 V 中存在一个基■使得為 . A :. … ， A W 在此 
基 F 的矩阵都是对角矩阵. 

证明 时线性空间的维数〃作第二数学 fcl 纳法. 

时 . V * Q > ，武 v mm a 卜的矩阵为 1 级矩_ _从册遍对角矩阵 W = : 1 . 2 .…. 
i ». 因此 命鼴为真。 、 • 

假设对 T 维数小于《的线性空间命题为真，观在来看 w 维线植空向 F 的情形 # 由于 
A t 町对角化.因此 


V = © … ㊉ ' ■ C 26) 

貧中 A , . Av , l 進的所有不同的特_值*若尸 h 则 V = ,从而 A , & V 1:的数乘变 
换又:，它在 V 的任何一个基 T 的矩阵 瑯避数 薰矩阵 ，从而可以不必考虑 A : •转而去考虑 


因此不妨设*任给 ieu , h …, jfh 由于 4 t 与為」可交换，因此 '是 A , 的不变 
子空间，从而 ▲, I 是 A 上的效性愛换“ = H …•由于 A , , … • ,4»两_奸 ^8^1. 


㈥ 此 A |VV .,1 | V , • … ■ W . 两两可 X 换 KU . \\的最小名项忒为山(沉）式 
»* A . 的最小多 项式相 , （ A ) 为 


w ^ iCA ) —[吼 [( A ) * …-财 i / U )3: 

【 &于成 nj 对角化 ，判此 A . 的最小多项式1/1,(；1>在 PU ] 中可分解成不同的一次因式的乘 
积，从而 U >在 FtA ] 中可分解成不同的一次因式的乘轵， I 逄4, 1 可对角化“ =1,2, 
… tf 】 子 dim V ' <ctim V = n , 因此对于 V , ( 上的线性变换 I 1% … .4 J V ,可 

以用归纳假设得.存在 - 个基〜 ， m ’，位' •使得九|% . A , i V , I V . 化此基 
F 的矩阵;, • 八, • A .,, 都力对角矩阵 * 于赴 U ^在 V •的箱 ' 

Ofii ，玟 u _翁£| iiliEi * # **fdj^ W mwm ••«»( *d^jl ，•**,«气 

下的 矩阵禹 … , A _ 分别为 J 

Ai = diag ; An “V 13 、 … ， Ai.K/l；! = ctiag! Ah .A 3 ” …， AjJ 


… ,A m ^ cliay(A_i .A mt ，…， K 
由此看出 ，* U :, …都是对角矩阵. 


由第二数学归纳法原理，对一切班整数…命题成立. ■ 

点评从例 1 S 的证明中#到，例13的条忤“ A 4 * …1网两可交换 ’ 证 Ti 的 
特征+空间 (/ 二1， 2 ，.… d 是成 的不变子空间，从而 / M ' 最％上的絨性变换“ = u 
L …， .1 ■ 这是对 Vi , 用归纳假设的一个前提条件•从证明中还馨到.最小多項式的概念和 





•以 4 • 第 i ?, 伊线#映射 

性质在论证可对_化(纟=〖*2，".^>时皞着关键作用,爾轮瓶4|'可对角化是对 
于' 上的线性变換 A t 1 + A r I 4」％能够用 归纳假 设的另一个前播条件.从例 

还看到，丐 m -2 时，它勵矩阵语言来叙述就是例12,因此例 U 的诚明方法是例〖2的第 

二种证法， 」 ： , r 斤 r - • 

例 I 4 设 A 是域 F 上"维线性空_1/上的线性变换.证 明：如 有 n 个不同的特征 
值，那么与 A 育交换的每-个鱗性变换 H 能唯一地表示成 A 的…个次数小的多项式， 
证明 id ! i f - 4 } ?!个不间的特 fifU 此由 S _ 2节例7 Mf 得 _ fH m du =^ f - 其屮 r </\) 
表示 V 上与 A 可交换的所有线性变换组成的集合，它是 V 的一个/空间 F 从4侑个不 
同的特 fil ，…‘ 邛知 4 可对角化.从而4的特征多项式 / u ) = (A AKA — AJ … 

CA _ l > ■由乎 A 的最小多项薄 raCO 与 / a > 在 F 中有相_裉，因此 

mU ) = U — Xi > (A — Aj ) U — X t ). . 

假如 t 线性相关•那么在 F 中苻不全为0 的元素 匕 ， t ， … _▲• _使得 

知蒼 + 4| A + ***^^^ A— J — iL 

从而 ⑽ 匕^十 .. •十 u •-_是 a 的一•个零化多项式 • 于是由 
此推出 d 叫 mUXdeg ^( A )<«- I p 这与 deg 矛‘盾 .因此 KA , A ，， …， A ，_ 纟线性 

U 由 f dim (11) = n .因此 m，■_ *.i 是 CiA 〖的一 个基，从而若 CW ,则 fl 

可以唯一地表示成- 

B — ^1 f h 4 A r 仏 ^ "h •，* 十 【， 

即 U 能唯一地表示成4的一个次数小于 n 的多 项式， ■ 

点评例14的证明的关键有两点：第一点先证如果 A 有"个不网的特征値，那么与袅 

^交换的所冇线埤变换组成的子空间的维数等于 l 这可从 S . 2 节例7直©得出;第 

-点，去证 nf ，…， •线性 无关，凼于利用了麴的最小多项式咖⑴,因此 jiE 明速一点 
变拇 很容易 ■ “ 

例 is 设 V ’毡域 F 上的维线性空两 ， Chaf F ^ Z , A , B 都是 V 1：的线性变鋒 ，且 A 

是对合变換』#!>•证明，如果站+似=0•那么 V 中存在一个基使得4在此基下的矩阵 
d 为对角矩阵•而 U 在此的矩阵13是分块对角矩阵； 

• 女_ . _ fv : IV ^ iL - 

K 中 rankCJ \ A ). 0 O <", 

证明由子域 f 的特征本等于 2，』: i 滅是对合变换.調此据本节命蹰/知可对角 
化.掘 9. 4节的例] 3得 K 中存在一个逢6，由.…•使樽 A 在此基 T ■的矩 _ A 为 
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* 


4! 5 


* 


A 


K 0 
0 一 


vm 


其中 r = rankCl-l A ), 

若『=心則于是 J =2 B , 由此推迅》土<1，矛盾 

f , 类似可得矛盾.因此 0< rC >- 

设#在 V 的基 a s ⑽，…必 F 的矩阵为仏把 B 分块 写成： 


|).刚 A 


B 


\ B U 

Bn 


Bn 

^ii 


■i 


由于 A 3 B ^ BA~d •因此 AB -^ hBA ^ O # [111 AB 


构 此得出 . B h 




l 0 

o _ r , 

£J】i t 一 


「flii 
B ” 




BA ， 从而 

B u B 

B，i B 


F 


0 


l 2 l ^11 

B 2 l = Bn , 由香 char F #2, 因此8。 = Q,B 


0 

L 


n 


0，从而 


B 


0 

B , 


^ir 

0 


ft 


.p 


■ 


例 16 在例 If 中，如果 II 也是对合变换•那么 B 的矩阵 B 中, B , 和払 有什么关蒹? 
m 由于 b 是对合变换，因此 b 是对合 矩阵. 从而于是 


rl , 0 


0 B , 

i 

B t B : 0 


(7 jT『 r 

i' 


B 2 0 


Q B , B , 

*L^ irm 」 



由 此得出 ，认 B : = r 

例 17 设 A 是域 F 维线 性空间 V 上的线 性变换 • A 在 V 的一个祺 M * a 』* …， a . T 
的矩阵 A 为 




权 1 


0 




_ 


®ir— I 


0 


求 A 可对角化的充分必要 条件. - 

解 在33节例20中已求出 V 能分解成 .4 的:?维或 I 维不变子空间的直和 

V ~ (flri )©^«j t 》.■參 < a *，< i # 卞 I ) i w — 2 k s 



)©<«« … ㊉ —i >®( tf^r i 》，当 ji ^2 A ；4* L 

设 A U« t ， wj > 的最小多项式为 m , CA > ， _ A 的最小多项式 m < A ) 为 
m ( A ) = [«!! ( A ) * i 7 J : (又），… * w * ( X }]， 当 n =^2 k ? 

m ( A > = [^ J i * m z iX ). *•* * m t ( A > . ffi . + i ( A):i * 当•十 1* 

当 n ^2 k ~ hi 时 .4 i 是. ，> t : 的数乘变換屯 , ，它的最小多项式 ^ ,,( A >=- A - 
«*+!* 于是据本节定理2得， 4 可对角化当 H 仅当,2,"， jfe ) 在 FQQ 中可分解成 

不同的一*次因式的乘积 ■ A j 〈取，(》■-, +:1>在基体 } 下的矩阵 /V = A _当 A 二 

馬 〜 M =0 时_八=0, 于是瑪 <4)=心当 fl , 与 <1『 H 1 不全为0时4不是数最矩阵，因此 
m ,< A ) 的次数大于 U 从而吼 ( A 》— 于九的_征多项式/, 【 A )= A 3 —倾 m , • 于是我们得 
出，4可対角化的充分必要条件是 t 当 a * % f _ L 不全为 0 时…在 FO ] 中能分 

解成不 同的一次拥式的乘积，其中 1=1_2，… •& 这里是=|或?•视”为偶数还避奇数 

而定. _ 

点评例17由于利用了最小多项式_因此得到的4可对角钯的充分必要条件较深人， 
而不是停留在每个2级矩阵 A t 町对角化这一步上_ 

例 1 S 设 A 是域 F 上线性空间1/上的线性变换， A 的最小多项式 mU ) 在 F [ A ] 中的 
标准分解式为 & 


wU ) p {! iX ) p*i U ) … <；0* (29) 

w: 中 a < a > ，良 （ a ) _( a ) 暴域 f 上两两不等的嘗一不前約多 项式， 

⑴证明; V = Ker 冲 04) ㊉ Ke 『 蛄 U )@ … © Ker 的 04), ( ; i0 ) 

(2> i 正明 的最 小多项式％⑴二紗00 •其中 ％= Ke r ^ U )， i = Uw t 

^ 3) 令证明冰是上的幂零变换，具它的幂零指数为 / w = | 上 

… 山 


证明 U ) 由于以（4>，/^^0，，.、户,以）是域^ 7 上两两不等的不可约多项式，因此 
(A) np f e (A) •…，户:彳 U) 两两互素，于是由 3. 5 斿的定理 3 得到 

V Ker PV (A) ® Ker ^ (4) © - © Ker ^ (A). 

{2> i2 妗 （ A >, 则 W , 是， 4 的一个不变子空间*从而 A | W , 是 W , 上的一个 

线性变换.设 ww . 的拙小多项式是 m , Q ). 任取有 

p) ( - A I Wj^aj = p^i A)^ ^ o ； 

从而妗 fA W ,)=0 pv iA ) tkA \ W } 的-个零化多项式 ，闲此 A | W f 酌*小多项式 

二 /々（ A )， 其中 CX /,< V , 据定理 I 得 
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譽 


顧 7 


# 


m(A> ^ [〆_ (A> ， ， … ， ^<A)] 

—的⑴於 ⑴… 〆 ⑴- ⑶） 

把(31〕式与 （29) 式比较•由唯一因式分解定理得 

i ] - A - h = h ，“"“，=/【■ 

因此 AI W , 的搋小多项式 w t U ) 二妁 U ) .j = 1，2 .…山 

C 3) 由第 （2】 小题知,的诚小客项式 m , U > 因泚 〆 ( A | W ,)-0 .而当 

子籙游=0，而当_珠尹 fl , 因此 Bi 是恥上的朞零变 

换* 且它 的幕零 指数为 ■ 
例19设 A 是域 F ii « _线_ 空间 V 上的线性变换 * A 的最小多项式 Cl ) 在 F [ A ] 

中的标准分解式为 

miX ) — M 1 CA ) pSF ik ) wm ^ /> 1 / CA ) + i 32 ) 

Jt 中 /h Q ) -^( A ) * *■* ^pi ( A ) 是域 F 上两两不等的替一不薄钩多项式，证明 t 

(1) 如果 g ( X > ^ A?' fA )^ U ) …片 “ = 1，2，*"*“那么 Ker^i (A)— 

Ker /// ( A ) * y = l * 2 .…山 

(2) 记 W . = Ker ^-{4 >*i = U •…， ■“ 则对 f 壬葸正整败 I _ 有 

K^r^；CA I W.) Kerp ； (.4) ,j — 

证明⑴由于 ^(k)^pV (X)f^ CA) …/ 々 UJ * A • 糾 “ =1 _ 2 * … 小因此 相 （ A) > ，从 

而于是 

V — Ker/>*t (A ) © Kt'r_ (D @ …@ Ker 々 ;、(A K (33) 

从 （32) 式得 

V - Ker /^ CA >© Kcrf 4 Ul ㊉…㊉ Kerj &!- (.4). (34) 

任取〜 6 Ker 沁•则从而 

P/ CAIoj = pjr^t (A)p/ {A)a T — 0* 
f 是 G Ker p ^* < A ) *H 此 Ker /// Cj 4)£ Ker p ^ < A 1: 

在 Kci ■妗 （ A ) 中取―个难•…，〜从 (34) 式得，把它 ffj 舍起来是 V 的_ 
个基.把…扩充成 Kcr 沁 U > 的-个基•从4犯 ) 式得 • 把扩充 后的钻合起来也适 V 的 
一个 基肩此不用扩 ■^即 K … ，“; 雜是 Krr 的一个基•从而 ( iim < Ker ( A }^= n l 

= dimCKer 因此 ^ 

Ker CA ) — Ker ( A) ，./ — 1 *2 ，■”， s . (35) 

( Z ) a^Ket )<^ a € W fl M . pH ^\ W ? ) a ^0 

㈡ 《6 W , a/>;(A) o =0 ㈡ Ker 

其中最后一歩的苯餘蚀“^^理由如下:蒋^^,则从 ^tAltf -0 可推出 pJrUla ^ fUA ) 
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p ; ( A > ir = CJ ，于是<1 e W ” 赛 t > 财瘇第⑴小題的结论傅， Kei*M ( A ) 
从 a6Ker A; ( ,t) 立即得出由上述推导得 

Kcr Pl<A I = Ker p; CA),/ = I *2>- - 


I 


Ker ⑷.于是 


cm 


点评从例 19 立即得出下列结论 t 

设 A 的特征多项式 / U > 在尸以^中的标准分解式为 

/< A > =抑 < A ) 沖 U ) … A 卜 Q ). 

由十 相 (A > I / (A ) ，因此 r , X . = 1 *2, *“，i * 干是有 

Ker ( A ) ^ Ker p */ ( A> f j — 1,2, …, s . 

(2> 设 A 的最小多项式 wi ( A ) 在 FD ] 中的标准分解式为 

^ u 一 D'l u — —U — ； l ‘）（ • (3g) 

其中 迤域 F 中两两不等的元素 M 的特征多项式 / ⑴在 FDl ] 中的标准 分解式 
为 


(37) 


/CU = (A — A,)MA — m … U— 1 )人 
= Ker (4-^/)*；= 即 Ker (4 

Ker(j4—Ajl)' *)=^1 t 2 f -^ ,j d 


则 Ker(/I - X f l )■' 


, (39) 

即 KeHA —七等于雇的根子空间 
这表明：从 >1 的最小多项式 r/1 Q ) 的标准分解式 （3 g ) 得到的 

V 的 )4 和分解式 (34) 与从 A 的特征多项式 /< A > 的标准分解式 (39) 得到的 V 的直和分解式 
是一致的 & 


⑶设 A 的最小劣项式讲在 F [ A ] 中的标准分 解式为 （38) 式 .记％ 

U _ ,4 rt .. 』 "fii J ^ 一 m 一 


Ker (A — 


J ■2 *-“ ，瓦 


(40) 


^ I)tf d = l *2 •…山则对任意正整数 n 有 

Ker(A | - X,ir - KerOi - J { J ) 

C 4> 从例 19 的第 （1 K (2) 小題可得 
Ker 九 U l W f y ^ Ker P ；( A \ S Ker p^XA I W ,) = Ker p^iA | 二…. 

显然有 A (ii I p ; (A I W t ) (A I W , ^ W^py 1 ( A ) …•由于 

Am W ,= d _ K t 哳 Ul 見 ）>+ d ‘( K ⑷ W ,) W ^ 組 Ker 帅 M | WO = W " ▲此於 U | 
^ 撕,叫，从而对 ( A [ W s ) W t ^^ ( A % 瑪 =“■• 

例加设 A 垲域 F I n 维线性空间 V 上的线性变换。 〖 i £ 明 ：如果 a 的特征多项式 
/( A > 在 FD 0 中可以分解成 * 


/( A ) 


=心扒（义一 AA ，… CA — 1)、 (41) 

其中 Ai 士 ■ ■” j 是 f 中两两不等的元索;那么 A 的根 F 空侧 Kert 4 - XJ > r i 的维数等于特 
征值 A , 的代数重数= …，之‘ … 

证明由于 A 的最小多项式 謂/(认且 w < A ) 与 / ⑴在 F 中有相 同的根，因此 
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m(k) ^ (A —A:)〜（A - ^) |£ … U — A_K < 厂 ….=1 ， 2**"，.、' (42> 

据例19的点评中第 （2) 个结论得 

KeKA-A,!)^ - KtxiA -k,i V* .； = U •… t43> 
记撕广 KerU — A , J )) M •在％中取一个碁 (j = i ，2_"* y ) ，合起来成为 V 的 

一 个基，為在此基下的矩阵 A 是分梅对角矩阵 . ■•， U ，其中是 A 财, 
在 W ， 的上述基 F 的矩阵，因此怠的级数等于出 m 记怍〜，且 

/ CA ) =H A # ^ A I I il m> 一 Ai | - 1 Al ^ 一 Ai 1 … I — A _ 1， C 44) 

记/, U >- Uh , - A t ). 它是 A ! W f 的特征多项式 . 在本冇 内容粘 华的 MS 5 •部守 已求出 
Ai % 的最小多项式叫 U > = CA — A ,) V , 于是 = 对某个 Ok 由于/的 

次数等尹矩阵皂的级数，从 | W 等于％ * 因此 /,( A ) = ( A —• 于是 

f ( X ) ^ C 45) 

比较 Q1 ) 和 us ) 式，据 FDO 屮的唯一闪式分解定理得 

Hi = ,nz ^ rj ,•- C 46) 

即4的裉子空间 Ke 『 U — A _ l )' 的维数等于； L 的代数歌数 r ,, ; = 〗 上…… ■ 

点评例20的证明的关键是通过 A \ W t 的最小多项式叫 ( A ) = ( A—A /来确定 A I W # 
的特征多埂式 / iU > 必形如 a - a/a >然聒通过 /， u ) 的次数等 f 矩阵几的级数•从甜等？ 
说，的维数进一步 定出人 u ) = ( a — a , n :再利用的标准讣咪式唯 一 饨定出 r 

这样就把妒，的维数~与 A , 的代数重数，，联系起来了,这就为 fl 么木 来只是 
涉及 A 的特征多项式 / U ) 的问题，却要引出 A 的最小多项当然例13的结论 
等于裉子空间 KerOt — 也起了重要作用，例加也证明了 ？ 如果 A 的特征多项式 
/ U ) 在 Fpi ] 中的标准分解式为(41>式，那么 AlW ； 的特征多项式躭蕞 < A — A ,) 〜，其屮％ 
是 A 的根子空间 Ker ( A — 例20还表明： /( A > 的标准分解式 (41) 中， A — 的常指数 
n 从代数的角度看*它是1的代数重数#而从几何的角度看，它是根子空间 K & t ( A - X,m 
的维数.我们要善于从“数学是一个统一体”的观点來学习歎学. 

"例 21 设1是域 F h 对维线性空闻 V L 的线性变换 Xhiir F =0..4 的特征多项式 
/( A > 在 F [ A ] 中的特征分解式为 

/ U ) = />? ( A ) P 4* ( A ) …妗 a ), (47) 

其中 / mak 托 a )，一* A ( A ) 是域 f 上两两不 等的莨 一不可约多项 式： is m . 

dim( Kur/)}/(A)) — r t d^g(p } (A)) ,/ ^ C48) 

证明由于在 F [ A ] 中， A 的 M 小多项式 w (A >|/ a ) ，且朽 CU G H … ， O 都 & F 上 
不可约.因此 

mCA> = ^i' <A)pr VA)**'^(A> r, .1 = 1_.2 ，_.、父 (19) 
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据娜 19 得， Ker/^OU = K 枕焯记 W 二 K 打沁 （A > = i T 2, …，>, ft 

^ 中取一个基，户 =1_2,… 山会迤來萆 V 的一个 *, A 在此基下的矩阵 A 是分块对角矩 
阵 jsdisgtAnAr ， • ， / U ， 其中 A, MA ! W } 在 W, 的上述基下的矩阵， m 的级数等 
于 dirt) ， 记作％ t 1 f 2 , *** ，“凰 

/(A) =^\ Xf - A I ^=1 Ai., - A, h I Al^ - A x I I Af^ — A, t <50) 

记广⑴ = U /^ —八 I •它是 jIIW , 的特 { ih 多 项式， 据例鳳得^ 41 » V 的最小多项式 U 》 
U )、ik E 锆包含 F 的 ft 数封闭域■则 p t U > (E E 「 A ] 中呵以分解成-次 N 式的乘 Si ,, 
由苄九 ( A ) 在 F 上不可约•因此九 （1) 在 FU ] 中没有重因式 ^ 由于域 F 的特征为 ( h 因此 
巧⑴在 ECA ] 中也没有重因式 & 从面九 CU 在 EU > 中的标准奋解式为 

p t {k) — (A — A/i )<A ^k,i }* r '(X — Aj,^ >* CSl j 

其中 A,i • A "，***， A ' 是茗中两两不等的元素 s 由于的最小多项式 i « j < A ) 与特征多项 
式 // A > 在 E 中有相同的根.因此 

/> U ) = U AiiWA — A j2 ) 〜…(又， A ， # (52) 

其中代人 (50) 式，得 ' 

/( A ) = U 一 A u >〜 ”-(A — >、 … （ U : 〆 作 … U — 

• ■ •.■(* 一 A“ — A' * (S3) 

从(47> 和 （51) 式得 _ 


/CO = U U 1 -.，U — 〜 P UU*.-(AU 

•“U U … CPA '”， (TyA) 

比较 （5: U 和 （54 >式 * 据 E [ A ] 中唯 一 ES 式分解定埋得 

A u = “• = k Ul == r T , **• = ^ ；kjr ^ r k m = r f9 

从而 /,a)—CA-Ait)^ (A-x, t r* … n a>, 

tfrF //A> 的次数等于矩阵 A, 的级数，从而等于 dim 闲此 

dim Wj degf /,( A >) = deg(^ji Ci ) ) = r t i . ieg ( p } ( A )) , ( S 5) 

即 dhiifKer ^ ( A >)=^ d ^ gC / i , ^ ■ 

点评例 2! 的证明关®乜毡通过 iIVVj 的殽小 多项式 m . U )（ A ) 去确定的 

特征多项式， GO 的形式为(52>式，再 利用茗 [ A ] 中的唯^因式分解定理•确定其中每个一 

次因式的幂指数 •进而证出 A | %的特征赛项式/, ( A 〗 =冲 (A ) •、最后利兩特征多璜式 

/ t ⑴的次数等于為的级雖，从而等于 W / 的维截•得出扭加 W ^ rydegip , ( A ))« 

例22设 H 是实数域上奇教 维練 性空间 V 上的线性变换，证明；如果那 
么 A 与 B 必有公共特征向 iL 

证明由于 A 的特征多项式 / UV 的次数等于 V 的维数《，而„ ft 奇数肩此 / U ) 是奇 





线性 变换和 矩阵的崩小多项式 _ 451 * 

数次实系数多项式■从而/01>必有实根，由 P 的虚根共轭成对道1现，因此 /( A ) 必有 

-个实 裉又 1 的重数 n 是奇数，据例20得_為的根 f 空间 ％ = Ker (4 — 的维数等于 

I 的代数重数 m 从 而恥是 奇数维的线性空间.由于 AB = BA , 因此 B 与 ( A — A , m 可交 
换-从而 KerU 一; Ur 是 B 的不变子空间 u 于是 J 4 W s 上的线性变换。由于 W 
是竒数维的 ，闶此 必冇特征取的一个特证值把 i #| W t 的属子特征俯~ 
的特笹子空间记作 ( Wi )。 ，据例20 _点评知道, A | W t 的特征多项式/』 U ) = ( A — A t y » . 
令由于 AW , 与 B | 取，可交换■因此 是烏的 不变子空间，从而烏= 
AAiW , : V 是<见\上的线性 变換. 的非平凡不变子空间，在中取一 
个基 * 把它扩 充成％ 的一个基，则 A 在此基 T 的矩阵 j 區分块上 H 角矩阵九二 

:1 .其中是4 2 =|丨（研 1 \在<撕 1 \的上述基下的矩阵 = 于是 lAh - AJ - 

% j 

Uh — A ; I I A l rj - ^ -A, I .其屮 r tdimW , c 由 FU/ P ~A } \ = f { (X) ^ ( A — Ar ) r ， ‘因此 

[ Xl t - A , | = U-Ai > 4 ' 即 A , 的特征多项式为 U — A ,)\ 因此毛 有特征值，且掩 
征 ffl 为 于是存 f £ \且 p-r o 使褂4 又有 （ ii|W ，因此 

/4 亨 = A» ij = A] — ( /I j W\ )jy = 

即 7 是 A 与好 的公共特征向避， _ 

点评例22中 V 是奇数维线性空间保证了 A 有特征值 A ,. 为什么不把拉限制到\\ 

上？尽管由于 = 因此％ 是 B 的不变乎空阀，但是 B | V Al 是否有特征值无法肯定， 

而 4 的根子空间 M^=KeK i — A , n 的维数等: PA 的代数 1 数 r : ,由: j : r 』 是奇数，判此 

B 1必有桷征值；又由于 A 〗 ％的特征多项式是 ( AU 、 ，因此 .4 | W 在的 * 个特 

征子空间（妒 3 \上的_制（记作离），其特征多项式形如 CAU 1 , ki ^ r t ，从 而禹 必有特 

征值，且特征 值就是 Ar * 这导致在 （ WM , 中存在一个非零向量 7 是 4 与 B 的公共的特征 
向量《 

倒23设瀛是域 F 上线性空间 V 上的变换, A 的麝小瘙项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中的 
标准分解式为 

^ a > = pi ( a ) … 〆 ， a ):， （56> 

其中 / vCA >，/ MA >，••，， JMA ) 是 F 上两两不等的首一不可约多项式,令评, =Ker ^ U ), 
J = 】.2，一山用1^表示平行乎 UW , 在 W , 上的投婼 ， j = 1，岔•…， 5 a 证明, 

Cl ) P , 是4的一个多项式 ' 

( 2 ) 对于 A 的任一非平凡不变子空间 LU 都有 

u =山 n w 3 ) @ a / n © … © (u n 州 .>• ( s ?> 



证明 <1)任意给定… d 由 F piCO . KA ), … i / nCA ) 两两互因此 


ip^ixy^Yipyixy) = 

iw^ f 

】 ，从 而存在 u /( X ^ A ) & F [ A 」， 使得 


* •W 

〜 ( A)W ⑴十％⑴办卜⑴二 1, 

< S 8) 

A 用 A 代人•从上式得 

u r { A ) f/f U ) + ^ U > U ； i ：' ( A ) - /. 

(50) 

由 (5 ft ) 式可得 

■ *•/ 



Ker p\ [ (^4) C+l Kcr p (D ® …㊉ ^ (j4) 

* w Wj ® W Z ® — © W M 

任取 cr6V* 有 +02 + … ~Ku_6 W. 踞 P, 的定义禪 

^ = a,, (60) 

由于 a, € Ker WU). 因此卜 K2, … ， ■% 从而办 (59 ) 式得 

v^AyJlp ； (A)aj ^ I — Qji, (61) 

令 = aC 4) |]>〉（^4>，则 

雾 ’.• ’ 十 f 1 ，[ 

g ( (-4 在 ) pj Cj4)(qj 本 a! 每，" 《 

w f fid ^ *01 ： f\ ^-*? \• i t«j J[||i ^i i~t n I' W ^I 多 . _ — ^**’： * 書 ;’ I ， ’： t?4 

一 '%】 1 ii 卜 - ： it ! j . , (62) 

ml , ， . - v- ^ 的 •， 一 ▲ J 

从 (60) 和 f 62) 式得 

(2》 由于 1/(1轵，&^1^1,2,-.、^因此 

w n w : ) + (u n ^5 + ― + ( t / n £ a 

任给 油于趴 +朽十… +1\= K 据轧]节例 M ), 豳此 

9^ P| (?) 十巧（ 7> + •" f P,(TJ). C63> 

由于 t/ 是 a 的不变子空间，且⑷ ，黑 jfe 取也雇 ; 的不变 子空间 ，从而 p^^jeUt 
1 *2 乂由于 P\dV)^ 咿"因此 P 【 w e VV . “ = 1 * 2,… “ B 于适 p (JJ) e LTpl 卟， 

i = l ，2, … .5, 从 (63) 式得 

u q a ： n ^ ) + a : n w ,) + … - h<u n w >, 

因此 u =( unw l )+( unw ：>+-^( vr \ w t )^ 

由于 ^ n = o. 因此 ⑴ n n £ ⑴ n 谳 .） - o,j = i ， 2 ，〜从而 【/ = ‘ 

* 句 量 . | ” •嚴野 …X Y jM 9 * ^ , JJA * 1 1 

<y nw ^ ® (u n ㊉ … @ ⑴ n w 丄 f ^ . 1 , ;t ■ 

点评 例 23 第 U > 小题的讪叫思路是找一个吣 (A ) 使樽 IT , U >« 土 Oj * 为此利甩 A ⑴ 



线性变换和矩阵的最小多项式 _ 453 _ 

与110 U〕 互泰 H 到 <38】武.然后 A)1M 代、得到 69) 式，第 （2) 小题的证明关键是剌用 

弋 • S 1 秦 .-》 d ! V : 

P ， = &U), 从而 A 的不变子空间 ti 也嫗 P* 不变子空间》 

例24设4是域 F 上线性空间V上的线性变换 •证明 ；域 F 上线性空间 FTA] 的维数 
等于 A 的曇小 多项式 m GU 的次数, 

证明设,4的敏小多项式 f « ( A ) 二 A 十 匕| A +… 4~6 |A t 由于術 C 4) — O s 因此 

4 = — t 4 1 - J p 从而 Ft A 卜| 1 f:E —元素 n I 以 由 J ， A ， … ■ A 1-1 钱性表出 • • 

偃如 4,/ 十 H+ … + a % t ,r 令 wa ) 二 1+AU + … 1 •则 giV&AM 
一个零化多项式〒是 mik ) I g(A ) ,由于如移 — I<tkg w?(A) -因此 ff(A)=0 ■从而 
= — T_ 是 m …， .4 …线性无关，因此它是 FL 4] 的一个基 4 从而 

dim FLA ] = r=deg m ( A )_ 鼸 

点评在 8. 1节的锏 U 中我们证明了 dim KD4] 等于 A 的最小多项式 mb) 的次数, 
方法是一样的- 

例25设 A 是域 F 上 fi 维线性宇间 V 丄的线性变换， .4 的所有不同的特征值为 L . 
A - …4._于又.的特征 f 空间 V 』.的维数为 = .… d ,: 设 A 可对角化 * 

证明； （i)dim % 

(2) 若 3 <n .则 C(A)^F[A] P 

证明 由于 A 两对角化.因此 V 中存在■个基〜，的使 # A 在此基下的矩 
阵 .4 为对角矩阵 s 

A = diagUj/,,, h t ，— * A,T, ( K 
设线性变换在基 〜 … ，〜下 的矩阵为 B , 则 

AB = B>4 AB = BjA t 

㈡ B - diag { B , ，庄 ，…， 技丨.其中玟是级矩阵 “ = 3 t 2 ，…山 
因此 C ( A > = { B 二也 ( F ), r = l , Z *-, s ^ 

在 8.3 节内容精华的第三部分讲了线性空间的外直和 q 令 

a ^ C ( A ) - (F) ® （F> ❸…㊉ M' (F) 

: ■與 •"- ，找 )■ ，fl! ，…，， 

易 J S 双射 * ML 保持加法和纯 ffi 乘法运算•闲此 a 是一个同构 映射， 从而 

dim C(A) = 士 dterM' CF) =自4, 

C2> 由于 A 可对角银，因此 A 的最小多壤式猶(又>为 
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獅奪 rpft m 射 


\ i [ 士 h J —為） “*U — A .), 

于是若 so, 则 

dim F[A J ^ deg m ( X ) = y<_ n < = dim C (4) T 

又显然 F 04； KC (, U . 因此 FU]^ C (4), ■ 

点评例 25 表明 3 当 4 可对角化，但 ,S A 的特征多项式冇 t 根时 ，( X 4) 三 F [ A ] 即 
存在与 A 可交换的线性变换，它不能表示成 A 的多项式， 

例邡设 A 是数域 iC 上3 维线 性空间 V 上的线性变换,它在 V 的一个基化咖， OB 下 
的矩阵 A 为 

1 " f 2 2 —2 

A = 2 5 — 4 * 

一 2 — 4 5 

求 CX4> 的维数 。 

解 UJ—AI =(A — 1)( P -1 IA 十 10> = <A — tPU — 10). 于是 A 的全部特征值 K 二 
重 >*1 CL 

解 （1 卜 A ) X =0_ 得-个基础解系为 C 一 

解 （10 J - A 认 =0•得一个基础解系为（1，2, 一 2 〆 .因此 A 可对角化，据例 2 S 得 

dim CU ) - 2 1 + ^ 5/ 


习题 9. 6 

L 求 K 列数域 K 上的矩阵的砧小多项式 * 并斑判断它是齑可对角化 ■ 


(IJA- 

0 0 1 

0 I 0 

t (2)B = 

"1 1 0) 

0 1 1 



1 Q 0 

I .:n 

0. 0 1 

1 1 1 J 



匕 • * * 'Hi f 

2. 设数域 K h 的"级矩阵 A 满足 .4 —‘ U . 判断 A 是否可对角化 

3, 设 A 是數域 K 上$维线性空间 V 上的线性变换, A 在 p 的^个基下的矩阵 A 为 

• r 0 m % z • 



幕零变换的 Jciftlim ^准形 


_ 


印 • 


判断 .4 是否可对角化_ 
4、设 


5 

0 

4： 



把 A 看成有理数域 Q 上的矩阵， A 是否珂对珩化？ 

把 A 看成实数域 R 上的矩阵, .4 是否可对角化？ 

5 . 证明：对于域维线性空间 V 上的任 一 《零变换都有 . 4 " <}_ 

6-定义 R * 到自身的蛱射~是 1 C 1 上的一个线性变换，求 
Pi 的最小多项式。 


I 设 A - B 分别是域 F 上 w 级级矩阵 • 证明:如果 A 的最小多项式⑴与 B 的最 
小多项式叫 ( A ) 互素 ■ 那么矩阵方程 XA 二 只有零解, 

軋设 / UB 分别是域 F 上 ri 级，讯级矩阵，它们的最小多项式分别为购 
证明：如果她认) 与 i%U> 有公共的一次因式，诹么矩阵方程 XA=BJf 有非 零解. 

免设 A = diag ：( A t ,4 ：，…， A J 是数壌 / f 上的《级矩阵.其中 A, 是主对角元都为 t 的 

私级上三角矩阵.*^，…，〜证明： A 可对角化当且仅当每个 AA=1, 2,… w 都是数 

敏矩阵_ 

10* 设 A 是域 F 上 rt 维线性空间V上的銭性变换，它在 F 的一个基化，勿，…, a 下的 
矩阵八为 


0 0 … 0 
] 0 “• I 1 乘 

0 J … 0 

. ■ , 

► ■ * 

* ■ 番 

0 0 “• 0 
& 0 …1: 

证明： CX 4 卜 F [ A] t 且 dim aA)= Wei 

I U 设 A 是域 F 上维线性空间 V 上的线性变换，苴 爷 的特征 凑項式 /(AF [ A ] 中 
可分解成一次因式的乘积■证明 t 如果 1 是 A 的 r , ft 特槪值，那么 

崖 . 4 F ， ' ratik(4 — AilS = ft — r, * 乂 ' ‘ 












y 瘃线杜映射 


9, 7 綠零 变换的 Jordan 标准形 


9*7. i 内容精华 

在 9 . 6 节内容箱华的最后一部分我们指出 e 当域 F 上？ f 维线性空间V上的线性变换 A 
的最小多项式 m<A) 在 FDU 中能分解成 •次 因式的乘积时•寻找V 的一个 基使得 A 在此基 
下的矩阵具有最简单形式，归结为研究幂零变换的最_单形式的矩阵表承，本节就来研究 

这个 问题響 

设 S 是域 F 上 r 维线性 空间评 上的幂零变换，其幂零指数为/,据 9 . 6 节例 10 
得 ，心 _ 

由于 . 因此诹中存在$垆0使得 B 此时 

…， Be . I 线性无关，于是它们蠡子空间显然这个子空间 
是 U 的不变子空间 ， H 在这个子空间上的限制在此基下的矩阵为 

0 1 0 *：** 0 0 \ ；< … Li 

0 0 i **> 0 G 

•*!’，• i ^ * to 0 4 0 … 1 • 0 yd 

_ * _ m # 

■ * _ • ■ 

■ * * * • * 

rt • “ - .、， 广 | M.O o Q … 1 0 I 

0 0 0 … 0 1 

Q ; ❹ . 0 … G 0 

这是主对角元为 0 的/级 Jordan 块 JA0 > - 当 〗= r 时， i ： 述子空间等于 W % 从而 B 在上述 
基下的矩阵为一个主对角为 0 的 r 级 Jordan 块人 ( Oh 当 /< r 时•上述子空阀不等 f W , 它 
是 W 的真子空间.此时在 W 中如何寻找一个基，使得 B 在此基下的矩阵具有最简单的形 
式呢?直觉上 猜想： 能不讖把识分解成像上述那样的一些子空间的直和 •从 而在每个子空 
间上取一个基•合起来 成为研 的一个基，于是 S 在 W 的这个基下的矩阵是由一些主对角 
元为 0 的 Jordan 块组成的分块对角矩阵，即 Jordan 形矩阵 • 为此我们首先引出一个槪念 ： 
定义 1 若 J ? eW _ 旦存在一个正整数 f 使得 = 则称子空 _ 〗 p 

…是由 7 生成的 B 强循环子空间 _ 

显然■强撒环子空间 5 …，是 B 的不变子―间，旦 B ，-、, 矿^^…， 
？ 是一个基, B 在这 f ■子空间上的限制在这个基卞的矩阵是一个主对角元为0的 t 级 



0,7 嘛零 S 換的 lordau 标准形 


IS7 • 


Jordan 块 XtQ )* ' 

定理 I 设 II 玷域 F 上 r 维线性空间职上的暮 零_1 其幂零指数为4则 W 能分解 
成 dim UV 个 a 强淅 环空间的迕和，其中 W ; ; 通的 W F 特征值 (> 的特征子空间 & I 
证明对线性空间的维数 r 作第二数学妇纳法， 

若 r = 1，则 Z ^ U 从而 W 中任取 < r #0* 有 ft 二0,因此纭>是强循环子空间, 
此时 W = 

假设对 T 维数小于 r 的线性空间命题为真.现 fr : 来舜，维线性空间拟由于0是 W 
上的幂零变换，因此 JI 有待征值0,从而 B 的属于特征值 0. 的特征子空间》^乒 0 _于是 
dim W / W 9 ^dim W-dim W ,< r , B 在商空间 W / W , 诱导的线性变換记作暴，对掘癱 

a 十 有 

旮( 0 十阶 = 十 

因此炉 =0* 即6是评/职。上的幂零变换_耩归纳假设得， WYWV 可分解成 p 个秦强循环 
子空间的直和 I 

W f W ,~ IB *. l Cft t W + 识」 ）•& + W , > @ … 

其中也•户1.2,…，叩等于 fi 的■于特征值0的特征子空间的 
维数。于是 

」*| 贤 1 』& + WV ，〜* B ^ ^ W e j $( + W os * m * 

、 in 坟广 ? 6 , + w . …， a ?: + , f , + w 0 

是 H 7 W ^ 的一个基_令 

U = … ，阳 ，$" … F %, … ，乾 0. (2) 

据 8. 4节命题〖的证明过程得 

-- ii # ,_ <3) 

旦扪4 •…，…"….埤,色遊 U 的一个基 3 n 

由于 （ f , +说。 ） ㈢ W t , ,因此 、:、 , ， 

奶 t €- Wu , j = J , 2 + …，3,』： (4) 

设 ciB' 1 f ] + fjB r - f s 十… + qB 1=0, 则 

« Cc , W + … + qlT * 1 £ ) =^ 0 . 

从而 （》*】 W+i：#:- 1 各 + … + CJT， 1 色6屮、 I, 

于是 C! (炉： 1 f I 十 W 、) 4-fr 4 W ) + … + f, l； —U O Wfr ■ 

_ f B ( - fJ + W f 」 ， 1 T = :右 + 取“… . JT » ! f , + Wh 钱性无关，因此 -V • 

• u : :|寸$. • h g 篇… & c = &• .H 1 , 
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馆 y 仿 锼性映时 


从而 扔6，妒之•■…，趴 I ,是 W 中线性无关的肉 置组, 把它们扩充成识。的一个基 t 

护 ft ,跃七 》“• ，趴切，…，<5) 

则 

W= wn ， if "…• 坎 , 々》十 …+ WU.-kv.B?,,?.) 

十《亨 > 十…+ < %》■ (6】 

由于料式0,奶 - ! f = BcBSf > =0,因此 《犯 f , F . 1 e , …埤 ”6 > 1 妒 强循环 子空两 l 
由于 ~. = 0 _ 因此是强循环子空间.由于 

B 1 ’ ft : ^ , '” ，6^ ， ." ， W 、 f . . F - $ F ，… * 决… 

是 w 的一个基，涠此 (6> 式右边的和是直和; , 由（5』式知道 ， 5+f^difn VV, 听以 W 分解 
成了 dim W r 个皮强■环子空间的直和 s 

根搪第二数学归纳法原理■对一切 正聱数 r , 命纽为真， _ 

定理1的证明的想法是，由于若线性变换11是浓 上的幕 穿变换•则 B 诱导的商空间 
上的线性变换5也是幂零变换，且由于 B 的屑于特征值0 _特征子空伺於0.因 
此商空间 W / W ., 的维数小亍 W 的维数，从而可以对线性空间的维数作第二数学妇纳法_ 
在定理1的证萌中起关键作用的是我们在良 4 节内容精华中讲的命题1的证 明：在 商空间 
V / W 中取一个基•则这个基的_集代*组成的集合 S 是 V 中线性无关的向最集*由 S 生成 
的子空阂记作 t / • _ v = u & w , a s 是 t ； 的一个 基. 正是利用了这个结论，我们从运用归 
纳假设得到的商空间 w / w 6 的一个基出发•构造了 （； •使得且得到了 t ; 的一 

个基，然后设法找 m 的一个基 i: 它们合起来就是懈的一个基*从.而把研分解成了 强 
循环子空间的直和. 

有了定理I就很容易求出厢零变换的最简攀形式的矩砗表示，即下述的定理 2. 

定理2设 B 是域 F 上 r 维线性空间 W 上的幂零变换.其幂零指数为/,则 W 中存在 
一个藝，使招《 &此基下的矩阵 B 为一个 Jordan 形矩阵，其中每个 Jord & n 块的主对角元 
都愚级数不超过/ Jordan 块的总数等子 dim(Ket B ) ^ r—rank 彳级 Jordan 块的 
个数 mi ) 为 . , 、彳！ 

Nit ) — rfinkiB^ 1 ) -f rank(B f 1 )~2r4nk(B" ), (7) 

把 B 称为 B 的 Jordan 标准形 ，除了 Jordan 块的排列次序外•月的 Jc»Tdajr*# 准形是唯 一的； 
证明据定理1 攤分解成 dim VV 个择强循环子空间妳直和，而 B 在每个乐强 
循环子空间上的限制，在这个子空间的上述基下的矩阵是一个主对角元为0的 Jordan 撕 _ 
各个昏强循环子空间的基合起长成为V的一个基_過在此基下的矩阵 £3( 就是 Jordan 形矩 
阵*其主对角元都为 CK 且?每个 Jordan 块的级数赛趨过鎌等擦数:4| Jordan 块的总数等麽 
dim ^ (1 =dt m {Ki r B)^r _k(B ) : 下丽苌计钚 / 级 Jcmbn 块的个数 其中 f</. 
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当 w <1 nr 时 


m 列 


jp(©r 


0 

0 


1 * 


_邐 JB 


0 

0 




0 

0 


A ■> 


0、 0 
0 0 


P - 


0 


0 0 


当 wgjf 时，人（0>_=0|,因此 



^ in ^ 

r — J _(0 叫 


当 m C n ; 

! j m y ： n . 


即当人 （0> 的幕指数 /!* 小子级数《时./_(0>_的秩等于级数II醮去幂指数 m 所得的差!而 
豸幂播数 m 大于或等于级数《时*人0»* = 0*于是对于给定的正養数 f(l 矣 i), 为了计算 
B 中I级 Jordan 抉的个数 JV ⑴ ，考虑 F' 则 J3 中级数小于 f 的 lordto 块其 r_】 次幂都 
是零矩阵*从而 


rank(B f 1 )= NU) [ 卜 （ t— I )]十 Ntt-^Ulti^tn - (/ 一 ])|+ … 

+ NU ){_1 — (i 一 I >3 

= N(i) + 2Af(f + 1) + *--+( / ^ / -h 1 yNXI ' ij , " (S) 

为 j 把 N ⑴求出来，再考虑 B、 有 

ranker) = N(t I> + 2N(r + 2> + …+ U - t ) NU ), (9) 

(8) 式减去 （9> 式，得 

rank(B- 1 ) - rank(^> - .V(n 十 + n + ,V{r + 2)-f … + N ⑴， f 10> 
在 <10) 中把，换成/ + 1,当 /</— I 时•有 

rank ( B f > — rank ( B fM ) = AKz + 1 ) + N ( M -2) 十 “ ■十 iVC />, ill) 

于是当 时.把式减去 （1!) 式.得 

rank ( B f l ) + rank ( B fH > - 2 rank ( B J ) ^ NU ), (12) 

显然，当 i=/ 时 ，（12) 式也成立* * r . 

I i 1 于对任意正賊彷有 nmfcW ) = rankC 妒 K 因此从 ( 12 ) 式立即得到⑺式, 

_ 由于 B 中 Jordan 块的主射角元都为0， Jordan 块的总数以及各绫 Jurdao 块的个鋒称 
由 B 及其方幂的秩决定 •因 此除去 Jordan 块的排列次序外, B 的 Jordam 标准形是唯^的 • 

1 * 5 * ' 1 f .、 * 1 . ! 1 1V‘- V •>：» ■ 
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从定理 2 立即得到下述结论： •- f 1 2 * 

推论 1设3是域 F 上的 r 级赛零矩阵 * 其幂零指数为 / . 脚 B 相似于一个 jordan 形 

矩阵，其中每个 Jcmbll 块的主对角元为 I 且级数不趨过 AJordaix 块的总数为 

r ■一 rank ( B ) ， H 3 ) 

(级 Ionian 块的个数 NU ) 为 

Nit ) — rankd H > + rank ( ^ 2 rsnk(ff >； ( M ) 

这个 Jordan 形矩阵称为 B 的 Jordan 标准形.除去 Jordan 坱的排列次序外 • B 的 Jordan 标 
准形是唯一的， ■ 

9.7,2 典型例题 

例 i 设数域 K 上的 4级矩阵 B 为 



(1) 说明 B 是难零矩阵.求 B 的幂芩指数； 

(2) 求 BfttJordaw •准形。 

解 U > 直接计算得，因此 B 的幂零指数是 2- 

(2) 由于 raok(B) =2，因此 B 的 Jordan 标_中 Jordan 换的总数为卜2|= 2 U 又由 
于 B 的霉零 指数为2,因此每个 Jordan 块的级数不超过 2. 从而 J3 的 Jordan 标准形为 

dtogj / tCO )， J 2 C 0) J _ 

例2 证明：如果域 F 上的 n 级矩阵 B 是®零矩阵 •那么 对一切正焚数 h 有 tr ( B k } 

"0* •，: 荇屮 

? 证法一由于 s 是幂零矩阵■因此也是幂零矩阵 • 设 r 的幂零 榭数为 则 B * 的 
最小多项式是 V . 由于以的最小多项式与 F 的持征多项式 / U > 在包含 F 的代数封闭域 
中有相同的根，因此齙特桩多项式 /( A ) 由于/【4)的〖次项系数等于 

— 因此 tr ( B *> = G e 〆 ■ 

证法二由于 B 4 也是碁零矩阵 * 因此据推论1得^相似于-个 Jo _ 形矩阵，其主 
对角元都为0.从而迹为 D .: 由 j 相似的矩阵有拊冏的迹.因此 tr < U = O a _ 

例3证明^域菸上的 a 级矩阵0逛署零矩 阵当嚴 仅当 fJ 葙特征锒 OOi 重_ 

• 证明必廳性设 b 是獻 上的， I 级幂零矩阵•其幂零指数为 t.m b 的最小多濟式 




为 V * 由于 B 的最小多项式与 B 的特征多项式 / U ) 在包含 F 的代数封闭域中有相同的 
根，因此 / U >= A % 从而/«)的》个根都 * 0* 于是 B 的特征值是0(77重>* 

记分性设域 F 1: n 级矩阵 B 有 待耻値 0(«重 K 则 B 的特征 多项式 / U ) 的^个根都 
是0•于是 / a >= f * 从而孜 因此 fi 是带零 矩阵. _ 

例 4 证明；如果 # t 级复矩阵 A 满足 I *2> - ，符•那么 A 是攀零 矩阵. 

B 证明设《级复矩阵 a 的特征多项式/(又)的《个挺根为，…, a ,, 它们是八的 
全部特征馅* I *' : 1 «! ., 

由于《级复组阵 A —定相似于一乎上马角矩阵 fif 据I商等代数学习指导书(上册 J| 第 
S. 7节例0.姐相似的矩阵有相同的特征值 {包括 重歎相闻>，因此 B 的全部特征值是 Am 

由于上三角矩阵 S 的 a 个主对角元是 的全部 特征值，因此 B 的 n 个主对角元 
为 A … d …由 f /V - B * •因此 triA * > = rr ( m 由于杖的《个主对 ff 〗 元为 （.AN 

…，又：*_此 由已知条件 榑 

A : 牛 V 十 * “ + 忒 士 0, k = 1 
即 其 4 (Ai *A: ，…， * 4—1 *2 * *** , rj* 

据 7. 卬节的牛®公 式：当 时. 

J > 一 tfs A + …+ ( — 1 )* i S ) -f (^- j )* 如 j = (u 

由此嫌細- t — 1 …, A„) =0. 

从而 (?* C A| f Aj ； f *** +An J —Of 是 = 1*2, ■"*?!* 

设 +6*‘,r 一 1 + “.+6a+ 蜓， _ 据 Vieie 公式得 

=一 （A. + A* + … + a , ) = b, 

■ _ ■_ 睡 《 _ 4 顯 # t m * 

含（一 i” S W. … = (一 DWca " aV •… ， A,) = 0* J 

9+4 #4 ■ m ■- * 鼸吾番 

4f I 

^ = (—mUi … a . = (一 “丄 ）=t) T 

因此 = 从而 A 存特征值0 〖 《重}.据例 3 梅 _ A 是幂零矩阵 $ 

例5设揶是"级复矩爆思 觔 一 B 為每(二证明！如果「与 A 可交#，那義 r 

是幂零矩阵. ■ , : ^ jii . 

证明由 : F tr ( A/3>=iikSA >, 因此 tr (0 二0当是為2,有 

tKO trUX * 1 ) 

= trC (AB — ii 4 ) C * 1 ) ^ : — 

= tr(/\BO iriBAC^h 




* 


m 
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= BC ^ ” A ] - J " 

篇 0, 

据例 4 的结论_，£：是藜零矩阵， _ 

例6 iS 明：如 梁《级延矩阵 A 角 ft . &满足 t r ( V h 「04= 1，2 ,… . 邱么， 

疵稱由于 tr ( A ^)^ = 0 i 4： — 1 , 2 ，"*， it ， 调此据例 4 得， A 是幕 零矩阵 ， 又 _ 于 A 可对 
角化，因此 A 的最小多项式 w ( A >= A ， 亍逛 A = L _ 

例7设_ \ . B 都是域 F 上的 it 级矩阵.证明：如果 AB + flA = A ，且 B 是幂零矩阵，那 

么 1 

证明由于仙 i ~ BA / i ，丙此 BA'Ui — £ K . 从而 /\ 是矩阵方程 BX - - ; V a-Bm 
一个解 _ • 

由 f J 8 是幂零矩阵 45 此 S 的飛小多项式叫:其中/是 B 的釋零指数。 

令 H=^—B, 则 B=/-H 4 从而 <J = HV=JT = Cu, 于癃是 H 的一个零化多 
项式，因此 H 的娘小多项式 mJA) 二 （ A— IV .对某个 

由于在 F [ A ] 中， U,A — 1)= 1,从而 UVCA — = 1 M 此据习题 t 6的第7題得, 
矩阵方法 SX = JfH 只有零解_从而 4=0. ■ 

点评从例2, 例馭例 6,树7的寐明中再次看到:最小多项式是很有力的工具 # 

例8设 A 是域 f 上》维线性空间V上的线性变换 * 证明 5 如果 A 的最小多项式 m «> 
在 FU] 中能分解成一次因式的乘积，那么 i = /i 十 [ME 中 B 是幂零变换， D 是可对角化的 
线性变 

证明 设4的最小多项式在 F [ A ] 中的标准分解式为 

mU) ^ (X — AtV^ a — … (A — A.y. • (15) 

则 V = Ker(A — At l ) f, © Ker(A —^ 1 )^ @〜@ Ker ( 一 AJ ) V , 

记 W f — Ker C A ^ ^ •令 

il , = A I W f - X I ^ C 16) 

则乾是 w , 上的畢零变换，其幂零指数为 / j (据16:节内容精华的最后一部分)， 


在 W , 中取一个基把它们合起來成为 V 的，个基,. A 在此坫下的矩阵 
A^diegj A , •馬•…•八上其中 A 是刻％在 W , 的上遂 _ TW 矩阵. 设為在 W , 的这个 
基下的矩阵为•则从（ 16 >式得,从而… a 于是 


A ^ 

\Bi + Ai I 0 

B 3 + Xt I 

訾 

* 

■ 


「Bj 

?I： 0 ^ 

b 2 

* 

« 

bi 

l 5 i 

+ 

x i J 

A 

> 7 o 1 

J 

« 

* 


i 0 B. + A,J 


0 

■ 

P * 

B , 


0 

4 J 

■■ 

kj 

J 
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记 B^diagiBi t B ： ■… *Sj} ■ C^diagH f .A:f • ， A a J h A = 0 + JP 、 取 l=mBnUi ， 4 警 

… . U , SJJ J 3；=0 ,/-I ,2,^^ # 从而逆 ^0, 因此 B 是幕零矩阵，显然 D 是对 _ 矩俾， 
BD - DB . 定义 V 上的线性变换 II * D 使它们在 V 的上述基下的矩阵分别为 IQ , 则 B 是 
幂零变换*»是可对角化的线性变换 

.4 】 fl + /).UD = 亂 _ 

例 9 设域 F tl " 维线性空间 V h 的线性变換, i ! H 明：如 果 rfl nk ( A ) 二1, 

那么 a 是幂零变换或者4为可对角化的线性变換 m 提幂零变换时.它不可对角也_ 

! 证明由于 rsfi 1 0 ,困此 I 如 tXA > 1 口 O 从而 0 涯 A 的个特征值，且 A 的属 
TM 〕 的特紅子空 W V = Ker .A 的维数？于 w - rank ( A > = «-!. 于是 .4 的特征值0的儿何 
ffi 数为/! 一 1，从而特征值0的代数®数为 n - I 或1 

情形 t >1的特征值0的代数重数为 U 此时4的特怔多项式 / U ) 在包含 F 的代 
数封闭域中的另-个根 A 3 满足 A : = tr .4) …从而 A a UA - A ,). 此时 A 
韦 n 个线性无关的特征向量_ !4此 A 可对 角化. 

情形2 t 的持征値 0 的代数電数心则 /u > = r . 从而 a 的 M 小多项式 m u 、二 入、 
Kn - 因此 A 是幂零变换*由于 A 尹 ©• 因此 A 的幂零指数/>〗•从而 A 不可对角化， 

■ 

例1»设 Bffi 域 f ■上》维线性空间 V 上的捅零变换.其禅零指数为证明： 

i ^ 1 + rank ( 拉） . 

证明 fl 的 Jordan 标准形中 Jordan 块的趙数 N 等于 n — rank ( J 3 >,于是最大的 Jordsft 
块的级数至 多是 ， r 一 【 iV -】 M 此时其他 JV — 丨个 Jordan 块都是1级的) B 由于皮而 
於#0,当*</，因此这个最大的 Jord « n 块的/次幂等于0,而*次幂不等于 G , 当 k </ •又 
由于级数小于或等于 《 — ( iV — li : 餘 Joftfait 块的 n _ t / V — 1) 次幕-定等于0,因此 n ^( N — 
U > L 于是 

i 《 n — CN — }} — n - \ 1 ‘— rankt^)) = 1 + rtink(B). ■ 

例 11 设 AeJVUF ), 定义紙 （ F ) J ： 的一个变换 B ; JWJD = AX — XA * VX € M _< F >, 
证明： 

U > B 是 M _( F ) 上的一 个线性变换； 

(2> 如果 A 是幂芩矩阵■那么 fl 是稱零变换 B 
证明 U >任取兄， H 蚊 F ， 有 

肅 di H - Xi ) ~ A C Xi + X |) *■* CXi ； + Xi )-A 

— AX , — X . A -f- AX ；. Xf A 





， • ;= mkXi >« ACJtXj ) - ( kX t }A 

二 A 、 v \> 

」’‘ ^ JCi ). 

因此 B 是 Af,(F) 上的一个线性变换。 

<2) 通过观察 £ f，fl , 妒对 X作用的结果.猜麵 

JT (X) 十 «— 1 ) CIA ^ XA Hr X — t } l CLA ^ l XA T 

+ …十 c— 1 rHxm -] rc:w + 

用数学炉#纳法给予证明如 F : q It ,右端= v \ x - AVi . 左皭 b B ( X ) ■，西此 
式成立 s 

假设当 m - 1 时•（】？>式成立.现在来狩 w 的情形 t 
B n iXl ^ BiB - HK }) 


(17) 
时 （171 


A(A 


X 4 【 N( i , /r H 十 … + ( — ly^ i^AXA^ - 

1 n :; xa m ( )- l x f - c - idn + •♦• 


XA + 




十（一 ： 0C^ XA + ― C- D^C^^XA 
+ (-1>"~ l C^ [/IXA^ J ^ iA ^ l XA + C— DC 1 i A rt 

■r 1 

十卜 lr z CZ"AXA m i 4 - C— 1” 辜 €^1: 兄 0 


if 


JVA 3 + 


= A*X + <— lUfA^XA 


iFcin : + 


#* _ 


• +( - 1)*- 1 + (- iro - 

根据数学归纳法原理•对正镇数式成1立 & 

设 a 的幕零指数为/,则对任意 xe ( f ) ,有 

■ 沪 （X》= A U X + i — ] XA + ― -^ i ^ iyCjjA ^ XA 1 + — ^ 

+ «— 1> 、 l CfJ { 】AXC 1 4* E— ly^C^XA 11 

o • :-*，，■ 卜 * i " ft - l 

• (18) 

因此从而 B 是幕零 变换. - ■ 

点评網 1 丨第 C2) 小翅 iEiJ® 的关键是：通过观_ 奶 ，伊 （幻•猜槲有 

的公式《1?乂至于用数学归 纳法证 明 （ 1?>式成立是一往宣的的•其申用_组合数的公式 • 

C ■十 CX 

例1 2 设 A 是《级实矩阵，证明 I ：如果4的]阶主子式的和与2阶主子式的和都等于 
0_并旦 Z 的特征多项式的复根都凫实数，那么/\是幂零矩阵 ♦ 
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证明 A 的餘猶多项式 / CJU 的 n — 1次项系 SSdi 等于 A 的1阶主子式的和4 — 1的 
乘积 i / U ) 的 ir 一2次项系数&^等于 A 的2阶主 f 式掛和与(一 IV 的乘积，设/⑴的 w 
爹复根为 L djE ，…，据 Vieta 公式得 


h 工 一 f As + 入：十 …+ A_ ) 1 ’V : = (― 1 广 

\^<^n 


由已知条件栉 


At "h A 艺 + ’*’ + A ， — * 


}<1 


r W 


由于 


d + A + … +d ■ A +A] 十 … —A: + 2 Y] hi 


(19) 


mm 


A. + # + … 十夂 - 0 


( 20 ) 


由 e 知条件山 j a , ffi 是实数■因此从 Qfvi 式得 


于是 A 有特征愤0(«重）.据例3得， A 是释零矩阵_ _ 

例13证明 ； 域7〖两级幕萆矩阵相似当 . H ■仅当它 I 门的肢小多项式相同 . 

证明必要性根据相似的矩阵存枏同的最小多项式1即得出， 

充分性域 F 上3级華零矩阵 B 的摹零指数/矣軋于是它们的最小多项式 m ( iy ^ 
或#成 JU 

当 m ( A >= A ] 时，/ = 3,据例10得， 3<1 十 wik(BK 于是 mnk ( B »2, 又由于 B 不 
珂逆，因此 nmk (月 ）=2_簌 Wfi 的 jotdaii 标准形中 Jordmi 块的总数为3— 2= U 于嫿 B 
的 Jordan 标准形为 UO 》， 1 i ii ；\ 

当 mCO = A f 时于是 nink 彳 B ) . M . 络合±—段的讨论得 . r ⑽1。从而 


B 的 Jordan H 准形中 Jtvrdnn 块的总数勿 ：{ 


, F 塔 B 的 krdan 标准形为 


diag( J] (0) ,J Z (0>) a 

当 mU>=A 时_ 

由于3级幕零矩阵的最小多项式完全决定了它的 Jodhn 标准因此如果两个3级幂 
零矩阵 有相同 的最小多项式•那么它 ffl fN 似（据相似的对称性和传递性) # _ 

獼14设 B 是域 F 1:的 a 级幕零矩阵,证明：如果0的棊零指数为么不存在域 
F 上的《级矩阵 H •使得 H S = B . 

证明由于 B 的幂零指数为心 因 此据例30得 d < l + faiik ( B > ，私两 rank ( B ) - 
n~\ m 又由于 B 不可逆 * 因此 ranMB > = w — 1 ■ ， 
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第 U • 阜伐 f ! 映对 


假如存在 HeMUF> 使得 H 4 二良则 H^=i3-=Q * 因此 H 也是幂零矩阵 . 设 H 的 
Jordan 标准形的 Jordan 块总数为由〒主对角元为0的每个 Jordan 块有且只有一衍的 
元索全为1因此主对角元为0的每个 Jonlaii 块的秩等于它的级激减去 1. 又由子相似的 
珩阵有相网的秩 ，因此 runk ( /D=«— V ,.又由 r 主对角元勾0的每个 Jmdaii 块平方后，会 
增加一个零行，因此 rank(HM< W -A \ 凼于因此 

rnnk( H z ) <i nN ^ n — I = rank(B ). 

这与 H = = B 矛盾 • 因此不存在 / JeMjF ) 使得麵 
例 IS (£ 紙 (F 坤，与九 CO) 可交换的所有矩阵组成的集合 (C (九(0>)是的一 
个子空间 * 证明： 

C{J m (0)) = FCJ“0)) -且 dimCC (人 （ 0 ”） = n. 

证明由于 


因此 


i ；(0 J 


0 


0 


ifl ii 


0 0 I 


0 D 
0 0 


* 


GOO 
0 0 0 


4 « 4 


0 1 
0 Q 


(0 


£\ * C 2 * …，宏 


* 


人 "))£ t = Q . JJOe = £- t ，…■丄⑼ = E - : JJ 0 ) e „ ^ 
从而 ‘ i ^/-( g >^ ，- 1= 私 ，…， = j ^ m ^ z E m 
于是 


卜 （et *€ m ) 

二 、 J ，0 、V E „ * **- ) 

任取 sea 九 《0)) ，设 o v ) •则 

BI 

每亂 (⑴『 1 c" AO)' : E. ， … _BA ⑼ Ste.) 

= ( 九 （ 0 广旣 ，九 

*/j ® I4| !|a r ^* - *《rM -1 k 1 ~.jji j * * ^ ^ """ ^2^ i^^ir ^^9 

= (以⑴ “。 广士 ，… 、“⑻ t ， S 办丄⑻ 『 1 ) 

**® ’ n f ! ^^ iif - i ； i [ i ; :ii n ㈣ 胃汾 ” Ip 狗 1 _ 

.m .’ ’ 4^1 董^1^4：鼠卜 i 露 m ii w 顧 ifij r 1 ■; 么 。 ’ j Ji 11 flf \ 

^ 以 0 产 < 九⑼『、 ■ ， … ，； M (aU ‘） 

Ji * I 

< ^ J i , ,Jb、n -， （_i 以 HJ . ii ^it ^ *1 






= 丄⑼『、 

顴此 BEF[J 胃从輯 CUJODSft 上显然 F[/ ，（ 0)]££ ： U_C0 >>， 因此 

cijjon^FUnm^ , 

由于人 （ 0) 的最小多项式 mUH . 因此据 9. 6 节例 2 4 的结论得 .dim F[/i<0O- 
deg w(A> —n - 从而 

dim C(J^(0)) = dim F|[^*C0)3 = »* _ 

点评 m 15 中为了证 C (人 < 0)) = FD ， _■ _ 关键是要涵 C( i. < 0 h Q fl 人 （<>)」. 为此 
ft 取 Geo AUDK 要证 B 能表示成 f " ■人⑶ r 的线性组合, t 注意到 

A (0^=( 噼南，奶.… )， 由此可得出 

I = (/.<o 广 1 £_ •… 

I 1 ■恳 B=B1~B(J n (0y 1 ， … ，九（⑴ Urt) , 

通过计算可得 fi 能赛示成 J , 八 （ 0) ■… .h(S) fl ] 的线性组含 fc 直攮从 i3 J w (0 ) = JAOXBm 
出 3 的形式也可得出这个结论。 

例 u 任意给定•证明：在缽…)中， 

CiJ m (a)} — F[/.C0>], dim CU n {a) = n. 

证明 ® 由于人 ( a 户 W + 人 <0), 因此 

㈡ B JJ{0) = JAO^B. 

从而 ㈡ B€ru,co)> ■所以 

CiJJa)) ^ CCJ*C0>), 

由例 b 立即得出 •C(/ 11 (d)> = F[Jjm：Mim CiJ.ian^n. U 

例 n 设域 F 上的 》 级矩阵八=出明{人€1 1 )./,(心）),其中1東^,/+户1^证明： 

C ( A ) - (13 - diagt / it . B ^ i B t e FCi . CO )],/^ 6 F [ J ,(0)];_ , 

dim C(.4) == ittC(A) — F[A]» 

ii 明设 B & CCA ) •把 / i 写成分块矩阵的形式，有 


f J3 ji 

Bi2 I irir ^Ai ) 0 j| ji _ 

fJiU,) 

(0 ， 

r B|i Bn 1 

k 

参， I 0 j . Xs^i): 

J 7 V - 'm ' * ' »* W , ' JP » 

0 

1 

J< (A.^) 

i 

%, iT 


iti 此符出 Aj ) = J t ^Xi * 

B n J » t Ai ) — J , (Ai ) Bn ' Bt _? J . < A #) A t ) B Z1 . 

于是 e c (上 a m & ccl >. B tI 是矩阵方程 ja , ( a 2 >= 人，攀的解•由于 
„/.(心）./,(1)的射小多项式分别冶以-1广，以一义 1 )\由尸 A 吝1 .闪此 ua — u 、（ a — 
A t y ) = l m 据习题 9. 6的第7题的猪论得，^, =0,词理 ， fi 2 i =0, 因此 Stdkgd , 





« 
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•l 


第 5 /访线性映谢 


Bxi > * 据例 m 得 ■ cu , u l » = _ F 〔 J r , co >； M :( j , cu )>= FLMo >]， H 此 b u efu ,( oj：u 

B^eFU.con. 

考虑 CXA ) 到 FLMO )] 与 fDV ⑻]的外直和 F [ J f (0>] 十 F [ i .<0)] 的一个映射 T i B 

= diag ( B , -麗然 r 是单射.也是满射，从而 r 是双射 • 又易验证 r 保待 

加法与纯攒乘法运算 (关子 线性空间的外窿和在& 3 节内容精华的第三部分 怍了阐 述）, 
因此 rM 同构映射#从而 

C ( A ) 兰 F [/ r (0)] 4- FUSO)l 
据例 15得 tdim F [/,(0)〕= “dim 尸[人 (0)]=- s , 因此 

dim (^(.4) — ctiiTi F\^J t ( 0)] + dim j j| t 

用 . w ( A ), 叫 （ A ) 分 别表示 A -； (A ) 的最小多项式.用广 A > ， / fc ( a ) . 

ikU ) 分别表示為,丄(；1山/,认）,的特征多顼式，則 

[mj CD ] 

- [(卜 Ai)、U — 心 >.] 

^ ( a ^ X \ y ( a — ）：）* 

= fix). 

"p* dim F[A]=deg wCA) /(A> =/+3r— «=dimC(A) . 

因此 F [4]-= C ( A >, ■ 

例 lg 设埭 F 上的 3 级矩阵 A=diagU- ㈤ */i (MU 求 CCA_ dim C<A>» UX 
及 dim F[A] # 

解 XeC ( A ) « XA^AX 

« •寒 it ^11. 

" 从 1 " * 、 ㈡ 1 JTijt 為 1 而， 

■-- , 

0 jtij . Oi 7 

^ ./ 0 ■ J ；2 j ❹ J 弓. 

o oj : 

㈣ =；G *-j-ai = D .知 =0 

0 x n 
0 ^ 

=^ ( i (E i} rEn ) + x l |-£' [ j+jru E } ^ +Xii Ej: +^*sj£\j 
㈡ ■ E ' i ,£ Ti *, Ej i , E s# , E :l1 ) f 










因此 CiA^iEn+En.Er^En ,E n ,E n } m 

由于 ^ +E :1 .E^Eu^E it ,E 1 繼无关，因此 

dim C ( A > — 5, 

由于八 ㈡ 出袖 ( i ； Ct »,/ j ( G ) \ 的最小多项式 m { A > 为 


wCA > = , A ] — ^ f 

因此 dim FWJ=deg mCA )~2 & 

点评例】表明 .$ Jordan 形矩阵 A 的两个 Jordan 块的主对角元相等财、 dim r(A) 
大于矩阵的级数1 dimXU) 也大于 dim F|：A]r 倒此 GtA) 云 F£A] t _ 与 A 可交换的矩阵 
有的不能表示成 A 的多项式. 

例作设域 F 上的„级矩砗 A 是^个 Jordan 形矩阵 2 

A = d*Hg{/ <( (AO •…•人 a)} _ 

其中 A: •人 .•…久是 F 中两两不等的示素,爪+〜十…+〜 = 〜 

征_ * C ( A ) = Ifl — diiig { Bi ， fj 3 * 私 } Ifi t t - FL / i . (0)]“ = 1 ，2 v “， U ， 

dUn CCA) = n ， Cl A) - F[>V j + 

证明设时 C ( A )^ B 写成分块矩阵的形式，有 



于是 B , e C ( J , a ( ))- F[A (0 )] t 人,的 4 i 小多项式为 u -; , 

人,‘）的最小多项式为 ( A — V )、由于当序 j 时約,，因此 （ Q - A ^ , U — A ,)M，：U 
从而当 i 约时，矩阵方程； C J •，认 只 有零解 •因此 


于是 B—diag{Bu .Bn ， … ，氏 其中 B m J^ Fj: 人 （ 0>]“_= K3 , …〜因此 

r(A) = {B^ | B n ^ F[J\(0)〕J = h2 ♦…， si 
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m 9 ci 线性映射 


从而 


与例17类似可证： 

C ( A > ^ F [ i M C 0>] - f - FU ，<0>] 4* …+ ⑻丄 

SmC(A)^ dim F[j K} «)>] + dim F[J^ <0)] + - 十 dim F[i^ C0>] 

=H, + fl 2 + + fh == 


用 》 i ( A )，/ U ) 分别表示 A 的最小多项式和特征多项式*则 

m(X)^ [(A —Ai) ， ■… “A — ; U'] 

=( 入 【1 >， “-U — A,)’* 客 /XX). 1 

从而 dim FC - A]=!deg w (^) = if * 于是 dim Ff ^ A ] 马 dim CCA ). ® 此 PCA ]— C < A ), ■ 

例 2 U 设 A 3 都是数域 K 上的 it 務矩阵，其中 S 是幂零矩阵，且 A R B . U 证明： 

‘ 1 八 + B 丨 =I A I ■ 

证明把 A 都看成复数域上的矩阵，山 1- 因此裾 9 . 5 节例 5 得，存在 it 

级可逆 S 矩阵/ 5 ，使得 P — VAP / dBP 都是上兰角矩阵，由千土三角矩阵的主对角元是 
它的全部特征值，因此 i ^ VAP 的主对角元是复矩阵 A 的全部特征值 I •…山_由于 B 
蠢耨零矩阵•因此 B 的特征值为 CM . n 重丨.从而 P 1 BP 的主对角元都婭于是尸 MP + 
P 的主财角*为…丄，且 P AP + P ' HP 仍为匕三角矩阵，因此 


1 A 十 B | 二 | P^ (A H- B 5 P | = | P 1 AF + P ^ BP 


X]Ai … A 


P^ l AP l = M IU 


■ 


例 21 &A 为域 F 上 《 维线 性空间 V 上的线性变换，令 

V ' = U € VM 存在正整数 K 它依_于 a )， 使得 A 




【J ,， 


v : -n 

i^=i 

证明 t Cl > V t 和 V , 都是 A 的不变 F 空间； 

(2> AiV t mv , _t 的幕岑变换，是 V 、 上的可逆变换 f 

⑶ F = V t 帆。 

证明（1>据9+ 2节的例14,存在圯整数 m 使得 

A m V - n k ^ 〗 .2,3 广 ' 

又由于 ••〜 播 IjsKeW . 即 Vn = lniOir >, 因此 W 是 A 的不变子 

空间 4 f ' * ' ■ , ’ / n 

显然 oev t .易验证 V ,对加法和纯纛乘法封闭，因耽 V ,是 V 的一个子空间.條取 

则存在 JE 整数 r 使得于是从而因此 V t 是 A 的 
不变子空间 s hi 






霜零 4 換 _ jdrdto 


* 


C 2) 若 W = G , 则由于 = 因此 ^ 11 1 

若 Vi # 则在 R 中取一个基爭，，… ，卜 于是存 fe 正盩数 n ， 使 得心负= 0,1 = 1. 

, »■ 委 

怎*… “ •令 r = max{rj，rj * …， c L M!l — O^i = 1 …山任取 a € K t 设 fl 琴 2(1 ， 

Ml] A r a = = 0,_u I Vih = 0。因此 04 1 Vir = o, 从而 4 I V> iVi t 的幂零 

■*3 

变换 _ 

任取衣 eK* 由于 t /: 二#¥=及- +1 ¥.雇此存在使得'在=為_ +1 11=4(4〜)、由于 

因此 AjV : 是到自身的满射，由于 Va 是有限维的，因此 AlVi 也是 v\ 
到自身的单射.从而4 1 是 V :到 fV | 身的双射 6 于是 A | Vt 是V:上的可逆变换 ■ 

(3) 先证 VM1W=0 d 任取 peVVflVt . 由于 peVi, 因此存在正整数 r •使得 
由于 .4! V:是 V. t 的可逆变换 * W 此< A | \/ : )’ 也坷逆..由丁 - /9€ V : . 因此 Ml v _ 
- A ^-0 a 从而 #=0. 所以•于是和 V :+ K 是直和 W — Vt , 

显然 KerA ^ V ,, 反之，任取在爸％，由于 VV 是4的不变子空间，因此 A 、 又 
&然 . BP A-a € V ： . 从而』 6 f & A m Q =0 ? 因此必 Ker A " , 从而 

Vi£Ker *4% 所以 R =Ker A m . 

由于 

dim(Vi © V〆)= iUitj V| 十 dim V t 

=dimt Ker 1 + dkn ( Im ) = dim V - 

因此 V ^ V,©VV ■ 

习题 9. 7 • ,, f \ 

h 设数域 K b 的 3 级矩阵 B 为# { i 心:九 , w 1!.,? , J : / .」n 

l r —2 ^ V ' L ." , » - 

B = # —4 2 0 , 

— 2 lii 1 0 I ).* •】 、 .^ ' t 

(].) 说明 B 足幂零矩阵.求 B 的藜零指数； • 

(2) 求 B 的 Jordan 标准形 * / : 

2. 设 A,B 榔是1^级笈矩阵 ，且 fiA=A. _:A 是幂零矩阵 w 

3. 证明 ：对于 /CU1 上的求导数变換 U, 不存在 KOI 上的钺性变换 H , 使得 

4. 对于 Kl>]_ 上的求导数变换 U ,KD*a 上 所有与 1>_换的线性变换组成的子空间 



* 
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第 9 拿雄性映射 


记作 c ( d ) ,求 a 仍及其维数 • 

5. 对于第1题中的矩阵 / i , 求的 維数， 

6* 设 fl 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的赛零变换 • 证明 s 如果 B 有两个线性无关的特 
征向麓_那么 II 的幂零指数/<〜 

7 _设 V 是域 F 上的线性空间 • 证明上的一个择零变换 B 与任一非零数乘变换 * 
的和尽 + Jfc 是可逆变换，并且求 ( Ji + Jt ) 、 : 

S. 设 I* JI 域 F 匕 " 维线 ff: 空间 V\i 的摧；变换 … 其耀零指数为 l 证明 J 的 Jordan 
标准形中一定有 / 级的 Jordan 块，并 M 求 / 级 Iordan 块的个数 

9-设 A .1? 是域 F 上》维线性空间 V 上的线性变换 # 证明：如果•且 B 是 
幂零变换 • 其幂零指数/> 1,郎么 A =0 . 

9.8 线性变换的 Jordan 标准形 

m 内容精华 


，照 9 . 6 节内容精华的最后一部分中讲的思路 •在研 究了寒零变换的最简单形式的矩 

阵表示后，我们就可以解决最小多 项式能 分解成一次倒式乘积的线性变换的最時单形式的 
矩阵表示了乂 

定理1 &AMMF Ln 维线性空卵 V 上的线性变换■如果 A 的最小多项式 mu ) 在 
F [ A ] 中的 标准分解式为 

m(A) = CX —Aj (A — — t (1> 

耶么 V 中存翻一个基，使得 A 在此基下的矩阵为 Jordart 形矩阵.它的主讨角元是 A 的 
全部特征值；主对角元为 A , 的 Jmdaii 块的总数 N , 为 

^ 71 -z rankC A — A y i) , (2) 

其中（级 Jtrnfan 块/,(七>的个数％(|>为 

二 rankCA—H-rai^tKA^A/I 十 2rflnk(4 — A,IV* (Z) 

^ = …，心这个 Jordan 形矩阵 4 称为 4 的 Jordan 糖准形•除去 Jordan 块的排列 

次序外的 Jordan 标准形是唯一的， 

证明 由 （ 1 > 式看出，々》 A : ，…, 是4 的所有 不闻的 特征值 . 由 (1) 式得出 

Kurt A © KeKA - 氏 C 4) 


9.H 线杵变換的 Jordimfe 准肜 * 473 * 


ie ^/二 J ，2 .… ， S, 令 

Ilj = A | W * 一 AJ t j — 】，2 ,…， o (5) 

则 B , 是 < 上的幕零变换.其 ¥ :指数为掘 9.7 节的定理2得 ， W , 中存在一个基，使 
得 B , 在此基下的矩砗 B , 是 Jordan 形矩阵.从而 AH 在％的这个基下的矩座人为 

Aj = Aji + B ( * (6) 

由此 ft 出 .4 是主对角元都为 A , 的 hrdan 形矩阵，其 hmkiv 块猶总数札等于 B , 的 
Jordan 块的总数.因此 

N $ = dim<Ktrr B : ) = iiim< Ki?r《，ii W, — XJ > J 

s= dimtfC^r (滅 一 ) ) ^ n~~ rauk i，A — X^i) # ' (7) 

(7) 式推导过程中第 3 个等号的理由是根据先 6 节例19的点评的第 C 3 J 个结论:对任意正 
整数 r 有 

KerCAlW , - AJ)： - Ktir ( A - Xjr , C8) 

A f 中 r 级 Jordan 坱的个数~力）等于坟中/级 Jordan 块的个数，因此 

iV , ( i ) ― rank 0 f 十 rank R : —2 rank B f 

= 2 dimCKej if；) - dlmCKcr B 1 ； 1 ) - dimX Ker B ； 3 ) 

=% dLm<Kej(AUV, - A ,IV ) -dtoKerUlVr, - 

H 11 k : - dlmCKer ( Al W t ^ a,I > 

A = 2 dsmtKerf A — X t J Y) — c[jm(Ker(A — X r i ) 

- dini ( Ker(A — 

= rankf A — AJ - f - rank <.4 A/l L — 2 rank<A - A r J ) f * C 9> 

其中 《I 

把 W u = … hd 的 J ： 述基合起来就成为 r 的—个墟 j 在此荜下的矩阵 a = 

diagi A , ，…，束 K 因此 A 是 Jordan 形矩伴 , K 主财角元是4的全部特征值、通过计算 

A 的# 征多项式 |U _ 看出，特征值入,在 A 的主对角线上出现的次数等于 A , 的代数 

重数，. ^ I . ^ ^ ， 

由于 A 的 Jurd 帥榇准形中，主对角线上 元素是 4的全部#征值，主对角元为; I ,的 
Jor ^ n 块总数 N , 以及其中 f 级 Jdrdan 块的个数 N 』 U ) 都由 A - k t i 的方幂的秩所决定，因 
此除去 ■ 】 ordan 块的排列次序外， A 的 Jordan 榇准形是唯一的 _ ■ 

从定理1立即得到下述结论 t 

推论1设 A 是域 F 上的 iT 级矩阵.如果 A 的最小多项式鈿 UU£ F[A] 屮的标 准分解 

式为 t II …，：广 

^ (A — U — h A …〜， (10) 





那么 4 相似于一个 Jordan 形矩阵.其主对角元是 .4 的全部特征值：主对角元为七的 
Jordnn 块的总数⑼为 J - . i #i r s f 

N t — n — rank (.4 — A J ) ■ fl]) 

其中 f 级 Jordan 坱的个数」 V, (/>为 

NjU ) 二 rankM 〜冬 /) 1 ^ 1 + rank(A — Aj ) 广【 一 2rankf>\ — 之 m H) 

U*= t， 2 .…， j * 这个 Jardan 形矩阵称为 >1 的 Jofdim 标准形，餘去 Jordan 块的排列次 
序外， A 的 f ortkr* 标准形是唯一的. 、 ■ 

由于复数域上每个次数大于0的一元多项式都可以分解成一次因式的乘积，因此复数 

域上有限维线性空间的每一^线性变换都有 Jordan te?SB „从而复数域上每个方阵郎有 
Jordan 标准形 ■ 

Jordan 块夂 U, >的城小多项式为 （A U ■根据 9. 6货的推沦4,立即得到： 

推论 2 域 F L w 维线性犟间V 1:的线性变换 .1 有 Jorlati 标准形当且仅当 A 的最小 
多项式 m(A ) 在中可以分解成一次因式的乘枳， _ 

由』 為的最小多项式与 A 的特征多项式 /( A ) 在 F 中有相同的根，爾此 A 的最小 
多项式 m ( A>S F [ A ] 中珩分解成一次洒式的乘积当且仅当豸的_征多项式 / C 0 在 F [ A 〕 中 
可分解成一次因式的乘积 a 于是 从推论2立即得到 ： 

推论3域 F„h" 维线性空间V上的线性变换 A 有 Jordim 标准形当直仅当 a 的特征 
多项式 /U) 在 fDQ 中可分解成一次因式的乘积 • 麵 

推论4域 F 〗 " 级矩阵 ..1 相似 f — 个 j G rdan 形矩阵当 tl 仅帟的最小多项式 m (A) 

C 或者 A 的特征多项式 FU] 中可以分解成一次因式的乘积， ■ 

据 9. 6节例 9 的点评得_—个 f 级矩阵 H 是一个 b 对角元为 a 妁 Jorcbn 块人 U) 当且 
仅当 H 的最小多项式是 U —从而禪到： 

命題1域 F 上的一个分块对角箱阵 G 是 Jor4aii 形矩阵当風保当的主对角线上每 
个 f 矩阵的蚰小多项式都是一次因式的方幂 9 麵 

从細 1 协出_如果域 F I :的"级矩砗4有 Jordan 榇准形，部么 A 的 Jordan 标准形 

完全被它的所有 Jordan 块的 M 小多项式 (它们 都是卞次因式的方幂>决定 • 由此受到启 
发，引人下述概念： E ? 

定义 1 ^ A gfet F 上的《級矩辟，如果 A 有 Jordan 标准形 h 那么把 J 中所有 
Jordan 块的最小多项式称为 A 的初等因子 e 

从定义1和上面一段话得出， A 如果有 Jordan 标准形 * 那么 A ,的 Jordail 标准形完全被 
A 的初等因予决定.从而得出： 

推论 5 设 /V * 风 （. 如果 A，E 都付 Jordan 标准形，那么 Z 与 Ji 相似当且仅当 






卜 .IJ 


A 与 B 有相间的初等因子 = 

推论6两个》 级复矩 阵相似当 a 仅当它们有相同的初等 因子- 
从推论6得出■在复数虓上所有 n 级矩阵组成的集合时_ (0中*初等因子愚相似关系 

F 的一组完全不变童. ， I 二 — ; " 

综上所连,我们对于最小多项式在 FU] 中能分解成一次因式乘积的线性变換 A, 
通过把线性空间V分解成 A 的根子空两拥直和•在 A 的每个根子空间 W, = KerCA— 

中取一个合适的基（通过 W , 上的 W 零变换一 A f 来找合适的基)、使得 AtW , 在 
此® F 的矩阵为二个 Jmdmi 形 矩阵； 把…•，>的基合起乘成为[的一个 
基在 V 的这个基下的矩阵 A = ding 彳 A m A 3 i ，.，. A ，} 就是一个 Jordan 形矩阵 • 这样求出 
A 的最简单形式的矩阵表示遍方法称为线性空间 V 分解成 A 的根子空间的直和的方法，简 
称为空间分解的 方法. 

还有另一种方法求 A 的最单形式的矩阵表示，这男一种方法通常称为 A - 矩阵的方 
法*设4在域 F 上 n 维线性空间 V 的一个塞下的矩阵为 A , 求 A 的最简单形式的矩阵表 
示，也就是要寻找 A 能相似于什 么样的 最简单形式的屯嗶.我们已经知道, A 的特征多项 
式 L ； U—A | 是相似关系下的一个不变量•但它不聶完全不变養《这说明仅用 AT - A 的行列 
式这一个信息是不够的_我们应当研究矩阵 AJ - A 的备种信息 ” 矩阵 AJ — A 称为 A 的特 
征矩阵，它的元素是; I 的多项式，即 F [ A ] 中的多项式 d 我们把元素取自 PU ] 中的多项式 
的矩阵称为 A - 矩阵, 在第7章7, 2节中我们利用 ICDQ 中的带余除法证明了下述绾论* 
定理2 任 意一个#箏的"级 A 矩阵 A ( A ] -定钳抵于对角 A 矩阵： 

diag{A U > • A U) * “• ， A (A >!， UH) 

其巾咸 U .- 〆 A ), i ■二 i . 2— Wit 对 f 非零的 A (A K 其 t 项系数为 t 满足这些要 
求的对角 A 矩阵 （ 13 ) 祢为 A (A ) 的一个相抵标准形或 Smith 标准形：. _ 

把数域 K 換成 任-域 F . 定理2照样成立， 

定义2 AU ) 的扣抵标准形中屯对角线 L 的非；元乂 U ) •…， AU ) 称为 AU ) 
的不变因子， . 

为了直接从 AGO 本身来刻麵它的不变因子，我们在 7. 3 节中引 进 T 下述概念. 

定义3 > X ^ A - 矩阵4^>的所有/阶子式的酋 - M 大公岡式称为 .4( A ) 的 Jt 阶行列 

式因子 * 记作 D k a -} A < k < nnn { s . fi} m 

定义4如果非#; I 矩阵 AU > 有一个 r 阶子式不为0,而所有 r +1 阶子式都为0,那 
么称 / VU ) 的秩为^零矩阵的佚规定为 d … 

在7, 3节我们证明了 F 述结论(把数域 K 换成域 f 仍然有批结论）： 

定理3相抵的 V 矩阵有栩同的秧和相同的各阶行列式因子， 


■ 










t m 
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由 F 每个非零的 《 级 A - 矩阵 UA 增 HI 抵标准形 ： diagi <⑴ . A U ) ,… jU 〗 ， 0,… ， 
G ; ， 其中 4 ( A f 以 _ , Q ) k / = H •… -r - I , H (J (2 ) ntj '|^ J 系 t 1 ^ . \ 9 .. rri.ru 


叫，兵 〒4 U 〕 KQ ). 间， 2 ♦…广 I.n ( UA ) 的首项系数为 101,2, 
/ iU ) 的相抵标准形容易卄翁出加)的备阶行列式因子: 

D'U) = C^.a),^(A)i-*,</ r <A) ， 0) d t (A>, 

A a ) -义⑴心⑴… 

Dt( A) — rfi (A)dt (A ) m **d^ Q ) t 
D^iik) — D,(A} = Oi. 

由此得出 ， vU A 》的不变因子可以由它的行列式因子决 定： 


rU ■此从 


t U ) 


di^Xy — Dj tA) • A (A) 




D (A) 
D】（J 


dAX ) 


D . U ) 

>TTur 


<15 i 


由于 ^ A ( A ) 的#阶行列式因子是由4< A ) 完全决定的 •因 此从 ( 15 ) 式得出 . AQ ) 的不变因子 
也是由完全决定的，从而 / UA ) 的相抵标准形足唯一的 

掏于 相抵的 h 矩阵有相同的各阶行列式困子， H 此有相同的不变因子•反之，如果两 

个 t 矩阵有刪的各阶行列式因子.瑯么它们有相同的不变因+ ,从而它 |⑽相 同的如抵 
_准形 * 于是它们相抵 ■ 这证明了下述结论 E 

定理4两个 , i 级 A 矩阵相抵当且仅当它们有相同的不变因了-，或者有相吋的备阶行 
列式因子《 _ 

数域 K 上的"级矩阵3的特征矩润 A / — A 的"阶行列式因子0,,以）就是4/ =厶的行 

列式,即 A 的特征多 项式则 f , rn ^,. u ,. V - * 

我们在 AS 节科用复数域上的唯 一闼 式分解定理，把非零 的”级 h 矩阵 Au> 的次数 
大于0,不变因子分解成一次因式方羅的乘积_从而引出卞述概念： 

^ 定义 5 设 a ( a ) 是0[^]±的|*级_零矩阵.把的每个次数大 ji a 的不变因子分 

解成互 f 相卜’]的-次因式厅獅乘积.所奇这# 次 w 式的 ㈣ 刪的必雌出嶋次 
数计算）称为 Ago 的初等因子 ： 、 

后 面我们将说明定义！ 中对于 n 级矩阵 八 定义的初等因子就是 A 的特征矩阵 a 卜 yi 
按定义5所定义的初等闽子 ； 

■ 从定义 5 罨出.如畢知道了 AU ) 的不变瘡子，釋森_唯—确翩了 Au> 的初細子 
反过来，如柒知道了 A ( A ) 的初等因子•能否唯一确定出 A ( A ) 的本楽因子 ? 由于数域 K 虹 

征瓣 A 卜 A 的秩为 》，_ 翻仅讨论 A(Amm it 的娜，这时細 
的不賴子# «个，我舰則_賴子相 -1>- _ ■备 个#難 卿排列 ，当 
这样的方幂不到 n 个时，就在后面补 1( 即-次 W 式的； 次驀） ，补齐到„个方畢 ； 于舞有 

U — Ai )* 11 ,认一 A ! 1* 口，… • <又 一 | 
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C A — A ,)* “ _ 《 A # A , … * ( A ， 入） 气，， 

由于 U tn 式中出观的一次因式方幂(除去零次幕外)就是 AU >的全部次数大于0的不变因 
子的标准分解式中的一次因式方 W . 且浅 U ) 的 n 个不变 W f 具有性质； 

| d r n « r — 1.2 » ## * *« — It 

因此 U 6) 式的第 1 列中各个-次因式方#的乘稞就是 cUAK 第2列的 - 次因式方幂的乘 
积就是尤 - a <AK … •第《列的一坎因式方幕的乘积就是 UA )_ 这样从初等因子便唯一地 
确定出 1 TAU ) 的不变 因子. 于是我们证明了 t 

定理5 CDl 〕 上的两个满秩的，:级矩阵相抵逬 E 仅当它们有 相同的 初等0子1 ■ 

对于 C [ A ] 上满秩的、钹矩阵 AU ) •可以 直接求它的初等因子，不需整先求不栾因子_ 
这是根据下面的定理 

定理6 & A U ) 是 CQQi ： 的〃缴满秩矩阵，通过初等变换把 A ⑴化成对角形•然爵 

把主对角线上每个次数大于0的多项式分解成互不相同的一次因式的方寒的乘积_幽所 
有这些一次因式的方幂(相同的按出现的次数计算）就是 AOO 的初等因子， ■ 

定理6的证明见 7.6 节, 

• 由定趣4和定理 5立即得到： 

定理 7 K 数域上两级矩阵的特征矩阵 耗1 抵的充分必要条 件是. 它们有相同的不 
变因子，或者它们有相同的初等因子， _ 

令后我们把数域 K 上 ir 级矩阵 A 的特征矩阵 A / — A 的不变因子就叫做 A 的不变因 
子复矩阵 A 的特征矩阵 Af —片的初等因子就叫做.\的初等因子. 

观在我们利用复矩阵 A 的特征矩阵 Af — A 的不变因子和初等因子來研究 A 能够相似 
于什么样的最简单形式的矩阵. ' 

定理8 数域 K 上两个 w 级矩阵 A 与尨相似的充分必要条_它姆的特征矩阵 
与 ; U — 13相祗_ ■ 

定理 &的证 明见本节内容精华的 

由定理4、定理7和定理8立即栩到 ： . 

定理9数域 K J ： 两个/!级矩阵相似的充分必要条件是它们有相同的不变因子 * 两个 
II 级复矩阵相似的充分必要条件为它们有相同的!不变因子，或者有相同的扨等 JS 子. ■ 
这样我 |1 得到 f : 1: UN rM AUJO 在相似关系下蝴 t 组究拿不变中 K 暴任.璋 
一个 数域. .ii I 

我们还得到了:初 . la 子是屹(0在相似关系下的一组完全不 Mi • 
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现在可以来解决任一《级 K 矩阵的相似标准形的问题^ 

首先我们来求 r 级 Jordan 块 J r ( fit ) 的初等闲子，由于 " 

A —a — I 0 … 0 0 ^ 

0 A — u ~ 1 0 0 

A / — ah ^ : : i :: 

r t) 0 0 … A —a — I ， 

0 0 0 … ，0: X — a 

闲此 W -人 ㈤ 的 r 阶1 別式网 p R ⑴ -—U — “ r ■汴意到 A / — 人 G ) 的右 L 角 r 一丨阶子 

式为（一 1产，因此=1, f 是从 （ 14 J 式看出，⑴；1，具-，⑴；1, D : «) 
=1. 进而有 

I I'* 4 \ Ti : 丨 ， • ：， * [t a Pm f j jj 

乂⑴ = IxTU ) ^ U — w ) WrtU > 二 1， UA > = K '»,£/ jCA ) 1. 

因此 Af — 人 ㈤ 的初等因子只，有 一 个^一 a ) r * fip Jiprdim 块九 U】 的初等因子 (Ai> r 等 

于人 UX 的最小多项式 = 由于一个 Jor 如 n 块完全由它的最小多项式决定，因此一个 imd ^ 
块完全由它的初等因 f - 决定 s 

其次我 fj 来求 w 级 Jordan 臟阵 J = diag {( A ,) f J Ti CA fl ) •-* , J, w ( x m ) J 的初等因子， 

其中 rs +〜 4 ■… = H ， A _ .…，中可能有相同的由亍&级 Jo ^ d ⑽块人 的初 
等因子是 ( A — •据定 J ®6. r , 级对角 A - 矩阵 

G , U ) = diag { h _--， 1 “A — Av )' J 

的 w 等因 th 卜; u _ , 网此据定理浪 ka >的特醜阵 u 广九 a ) 与 G , ⑴相抵 

T^ J 的特征矩阵 A 卜』^^紙 - /， （ A 山 A \-/〜 < A ,> t -. A/ r -/. «„)}与 n 级# 
角 A - 矩阵 、 " 

Ga> = diagfG , ( A ) , G , ( A > - . G m ( A )) , 

相抵 • 从而据定埋6 /的初等因了，为 

_ U 一 W 1 ，U 一 ； ^) r i ,“.，(A — A ,)/. < 、 . 1 - f ‘ 

这表羽 Jordim 形矩阵 / 的初等因子由它的 _ ibr < fen 块的初等因子组成,也就是由它的 

全部 Jc)rd : in 坱的最小多项式组成■由于一个 Jordan 块完全由它的初等因子块燈，豳此— 
个1时如!1形矩阵除去其中 Jordan 块的排列次序外由它的初等因乎唯一决定 • 

现在我们就可以得出》级复矩阵 A 的相似标准形是什么祥的矩_了‘ 

定理10任意一 f „级复矩阵 y \ 账与，个 Jordan 形矩阵相似，这个 Jorckri 彬矩阵除 
去其中 Jordan 块的排抑坎序外被 j 唯—决定，_它为 A 的 Jord , n 标准形 # 

证明设”级复矩阵浹的初等闲子为 '… r , 
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* 


a-hy tCAm ，…， u 丄 r - * 


i 17> 


其中 


A n , 叫能有相同的 


由于 A ; 的 JF 有初等因子的乘积等 fAJ — A 的所有不变 
:;0… = ，因此 A 的所有初等因子的乘积等于 


因子的乘枳，而据 m ) 式為⑴右⑴，因此 A 的所有初等因子的乘积等于 
A 的特征多项式 U/—AK 从而 r t 十^十…十〜占《，每个初等因子 (A —A， 决金一个 
jordari 块 ' (A, ) ■ 所有这些 Jordan 块组成一个 Jordan 賅矩阵 -/ : 

J — diagf J fl tAi) tj rt (A ) ，…， ■/ 、 

据上面一段所述的初等 H F 也搔 f 17 》 式衝承，于是据定理 9 得， A 与 / 相似 • 

如粜劳一个〗 ordan 形矩阵 J : 也与 A 相似•卵么 J , 与為有相同的初等闪子，从而 
与 J 有相同的初#因子 ■ 于是人与/除了其中 J 加 d 咖块的排列次序外是相同的 * 这证明 

了唯 一性. ■ 

由于 A 的 Jordim 标准形 J 的初等因 f 就是 A 的初等囡子，而 J 的初等因子 ft 它的所 

有 Jorckrv 块的最小多项式糴成 . W 此我 fj 在定义1中把？中卿 Iordan 块的域小多项式 

称为 A 的初等因子是合理的 ， 

在定理10的证明过程中 fJwdirn 形矩阵 J 的揪小多_式 mU ) 为 

m(X) — [ CA - At ) < " 1 t (A ^ Az f amm ? ^A — A- ]. 

由 f A •… j 中吋能有相同的.闪此在求 U-A t ) 、 ( A _心 >〜，… + U 的敁小公 

倍式时，对于相_的一次因式应当取幂栅数最乂的 * 这些一次因式方幕正好是（】醅式第】 
列的_些•它们的乘裰是又它们的乘积就是 1 广 .( A—A r 竹，…， U— 的最 
小公倍式，即 mUK 这样我们 lit 明了： 

推论7 ” 级复矩阵 A 的最小多_ wU ) 等 F A 的最后一个不变 M TdAk ) ■ 

由于数域 K 上的《级矩陴 A 可以看成是 ® 矩阵•并且 A 的最小多项式以及 A 的不变 
因子都不随数域的扩大爾改变，因此从推论7立即得到； 

推论8 数域 K 级矩阵 A 的最小多项式等于 A 的最后-个不变因子 



据(14>式，数域 K ： 级矩阵 I 的特征多项式 / U ) 白 IVCA )=_ UW ? U ) …心 

推论9数域 Ktn 级妞阵 A 与 B 相似当且仅当把划 t (春成复银阵 ㈣ 相似. 1 

证明设数域 k h « rnnmA 的不变因子力乂 tA ), …把,、 ft 成&矩 
阵后，不变因子仍艏嬙 aquAa ) •也 ax . 因此 

数域 K 上的 n 级矩阵 A 与 R 相似 
« 有相同的不变因子 

㈡把 A 与 /i 漪成复矩阵后相似. ■ 

在上述讨论中，把数域 k 换成域 f . 把复数域换成包含 f 的代数封闭城 •所有 结论照 
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样成立 ■ 

定义 6 设為是埔 f 上《维线性空间 V 上的线性变換 * 如畢 A 在 V 的一个基下的矩 
阵是 lardan 形矩阵，郎么这个基称为 A 的一个 JordmM . 

当我们已锻求出了 4的 Jordan 标准形 J 以后，为了求 出為的 ■个 Jordari 基， H 要把 
原来的 Ife 到 J OT dim 塞的过撤矩阵 P 求出即可„在典型例翅中将介绍求过渡矩阵的方法. 

下面我们來证明定埋 8 L 我们把败域 K 换成枉域， ■探 索域 F t 两个《鑼矩:牌\句 
B 相似跟它们的特征矩阵 XJ-A 相抵之间行什么关系. 

设域 F 级矩阵 A 与 B 相似.则存在域 F 上 w : 级可逆矩阵 P , 顧得 ■从 
而 


P XI - B=Xf -P'^AP = P 1 <XI -A)P. 

由此得出4/- A 与 A / — B 相抵. 


反之，若 Af - A 与 Af - B 相抵，则; U — A 经过一系列 LSi 阵的初等行变换和初等列变 
换可化成 A / — 类似于域 F t 的矩阵的情形 • 把对单位矩阵/经过一次 A - 矩悴的初部 
行 (列) 变换得到的矩蘇称为初等 分矩阵 • 同样可以证明：对 AU ) 作-次初等行（列>变换 
就相当于在 ACA ) 左 C 右)边乘一个初等> 矩阵.初等 A ■矩阵都是可逆的 a f 是一些初等糸 
矩阵的乘积楚可逆的 A - 矩阵 • 反之 * 可逆的 A ， 矩阵乃⑴可以表示成一些初等 A - 矩阵的乘 
积 ，軸如 T :若 A ⑴可逆.刚！ A(A > i 苒中"培域 F 的可逆元 • fm u 】 的阶行列 

式禪子 l * 这里1是域 F 的单位元，从而 A ( A ) 的所有不变圈子= 1 h ?— i ,2, 

… n 因此相抵于单位矩阵/_于遷 AC 0 可表竽成一些初等>矩阵的乘积，由上述 
议论得出 ：若 Af — A 与 Af — B 相祗*则存在可逆的七矩阵尸以>和 ©< A ) ，使锝 

XI —B = PixHXl — A > Q { A >. fig ) 

由 U 9) 式得出 _ 


P(A> — B) =5 (XI —A)Q(V. • ( 20 > 

为了推导出 A 与 B 相似，我们 瓣要下 述引理 1, 它类似于 FQG 中的带余除法 • 

引理 I 设 A 是上的任一非零矩％0(1)是 任靠一 个《細-矩阵.翮存在 ti 级 a - 矩 
阵料 ■ Ci )， H 3 U ) 和鉞 F 上玲级鵪阵 U .使得 


G ⑴； H , ( A ) Ul — A ) -h r ,, 

证明把 Ga > 写成 

= A**G ， HhA- 1 Gmt -1 + … Hh JWji +Gfl • 

其 ‘ K ，…， Gi - G u 都是域 F t 的 n 级矩阵，并且 G _#0, 苦 
® H ■⑶年 n 戶极*卜 u •则 ai ) 式 (22) 式成立 ， F 面设 


( 21 ) 

( 22 ) 

y 

坩二 0, 则 GCA ) = Gto t 







您换的 iord^n 細袱彤 


_ 


tai 


# 




比较 <21) 式两边的次数，受到启发■令 

b k * 十…+ 姐1 + 孤， c245 

其中 B m . t ，…，认，!^是域 F 上的待定的《级矩阵，子是 

Ht Q) Uf — A) = A"^! +A*" 1 CB^i — B^A) + … + — 私 A) — Bn A, (2M 

为了使 m ) 式成立.只要取 

Bim -1 — * 

B^2 — O m ^i -t- B^-j A * 


Bj ?= Gt + B 3 A . 

B u - Gj + B , A * 

Tj ^ Go A 

就可以，类似可证存在和使（22〕式成立 a ■ 

定理 8 域 F 上两和《级矩阵 A 与 B Wf 以当 II .仅当 W — A 与相抵 

5 E 明必要性在前面 已证. 

充分性设 JU — A 与 AJ _ B 相抵 ，邮 tU 9) 和 (20) 式成立 , 运用引理 U 存在》级4 

矩阵和域 f ' 上"级矩阵 T , * T r * 使得 

Q<A> ^ Ht UKA/- B) +T,, ( 26 ) 

P<A) = (A/ -B)H i (A)T s . ( 27 ) 

把 C 26) 式代人 (20) 式得 

[PCU 1 -一 Of -A)H 6 (A)]a/- B) - CA/ 一 A) T L , (2S> 

【28)式右端的 A - 矩砗的次数等于 I 或乃=(>,因此尸 ( AV 1 — < AJ _ UMA ) 是域 F h 的矩 
阵，记作 S . 于是 

S - Par 1 - (Xt -A>H,(A >， ( 29 ) 

SiAl-By - (A/ -A)T^ " ： ( 30 ) 

从 (29> ， <27) 和 （ W 式得 * ' : : i ■巧 11 々 1 

j = fca ) S 4 p ( A > a /- A )^, a > ^ 

- Uxi - inHrCA ) + T | ]S + ( A / - B ) Q ( A 3 1 H t CA ) 

， 1 

=T r S+ (A/ - B)[H : (A>S+ Q(A )- 1 //： (A>], (M) 

式右端的第二项必须是零矩阵，否则它的次数至少是 h 这与 C 31 J 式左鳙以及右端的 
第项都羅域 fil 的矩阵矛盾•于殖 

I - TVS . (32) 

从而 S 是可逝矩阵，从（30>式得 
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第 S 拿线性映 «f 


M -B = Sr l lxi-A)T t ^A 5 ] T| -S l AT^ . 
从 C33) 式得， J=nB=iT’A7V. 辑 |fcB 二 S^AS* 即 A 与 B 相似 

H 2 典型例题 


(33) 



例〖求 F 列数域 K t 的矩阵 4 的 Jo_ n 标推形 J 


2 


11) 


3 


9 


2 


—2 —14 —3 


( 2 ) 


(3) 




2 

1 


3 3 

-6 13 

一 4 8 


% 




「 0 

1 

0 v 


" ~ 4 

4 

0 

1 

一 2 

I 

2 


3 - 

1 

0 

0, 

i 

1 

0 

0 





3 

0 

5 

— 3 , 


u 


3 


i 


(5) 


0 

(} 


0 1 


蜀 


i 


0 0 0 " _ 1 

0 0 0 0 

解 （ D 力的特征多项式 / u ) 为 

f A — 2 3 

/( A ) = I A / — A 




2 


i A — B — 2 


(A - 1)(1-3} 1 , 


于是 A 的全部特征值是 1,3(-1), 

特征值 ] 的代数重数是 1 ，因此它在 A 的 Jordan 标准形 J 的主对角线上只出现一次 

^h¥ ^； 1 ： / At o 1% f , a M • 


对 f 特征值先求 rankf 

u 」 丄： 一 ^ 


»* 


f 


A _3 J 




2 


— - M : 


a 


1 3 
0 8 
I 0 0 


2 


此 rankOI —3 I )=-2, 从而主对角元为 3 的 Jordan 块总数为 2 = i •于是為的 j ordaj3 


标細形 J 为 



銳性变换樺准形 


_ 
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! 10 0 
0 3 1 

0 0 3 


(2) UJ—A|= 4 A 




(A-2) 1 , 


A — 2 


屮是 A 的全部特征值是 2( 三重 h 下面求 ninkM —2 D 


21 


一 2 


0 —► 0 -0 、0 

0 0 0 0 


于是 rank ( A -2/> = L . 从而主对角元为2的 : krdan 块总数为3—1 因此 A 的 Jordan 

标准形 J 为 

-• f2 : 0 ith 


\Al~A I 




A + 6 


13 


0 0 2J 

KA-1)\ 


于躉 A 的全部特征值是1<三翥）_ 

— I- 


-4 


13 


因此主对角元为1的 Jordan 块总数为 3 — ir » nk(A — l )=3 — 2= U 从而 A 的 Jordan 标准 

形 J 为 J ■ 赫 I i^r • ，.泠 


0 0 



(4 ) I A / ~A 




A 一 1 


0 


——5 


A +1 




于是 A 的全部特征值是 2( 因重 ）. 



因此主对角元为 2 的 Jordan 块总数为 4- r^nkfA-2J)-4-2—2, 由于 (A —2/>» 写 .0, _ 
此主对角元为 2 的〖级 JordaiL 块的个数为 

rankCA —2/)^ +rfink(A —2/3 u - 2ranJtCA- 21) ^4 — 1 = 0* 

从而 A 的 Jordan 标准形 J 为 

1 2 1 0 Gt ‘ 

, 0 2 0 0 
1 ~ . 

• 10 0 2 1 

0 0 0 2 

(?) ui - A \= a - ir s 因此 a 的全部特征值是 u„ 重 l 

mnk(A-/)-n-K 因此 i ： 对炻元为 1 的 Jordan 块总数为 « - rank (A -- 
(n — = 从而 /\ 的 Jordan 标准形为人 <1>, 

例 Z 对于例 1 第⑴⑷小题中的矩阵 A 求可逆 矩阵尸 • 使得 
解⑴由于 P 4 AP=/ • 因此 AP= PJ m 设 f 3 ; <馬 ， Jf” X 山则从 AP= 尸 J 以及 

《 iX r tXj) ~ CX] t 3Jf ； t +3D, 

于 & (A-DX t =0 AA-3i)X^0 t (A-3DX, ^X 7m ; 

解齐次线性方程组得 

P'r ~ C2v0 * 1) ^ 

解齐次线性方程组 （4-3/)r 二 o, 得 

x , 户 (1， 一 n ' 

解线性方程组 <A—37)V = A' : 



找性变 换 的 Jofdan 類准形 




4S5 


它的一个特解 1 v =(—】， cu ⑴\ WtJ 

Z 1-1 
0 — 1 0 
1 2 Q 

显然/ V 是可逆矩阵， 

m 设可逆矩阵便得•则 

(AX^ ,AX f .AX t ) ^ C2X ； ,2 ^； ,Ki +2^) f 
从而 （ A -2 J ) 足= 0 , ( A - 2 nX ,^ 0 AA -2/) X t = X Ja 

解齐次线性 方程组 - ZDy = 0 ,一 般解为 ， = . 其中 3^ Yf 为肖由未知 M . — 个 
基础解系为 

to. 0*1〆 ， a,2*0)", 




取不 = (0 ， D f 】 • 设 X * 二 （^ t 力 H 的取法虚使 iA — 2J)y—Jf f 有 _» 把增广矩 


阵经过的初等变換化成阶梯形矩阵$ 


* ||- 2 ! 0 知 e 

4 2 0 _y ， 

-210 y % 

为了使 ( AU >1^= 尤,有解，应取匁一匁.亍是取 X ^( l ,2, l >' “ 
解线 忭方程 —2 /)V X . 拘一个特解 1=( 一+卬 .0》'， f 是 



I ' 卜 】 H 

Jp = i 

‘ •" . 、 2 0 

^ [l 1 0 

显然 P 是可逆矩阵 . 

<3> 设 P=(X 〗， X”X 丄 * AP^PJ m 

(AX j t AJSfj ， AX|)=( 私 ， + 欠 ? 、 H~ ), 

从而 ca — nx,=n f {A-J} x t =x 1 ,(a- i}x t ^x l 

解齐次线性方程组 < A _ /) V 求得 A_ f = (3,1, l /• 

_ 线性方程组 (a - j yy^Xi •求得 u, - u o ) ， . 




线性变換的: Nmkir 标准形 
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. 




0 0 … 0 I ] f D 0 … 0 1 

0 0 ! 0 0 0 …1 0 

■ _ # 番 ■ _ * « 

• ■■ ■ * * ■■ 

0 1 … G 0 0 1 … 0 0 

1 0 … 0 0 I I 0 … 0 0 

0 

1 * 

#■ 

* 

0 

❻ I # 

❹ "- 0 I w 0 0 … - 0 I Q a 9 0 0 o f 

o o … i o o 6 … i a o 1沒 … ooo 

: : :: :: t ； ^ — ： : - 

* * * • 争 * - ， - 一 ： ： : : ：, 

0 I … 0 0 1 ! a 0 0 0 0 0 — 1 « 0 

I O ■" 0 0 a 0 0»\o ；；0 0 0 ― 0 ] a 

从而 J m Xa )^ J n ( a )\ ■ 

例 S 证明任一"级复矩阵 A 与>^相似/ 

证明由 :F A 是复数域上的矩阵，0此 A 有 Jordan 标准肜/= diagU ,, a ) , J v CAt ).■〜 
A _ ( A _) K 其中， .” ， Am 可能 6 fH 同的， r ，+ r ? + … 十 r 麵 = n 3 据例 4 得 */, (入 ) 〜入 ( A 』 》、 
M ft T 逆矩阵 R = { n ,"& * £:) 使得尸 ， 7,. (1 5 严 = 丄 < A , ■令 P ; 







# 
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m ^ ^ 线性映射 


P 从而 J 〜广由 予 / W , 因此 Y 〜/ 3 細 X 

■ 

例 6 证明：数域 /C 上任一 n 级矩阵 A 与/^柑似 # 

证明据推论 9 钿•数域 K 上级矩阵 A 与 W 相似当且仅当把 A 与看成复矩阵后 
相似*于是据例5立即得到结论 。 ■ 

点评我们在本节内容精华的最后指出，在上述讨论中，把数域 1C 换成域 F* 把复数域 

换成包含 F 的代数封闭域，所有结论雕样成立，函此在例6中，对于域 F 上任 一it 级矩阵 
A, 有 A 和1 相似. 

例7设 A 是域 F 上的7?级矩阵， E 是包含 F 的代数封闭域 • 证明 s 如果 A 的特征多 
项式> G) 在I：中的全部根是 a 4 Z •…丄-邵么对 Hmg ( X >€ F[AJ^(.Ai 的特征多项式 
U 卜^七丨在 E 中的全部根避 dAr> …从而若 A_ 是 A 的， • 重特征値•那 

么贫 a) 是 g<A ) 的至少重特征值。 

证明把 A 看成 E 上的矩阵*则，\有 Jordan 标准形 J U,, (A,)."*.』、U t h 

…人 a> ■…，人- aw. 其屮 l ，…， a 是 ii 的特征多项式 / c^>rL e 中的所同的 

振 +k + … -6#^1 —r t ，… f b + … + tfj +(•+•.• + r, = n w 设 f •怜… + 

給粼，则 


1 、 g(A) = if _ A ， + … + fr, A 十 

由于 A 〜 J •因此存在域 JET 上的”级可逆矩眸 i?, 使褥 p -^ Afi = J m 从 if 

P E g(A>P= 6*F^A-P + - 十 hpy.AP + 心 / 

"i 1 . h-VU)—4^,(1^AP) + 4J 


=m 

于是在 M,(E}^^(A)-g(j ) f 


+ hJ + Ap I = g( J)^ 


gU 1 = 办 _J m + …十 MJ + hJ 


. — . 


乂 dtagli, ( Ui) 


» a «• 


a)-i *h 


+ 心 ： diag i, >*〜 ■人 <2.);. + k ； 1 


= u t )i* •“ ， u t y>i 

犮（人 《 )>; U 〜（ A, + … +//， .\ (A > i M 


灰 U ,) 


^U,> 




a 




篇 a) 





线性变換的 ior inii 摔准形 
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因此 e 上的矩脾 >(./) 的全部特征槪是 


尽 U,) .… *^(A| h … *gik. >*“■ ) i 



而 A , •_•★，•". A , •…, A , 是五上矩阵 A 的金郁特征箇， t : 们就是因此 E 上矩 

、 — ^v~ — 編 ’ 

r, 个 r ， 个 

WhU ) 的全部铮征值邊 ^( A ,) , gU ： : K …砧 Ud ■由于 g ( A ) i ( J ) ，因此尺 t : 矩阵 AM A > 
的全部特征值是它们是域户上矩侔 irCA ) 的特征多项式在 E 中 
的全部根， 議 


点评 m 7 的证 明表明 s 在研究域 f 1.矩阵/ V 的某些性质吋，可以把/\ f 成是包含 F 


的代数 封闭域 E 上的矩阵，研究£上的有没有这些性质，然后返回到域# t 的矩阵 
这样做的好处通吋以利用代数封闭域上的 ir 级矩阵有 Jordan 标准彤这一结论.我们 
在 f 高等代数学 冶指 导书 i 上册>》习驪 5. S 的第13题对数域 K 上的"级矩阵 A 证明了例7 
所叙述的结论 • 现在网7利用 Jordan 标准形来证頁容易人手，且更简捷一些， 

例8 证 明：对于任一》级 K 矩阵 A • t ft —个可 逆的 K 矩阵 S , 使得 S i AS = GH.)L 

中都为对 _ • 阵，胤【；町逆。 蒙 


证明 l ; b 于 A M 复矩巧，岡此存在吋逆的 K 矩阵 5* 便得 儿 S J . 芄中/ = 
diag/’ J' Ai 11 » 九.. <A；： 》九， （A_)} * 其中 Ai _A: ，… *A _ 耐能存相 M 的 *，?！ 卜 n : + …+ 二 w 。 
记％ = …南必> •则3^=^ . T ； 隹 r %, 从傩4的证明看出 tT ^ J ' a )7；, - 

Ja) 、于是 1\ 人 a >= 人 , (d. _由手 (t, 人 a > ) '二八 a> ， t; = n 、 u 山因此 

T 'h 是对称矩阵■令7^ , ,… • }. 则&是 前逆的 对飾一，致 G s = /• 

Of - % GL)K 

由于. ’ . 


mY= d\n g {( Wh ”， .w j mt a g r ，… ，（ w cu >'} 

= dbg ( T __ /'7\ 人 :( A : > •… • W m 

111 


因此 G / 是对称姖阵 _ 记 H = G / f m | 


J = // = G 2 J ^ G(GJ ) = GH . 

从而 S AS ^ J = GH a ■ 

例 9 设 I & 滅 F 上”维线性空间 ^char F 二2,4是 V 上的对合变换 •旦 /设 

rank ( A 4- I ) - r » 试问 } A 有没有 Jordan 标准形？如果有•求出 A 的 jord ^ fl 标准形， 

解 4' = i ^ A ' — /^0, 

于是 A ‘ 一 i 是 .4 的一个零化多项式由于 dmrF = 2， lS 此 A，l =」： + ] = (；t + 〗>: : 从而 








A 的最小多项式辨 = 或 mU ) - X + ] 由于_此 m ( A ) ^ ( A-H 从而 A 

有 Jordan 标? i 形 ，赴 A 的特征多项式 / U>=U + U % 于是 A 的特矸值是1 如重 h 在 A 
的 Jordan 标准形 J 中，主对角元为1的 Jordan 块总数为 

w — runkiA^i} ^ n — rank( A + I) « — r ； 

其中】级 Jordan 块的个数为 

rank</4 ^ I) z 4- rfinkC.l — / )' *- 2 rankt ,4 / J — 0 + n — 2r = n — 2r. 

由于 "， U ) = (A I !) ，因此 J 中毎个 Jorcbn 块的级数不超过 2. 从_ J 中2级 Jordan 块的 
十数为（”一 r)—(w — 因此,4的 Jordan 标准 形/为 




diag 


« « I 




# 


("— fr ) 个 


r 个 


瓣謂 _ 珐域1^遞的《级矩阵 ， char F =2 m 诞綱 S A 是时含矩阵且满足 腦 k ( A 十 


J ) + rank ( A — J > = «的充分必赛条 件是: A〜diag 



Ho 


f 





证 ffl 必要性由于 char F=2v 因此 A-/=A+f. 从_由已知条件得 J 繼 ik(4 十 
乃二〜即没是偶数*若 A = l ， 则 zl + /：=2 J = 0, 矛盾，因此据阏9的结论，/ I 的 
Jordan 标准形 / 中， 1 级 Jordan 换的个数为 n — 2 rank(4 4- !)=0„ 从而 




dm8 ((o Mo 


充分性 _ 「 F = 2 * _ 此 



t 







m 11 设 A 是域尸上"级矩阵，证明：如果 \ 有 Jordan fe 准形 J 

MF 中两两不等拥元素，撮么 A >的雌翁等士 n ^K 
C ( A ) = FCA ] # ' . 



SL8 栽 r: 1 换的 Jordrm 标冼形 
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证明由于 /A 〜 i + 因此存在域 F 上《级对逆矩阵 P . 使很 P AP = i- 
B€CM) ㈡ BA=AB <=> iP 1 BP)(P 1 AP) ^ (F ^ BP^ 

㈡ p ] BPecuy . 

从 9. 7 节例 19 知道 “lim cu > 、令 m = P EP, 则 u 是 W,(F) 到自身前一和同构映 
SMi tf(C(A)) = ai ). 因此 dim C(A)-dini C(J ) 气 
类似可证 

ff ( FCA ]> = F [/]. 

mW 节例 i9 知道 .a/)"=FLr], 因此 a(C(An=^FLAi} m 从而 qu»=FLA]• ■ 

例 12 设 A 是域 F 上 3 级矩阵，址明 ，如果 A 有 Jordan 标准形 J (a). 

Js(tf) 丨，其中 F* 那么 dim ttA)^5, . 

iE 明由于因此存在域 F 上的 3 级可逆矩阵尸 * 使焊 P J -VP- J. lh 于 
J =/i/+diag{Ji C0),J,(0> } ，因此 

P diag(J c <0),/ r (0)K 

B e CIA>^ BA ^ AB 


㈡ 飢 A - trl ) = ( A — aJ )右 

㈡ (P 1 BPHPUA-a! >P) = (P U/l uf)PHP } BP > 

㈡ P^BP 6 C ( din K a . fO ), J ,(0 )K 

从 9_7 节例 18 知道 *dim adbigUrCO ) J f -(0 )n -5. 

由 T a ^ B I —- P UP 晶 M, (下）到 ft 身的一1、间构映射•且疗 （r ( /\) > — 
CCdiagUt (0) ，•(蝴 ) ，因此 

dim (.'(A) — dim f-( diag{J 】 （Q) , (0) 1) = 5 _ 

* 例珞设 4 为#尸上11维线性空间 V 上的线性变换 • 巨 4 的最小多项式 mCA> 在 
F[A] 中的标准分解式为 . 

m < A ) - CA - A , ) L (A - A。 严… CA — A #4 (34) 

令 V| 存在正整数 r (它依 赖于饮 >使得{4一义1)'0^0) —J tB*-：* ,!, 

n) 证明：V,是 4 的不变子空间 d 两1，2,- w I — 

< 2 ) 证明 ：V = V | f ； 

<3)设 4 ft 由 R 的一 1、K= i 纤起来所成的V 的-个基下的矩阵为 JoTxUm 

形矩阵 h ，: 。 / 


J * = diagU”/!， …， AK , 

求 A| V •的 Jorfan 标准形•以及 A 在V/%上诱导的线性变换 A 的 Jord; r 标准形. 
⑴证明任取■则存在正整数 r ■使得 U A f i}a-0^ i 






_ 
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第 9 你线性峡射 


= (A U ) o — 0. 

于是 < i !6 K « f €4 — A 4>》~, 若 r>/ j + 令 

番 

戽 ( A ) = (A — Xi … (A — (A — Ay … 1 CA — A ，)' ， 

则据 9,6 节例 19 的第 (1) 小题的结论得 I ： . 乂 H p . W r •，八 

KerCA — IJ )* ^ KerOI - (35) 

从而 Ker (> l - A ,0’* , 因此 V _£ Ker ( AU } 人.显然， KerU — A,f A ，•所與 

V. = KeKA — A,J)’，. f = 1 ， 2,. (36) 

因此％ 是 4 的不变子空间 1,2 , …， U 

(2) 证明由 w ( AV 的标准分解式 （34) 得 

V ^ IterU-AJ) 1 * © KeKA —A ? DV@ … 

由于 V , = KertA — Wrj = 1，2,，.*么翻此 

V = V T ㊉…㊉ V ” <37) 

(3) 解由 （37) 式可得 m 

V = % ©兄 @ …㊉ Vh ® K+t ㊉ …@ V ” (38) 

f 是， t 在 IM , ，… .兄的一个基合起 3 fe 所成的 V 的-个堪卩的矩阵为 

- (39) 

据 9. 5 节例 8 得是 AIK 在，的一个基下的 矩阵. 即丄是 A 「 V , 的 Jor 如 n 标准形， 
仍锯 9 . 5节例 B 得， A 在的一个基下的矩阵为 

cliag(/.j ， … ， / 卜丄 ，，… i /. f . ( j | o ) 

即 t 40) 是4的 Jordan 标准形， 

^点评例13的第 (1),(2) 小埋由于利用了見飞节例151的结论.因此很容易地证明了 

K = KerfA - Ai / ’ •从 而立即 得到 V ^ V , © F * © V ( ，这说明多掌握一些理论，并且能 

灵活运用理论，就能找出解題思路，不至于被—些表面现象所迷薄瞀如在例 U 中•沁实 

际上就是由最小多项式的标准分解式得到的 V 的直和分解式中的 W ^ KerCA — Ain 〈■例 

13 的第⑶ 小晒隶 明:若 A 有 Jordan 标准形(即4的最小多项式 h ( aM : FU ] 中錐分||成 

一次因式的乘积），則4在 W , 上的限制 A IW •有 Jordan 标准形 iA 游导的商空间 V /1 上 

的线性变换 i 电有 Jorcbn 标准形 • 这个讀论可以推广到 A 的 任一非 平凡不变子空间妒 
上，即有下述例 14 的绾论 . 

例14设4为域 F 上” 维线性空间 V 上的线件变换证明，如果4有 Jordan 标准 

形，那么对于>4的任意一个非平凡不变子空间 W ， 都有有〗 cirdari 标准形，且 ji 在商空 
间 VtW 上的诱导变换 A 也有 Jordan 标准形， 、二 

证明山 H ff Jordan 标准形44此据推论？得 M 的摂小多项式 w ⑴促 F[A ] 巾可 
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以分解成一 次因式 的乘积 S 

mCA > = (A 一 AtbU — — （41) 

设 AIW 的最小多项式为 mrU 》 .则对任意 y € rW ‘有 

m(A | MHy = m ( A)y ^=» 0. 

从而相 MIWOMI . 因此 《 t «>® > MW 的一个零化多项式，于是撕 iQHwCAh 从而 m ,( A > 
在 FDQ 中也可以分解成一次因式的乘积•所以 A IW 有 Jord _ 标准形 * 

从(41〗式可得出， A 的特征多项式 / U > 可分 杯成一 次因式的乘积*从讯 1 (；0可 分解成 
一次因式的乘稞推出 dlW 的特征多项式 AU ) 可分解_一次因式的乘积， * A 的特征多 
项式为 ./:( Ah 据 9, S 节例9得， 

/a> = fAxy/sW. 

从刖厂 U I 可以分 W 成-次 W 式的乘 m . 因此据椎论3得 d 存 Ionian 标准形 ， ■ 

钃 1 S 设4 舰 F t n 维线性金间 V 上的线性变換 . W 是 A 的一个^_平凡不变子空 
间_班明 t 如果劂祝有 Jordan 标准形.旦 A 在商空_ WW 上的诱导变换 A 也有 Jordan 
标准形，那么 A 有 Jordan 标准形 4 

证明 豹 Jcndau 标淮 ® .因此据推论3 U , A \ W 的特征多项式 h ( A ) 在 

Fh ] 中可以分娜成-次_式的乘积 * 网理.咖干 A 有 J _ kn 标准形 = 闪此； i 的恃征多顼 
式/ 〆 4>在 FDQ 中坷分酵成一次因式的乘积.由于4的特征多项式 
闪此 /U >在 FU 」 中吋分解成一次调 式的乘积，所以 .4 冇 Jordan 标准肜 ■ 

点评例15是例 U 的逆命题 4 

例 W 设 A 为域 Fin 维线性空间 V h 的线性变換，且 A 的麋小多瑣式 m < A ) 在 
FU ] 中的标准分解式为 

mU) = (X-Xi )'< <A - A,“• U 一 )( . C42) 

记 W =KerU —A IV W = 1.2, … . a , 设 W 的一个非平凡不变子空何•旦 W = R @ 

w, t ■其中， i , , iW : e 彳 1,2 ，… • j } • 且两两不等 • 如果 A | W 在由 w t| * ，…， 

W , 的 一 1、基合起来所成的 W 的一个基 T 的矩阵3是 Jordan 形矩阵.「 I 在商空间 V/W ^ 
导的线性变换 i 在 v u 的个堪 F 的矩阵 C 是 Jordan 形矩阵，求4的 Jordan 标准形 a 
解从 (42 ) 式得 导 

V= KeKA-A,/) 1 ' ©KeKA — A 2 J)Q ㊉… ® Kt ， K4 — A ， l)，• 

夺 w r ® 

i£Ui a r ) (1，2 f ，5 l \( q L 则 

r = W j; ® … ® W , ■©… © W ,, ^ 

其中 U = W f , @ W 〜 ㊉ …❿ W ,. tf 显然 U 是減的不变子空间:据例14得,4川有 Jotdim 标 
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准形. 

设 Aft ； 在由 … f W 的一个 基合起来所成的 U 的一 t 基下的矩阵 C ; 是 
Jordan 形矩阵，则 A 在由 W 的上述基和 L / 的这个基合起来所成的 V :的基节的矩阵 A ^ 
diag 彳 B ， G ) ， 于鞋 A 为 Jordaii 形 矩阵. 从爾 A 暴 A _ jdrdan 标准形.摒义5节例8得 ,X 
在 V / W 的一个基下■■的矩阵为 G， 由子 G 是 Jordan 形矩阵.因此 G 是 J 的标准形: 

乂已 Jjl f. 逆 /! 的 Jordn.n. 标准形，据 Jordan 标准 ■ 形的唯 .— •_ 性得 = 厂，从 _ 商， 1 的 Jordun 标 
准形 ^A — diag(B,C) o ■ 

点评在例 M 中 d 的不变 子空间埘二 w, e ©__.®W.. 保证 TTlT 隹 V， 中有 A 不变补 
空阔 t； = W^®W fs . “㊉ w v * 其中 {£j »fs {J p 2, — 一般地*对 

于有 Jordan 标 |J| 形的线性变燐 A， 它的任一非平凡不变子 空间不 一定有 4 不变补祭闻，我 
(HB 6 W 的命班 JO 中证明了 t 如果域 F 怎，雄线性空间V 上的线 性变换 A ,其特征多 
项式在包含 F 的代数封陶域中的分部根瑯在 F 中，那么对予4的任一不变: T 空间都存在 
為不变 补聱甸当县仅当 A 羝对角化， 

例口设 A 为域 F 上阶维线性空间 V 上的线性变换■恩 A 的蜃小 多项式 mU ) 在 
ifA ] 中的标准分解式为 

mU ) ^ (A - Aj^CA - Ai >^ … U — 人>〜 . U : i ) 

记 W , = H ，/= 1 . 2 ，… 设 W 是 4 的一个 f 平凡不变子空间 ■ 证明 t W = 

@ W^ B ©--© Wd . 当且仅当 A I W 的特征多项式 /ttr C^O 与 A 在商空间 V/W 诱导的线性 
变换 A 的特征多项式 / V ,， H ■互素，其中 * A fl ， A , 〆 ..( AitAi ，…， A _ h 且两两不等， 

证明必要性从例 16 的证明中知道.此时;^ 

其_ y = W ^ ® W ^ ㊉ …是 *• "，人確{1，2 • …, s I 中的补集•由干 
A 1 的表小多项式切, 4) ，/因此 4 1 识的最小多項式 u ) 为 

斷 ⑴ =[ 说 ,, U) “n 、.. ，，' ⑴] 

= U — A (1 >^| (X — A* s ” E *.*<A — : (44) 

, 4 lt / 的鍛小多项式为 "'/ 丨‘ 一， 

脚 U >= （ AK % U )， …,⑴] , *(：, ; • 

= 【 A — A , 彳 > ft I U — \ V ” *" (A — A f . )、 . (45) 

于是 ( A >与 ) 互素.从而 A I U ^特征多项式 / VQ ) 与 A 『 U 的特征多项式 / L , ( A > ~. 
_■ 由于因此 A 的特征多项式 / u 》=/ VU )/ wQ >. 又由于 

/(A ) = fw (A ? fv^w t A) * .€46) 

因此 / r ( A)=/v •从而 / w ( jb 与 / v ， u)n 
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充分性据例 14 的证明得，从而 

m w (X> — < A — A” ）、 t <A — 心 … (A — A 。 >、 * "7) 

设 A 的特征多项式 /( A ) 在 F [ A ] 中的标准分解式为 

/a) = (A - Aj (A — A: P … u — AJ r * * (48) 

则 K^riA-xjyr^ •= Ker( /l -； U )( = W. ./ = I J ， …“由于 /w 00 与八 撕 U >互者， 因此从 
(46)、（47)、（你)式得. 

/r(A> = a-A, r^a^x t . r^ -CA-A^> r u. ⑽) 

从 <49> 式轉 

W — Ker(A|W — A,, 1 )、@ ••• @ Ker(A W"— 叉 」 f )、• （ 50 ) 

由于 " 

a e KerCAlW - LJ)% ㈡ <MW -X u i)%a ^0 

a € W M.i A - X . jy^a = 0 

« 0 e w 且 a e KcriA—k jy ^ = w t 

鈐 a^Wf]W t% . 

因此 KeK/U W — ^ f ) 、 = W n w、，Jt = i ,2 ，… a , 从而 

w = (W n W [t )©(W n ® … @ (w n w. ), (51) 

假如有莱个 sw , ( ，则存在的非零子空间 t /, ，使得 

= (W n W v > © (52) 

的最小多项式 — A t J j . ，其中从而焱 If 丄的特? d 多项式 
/h0l>-=<A— 人、其中 eW “ 从 （51) 和 CS2> 得， 

评 & © w v ©.“ © = 邪银 [4. (535 

从必要性证明域程可看出 tall (W 1( @W h ) 的特征多项式为 （A — A t| ) r ，i CA—A* s 

■■■(1 — A* # - » 又 Al (W©U*) 的 特怔多 项式为 /nr (A)/l^ Q) = <A~A n y ，1 (A … (A — 
A^)\ (A-A, )^- 矛盾•因此 wnw v ㈡= 从而 

w = w h @ w h ®-® w lm . m 

点评例 l ? 的充分性证明的关键是证明 

w = (w n w s , > © (w n w h > ® … © (w n 你 , • ）； 

然后 iff 明 M/ n W i ^k=\.2, -, ii 在证 明肟苕时用反证法，并 ' 且利 T At (U ® 

的特征多项式去推出矛盾 n 这，方法是很有趣的 + 1 

从例15,例16•例〗7立即得到下述 结论， 

设放 为域 F ■上”维线性空间 V 上的线性变换, W 是 A 的一个難平凡不变子空间，如果 
A | W 有 Jordan 标准形 B , A 在商空间 V / W 诱导的线性变换迈有 Jtinkn 标淮形 aMA\W 




的特征多项式 /WU) 与 A 的特征多观式 /v，CO 互素*那么 A 有 Jordan 标准形 d^g{B f €). 

例 W W 明数域 K )1 的 r 级 Jordan 块/， n >与它的 A 次福 i , { 1 }* 相似，其 

中 2< A < r e 


证明人 （1 Z 是 t 对角元部为]的 h 三角矩阵，因此上 （ 丨”的持征多项式 j (A1 = 

( A — D 、 从丽丄 U >* 有 Jordan 标准形九/的主对角元为1的 Jordan 块的总数为 
r - rankiJAiy - I ). 由亍上 U > = J +/, (0) * 因此 

人⑴ * = u 十入⑻ = /+ a / r (()) + dfop + -^ajAor 

于是 

to k ci a ^ ct o oi 

o o k ci - cf l cj - o 

— / — \ J * * :: : 

* ■ _ » 

1 ■ - ; if 1 I -0'^ 0^ 1 10 0 0 0 … k 

P - ， i ， m ! l :!0;， 咎. • 0 (! ;_•_ 0 0 ! *** 0 

从而 ran k( J , t , C1) * — I) = r— 1 „ 

t 9 此 r 一 rank (人 （1)* — 二1 

i™ - •« « 

于是 A ( l )* 的 Jord 扣标准形所以 

人<1)* ^ J r ( 1 ) T 国 

例 19 设 A 是数域 K 上的, , 级矩阵.证明 ： 如果八的特征多项式/ a) = U 一 l r _ gp 
么 A 〜 A 1 . 其中’ 

证明由于 A 的特征多项式/ 二 （A —】 ）' 因此4有 Jordan 标准形/ = 
dmg {（ 1 )’/「,（ D ％ 其中 rr + + ■••+ r _ _ 由于為 〜 J ， 因此 # 〜 J * •其中 

= 据例 M 得 ，八 〜 L ( 1)“5 K2 ，…，…闪此 

/ W •从而 _ * _ 

A 11 〜 A. ■ 

例加设域 F L 的 n 级矩阵 A 有 Jordan 标淮形 ‘ 〖 正明； A 坷对角化当且仅当对于彳 
的任一特征值 A , 布 J 

rankCA -- 人 f = rank( A — XJ ), 

证明^的 Jcmbn 标推形 / 中•主財角元为怂的 Jpdan 块总数况=«〜 

AJ H 对角兀为 A f 的丨级 Jorden 块的个数 fV (J ) 为 

N * ny= ^ nk(A - A P f >* + mnkCA 一; U > r _2 nmkCA - AJ ) 

^ ri^-Ttmk(A~ -2 rankCA — AJ>_ 


A 可对角化 
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㈡对于 A 的任一恃征值;I,有 N, = NJ1> 

㈣对于 A 的任一特征值 A,* 有 

#1 一 ninkCA — ^ if ) = « + ratik(/i - A , Ii J — ^ rank( A — A . / ) 

« 对于 A 的任一特疵值有 

rank(A — Aj) = rank(A 一 U) : ■ 

例 21 设 >1 是域 F 上 rr 维饑性空间 V 上的线性变换 * 证明 * 如果 A 的最小多项式 
FlX :中可分稱成一次因式的乘 SU 目. tlbg m(jU 么 A 的 Jordan 标准形/中 

备个 J ordirn 块的主对角元互不 相同. 

证明 Ell T deg miX ) = «，因此 A 的特征多项式 /Q) 等 P m U h 设 /(A >在 F[A] 中的 
标准分解式为 

/(A) = (A—A,yi(A—AjXJt — ； U、 (54) 

其中 Ai，A」， …， A, 是 F 中两两不等的元素 《 从 （54> 式得， 

V ^ Kerf4 -Aif ) r * © KeriA -X J V ^ @ … ® KeirCA — 

记 IV , = KtriA - X , i P •令 A =A IW , — AJ j = I *2 ,h 则 B , 是 Wj 上的幂零变换 * 其 * 
零指数为。.乂由于 A 的裉子空简 W , 的维数等于； I ,的代数重数~ .因此纥的幂零梏数 
^等于 dim 祝, . 从 mm 在 W , 的一卜适 “1越下的矩阵 B , 是一个 )nrdm fkJ , i ( 0 ) w 于足 
AlWj 在财，的这个基下的矩阵 A 广 = u ,), 因此 A a I：fr W s . Wy ， w , 的一 

个基合起来所成的 v 的一个的矩阵■/为 | 

} = cliagi < Ai . ># J , ; r f ( A , >}. 

.厂是 Iordan 形矩阵，其各个 Iordan 块的主对角元互不相_ 
例22 求 八着 的 Jordan 标雄形 

解 It ] i 1 rank (人⑺疒> =，i — 2•因牝人（⑴的 JordaM 杈准形 J 中 • 主:对角元为 u 的 
Jodun 坱总数为 w - U -2> = 2 a 的幂；指数为 n 

当 n^=2m 时 * 由于 [ / _ ( 0 ]■ = /， （ 0》 2 : = 0 ，而 [ /_ ( 0 > ? ]『 1 = /, < 0 # 0 ，因此 

人 CG)i 的轉零指数为 m, 于蠢接习 lil 7 的 “ 8 舞拇 J_CO> s 的 Jord 抓标准形 J 中有 m 
级 Jordaii 块九（ 0\ 从而 J = dbg(J,(0) ，八 （ 0)h: 3 ’/ • .^HL. 

当 pi = 2;" + 1 时■由于 LM «>: ]" ^ =九0)户■:二0,而 [ J ，（0) 4 ]"= 人 （0) m#CK 因此 
的幂零楢数为 m + 1, 于是人 （0 P 的 Jord 加的标准形 J 中有 m + 1 级 Jordan 块 

■/•(O). 从而 J 二 diagij — i (0) *J„(0)L 

例23 设 A 是域 F h n 级1;三角矩阵 k 71^3) , 
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r a 



0 0 … 0 . 0 , 1 


0 



0 


1 


A 





求 A 的 Jordan 标准 _ . 


0 0 0 0 
0 0 0 0 


0 … 0 10 

# 4 _ 

# 響 • 

# m m 

0 … - 沒 -j'O 

0 *_* 0 ( a 


解 十/,祕>% / : .%, •鵞十 h 中 | r i VI - J ,,. 

当 n ^2 m 时 *搪例 ZZM . JAOr ^ imgiJ ^ (0) , J „ <03 ) # 从而 a / + /„ CO) 1 —cr J+diig 
槪⑽丄 （0 )U 困此 A 〜 


当 ” = 2 m +】 时丄⑻：〜从而 
例 24 设 A 是域 F h 的 n 级分块 JiE ： 角矩阵： 

. ‘妒 A fA , A ^} wl 汗 • 】匕 - • • . \ k 

， ！ \Q .4^] J ‘ • ，-八 J 

其中 A . -4 : 分别是中级, n 级矩阵, ，证明：如果 / l ,,島 分别有 Jordan 标准形 J : : t 且 

凡的特征多项式/ U ) 与 Ai 的特征多项式互素 + 那么4的 Jordan 标准酿 
为 di 吨(人， 

证明设 V 是域 F 上的《维线性空间，定义 f 上的一个线性变换4,使得它在 V 的# 
个基句，屯下的矩阵为 A ， 令咿= <办，的*…则 W 邊4的不变子空间 
在 W 的基叫下的矩 阵为烏 4在商空间 V /1 T 上诱导的线性 变换； 在 v/w 的一 
个 _+W •… _〜 + W F 的矩阵为 ,V . 由于， 分别有 Jmti an 标准形 , 因此 
^取，^分别有 Jordan 的标准形 A \ W 的特征多项式就是 A , 的特征多项式/, ( A > , 
A 的犄征多项式就是 4 f 的特征多项式 /:< AK 由于 / iU ) 与 / t ( A ) 互素•因此据例17的点 
评中的结论得 M 的 Iordan 际准形为 diagf /, J , h 这也就是 A 的 Jordan 标准形 = ■ 

例 2 S 设 a 是域 F 中非零光，求 / r Ca > z 的 Jordan 标准形 ■ 

解 JAu )^ ai ^ JA 0 } m 于是 

iJAa^y = [al + J F (0)"] ^ a ! +:如、(0) _+ JXQ }\ 

从而 AUP 的恃征多项式 / U ) 二 ( A —¥)，• 于是 J ，《 d : 有 Jordim 标淮形由 f a 乒0, 
因此 ranktj Aa ) 1 -^ n = rmki 2 a JVC <3> + 人 （ O ) 1 ) = r —1„ 从而 J 中主对角元为 ^ 的 
Jordari 块总数为 r ( r —= U 圆此即 JAaP 的标准形为人 （ a 3 ) „ 

例 2 6 设 《 是雜零复数诎明：丄$平方拫 * 即存在 r 级复矩阵 B , 使 

得圧； 人 U ), 


证明据锕於得丄 ( v ^) S 〜. LU ), 因此存在 r 级可逆复矩阵尸 1 使得 


? B _ 性变揍的 Jordwi 标准形 


499 


甲 


p 从而 

JAa) = P l JAs/aYP P^ l JA^)P - ZP [ JA^)F1K 

令 fl = P d 人 ( V ^ yP.Mll B r = J t ia) m _ 

例 27 证明：任 一《 级珂逆复矩阵 Z #有平 方根。 ' 

证明设 A 的 Jordan 标准形为 

J — diag{/ ri (Ai ) J r , (A: ). … ， U_) K 

ft- 中 A .A ，…丄 U 的特班值（它们中町能有相同的） u 由 f /\甫逆 •因此 1妾 Ow 口 1， 

2，…， m• 锯例邙得，存在，，级复矩阵,使得 Bf 二人, a) ， i 二 U2 ,…痛，令 

B t ._S” … *B, 》，则 

S*= diag!H；*B；t —vB；) 

=diag{J r： CAi >(A：) ****tJ, M (A*, y) ^ 

= 1 * : 

由于 a 〜/，因此存在 n 级可逆复矩阵 p , 使得八=尸- 4 /!%从而 a = p 

(P— j BP) '即 A 有平方根. ■ 

点评例27中利用 n 级复矩阵都有 jardan 标准形，水到渠成地证明了任一 a 级可逆 
复矩阵 A 鄱有平方根.其中关键是诋明复数域上主对角，元不为 U 的 jo 油 m 块有平方根（即 
例 26 U 在良7节倜 U 中•我们证明了幂零指数等于级数的嘛零矩阵没有平方裉，由此看 
出.不酊逆的 n 级矩阵有可能投有平 方锒， 本苛逆的”级复矩阵 A 擗要满足什么条件才能 
有平方根呢?从例 2 2費出，如果 A 的 Jordan 标准形 J 中 • K 对角元为0的 Jordan 块按照 
V,【⑴ J,(cm 或 U r — ^【0 ) ,人 （0) | 成对出现.那么由 于丄, C0) 4 -dbg 0,(0)./,(0) f» 

〜 diag(J ,— 丨，因此 A 有平方根，先#下面的例 28. 

例 2 «设数域 K 上的3级矩阵 A 为 

— 210】 • 

A = — 4 2 0 . 

-2 I Oj 

试问： A 是费冇平方根如果有，求出 A 的一个平 方根， 

解 | A t VA 的待征馆为 0( 3 ffi 丄由于 rmk < A — 01 ) = M 月此 A 的 Jordan 
标准形 J 中、主财角元为0时 Jf orcbri 块总数为3 —【= 2, F 是 








设可邀矩阵使得 p ^ Ap ^ j.m 

iAX ^ AX ^ AX ,) ^ iO . O . X ,), 

从而 ASfI ™0 * AJCf —01 AX ] = Xt ^ 

解齐次线性方程组 iAZ =0 •得一个基础解系 ： 

Xx = (0,QA>\X ： = 

解线性方程组似=不，求出一个麵不=(一+,0,0>、于是 



锯例球的结论得 •/〆<))* 〜 / ，设不）使得 S 〜 l /,< 0 ) l S=J 

u^orvi Jdo > u “ o )%) = < o , D * rj ), 

从而 J3<o)-yi=o,/ ： I fo> i rj=o,i a (o) J v 3 =r r , 

解齐次线性方程祖 / a ( o )7= o . 得一个基础 解系： 

解线性方程组，二 y* * 求出一个特解 + 

^ ( Q *0 » I )^, 

于是 

0 1 0 | 

5= I 0 0| , s ^ 1 = S . 

0 0 I 

综上所述得 

PJP~ X ^ P(S ] J i (0) I S)P i 

= (ps^jj (oxsp J ) CPs 1 yj t msp l 

=(FS-VaCOJSP-*) 1 . 

计算 

/ L \ 

r ro 0 li 0 ~Y l i 

PS^j 9 (Q)SP- } ^P 1 o 0 P ^ 0 —1 2 . 


炫 5) 式所示的矩阵就是 A 的一个平方根* 
点评例28中，在解钱性方程组似 
可逆矩阵 h : 


X :时*取另一个特解 (0 ，1 wmM 得到另一个 


— I 0 


Pr 


Q 2 


Pi 


0 0 


由此计 w 




2 0 


( M > 


_ 式: 所示的 衡阵是 A 的另一个平方根 ，由 此看出的平方根不唯 一. 

锔29证明：不可逆的 n 讓觀矩阵4有平方根当且仅壽 A 的 Jc ^ dari 标准形/中主对 
角元为0的 Jorckm 块按照 l / r (0> ,/ r (0) 1或(0)>成对出现.只有1级 Jordan 块 
乃 CU ) 可以单独出现 u 

证朋充分性把 A 的 Jardan 标准形中时角宂为 G 的 Jorfdim 块興兔前面，组成一 
个 Jordan 形矩阵 B •把主对角元不为0的 Jordim 块调至后面•组成一个 Jot ^ n 形矩阵 
t \ SW 


J = diag | B , C }, 

其中 S 是⑴ 级琴 零矩阵 •€ 是〜 级可逆矩阵.据例27得,存在吻 级 可逆复矩阵 G 使傅 
G l = C , 已知 B 中; terdan 块按照 { JU0 〗 JJOVt 或(0)卜成对出现 * H 有丄 (0> 
耐以箄独出规， 由于 * 

_ h r m l 〜 di ^ UAQ ). JAQ )}, 


編爾〜 diag (人（0)./，十 ,（0 )K 
./_ tCo ): ~ ^^ 

因此存在 〜级 复矩阵 H , 使得从而 i 

( iliagiHiG )) 1 — dieg i - BtC ) — J , 

由于 A 〜 J ，因此 存&〃 级复矩阵 P ，使得 A = P ^ JP , 从而 

A=P ' i { d ^ giH , Q )^ P^CP 

必要性设 Aftf - 方拫 W •即 M = A fc 设 M 的 Jordan 标准形为九，把八，中的主对 
角元为 U 的 Jordan 块调至酣面组成 Jordan 形矩阵吣其余_ Jordan 块琍到后面，组成 
Jonkii 形矩阵 L . 则 J M =diagtiV 山) T 其中&是 W 零矩脾丄是珂逆炮阵 M 由于 M 〜 JV , 因 
此 W 从而 A 〜几 • 由 〒 A 〜 J ，因此 /L 〜 J •即 


m 


S02 


缉性狭射 


diag < ZSP , L ” 〜 diag{B X }, 

由子~是幂零矩阵堤可逆 _ 阵，因此 y 〜 b , j ? 〜 c , 从 row 是☆级矩阵， L 是??: 

级矯阵*假如丑中有一个《级 < u > 1 Uwdan 块 J * (0) .没有另一个 Jordan 块九 <0)或 

人 4 > 与它叫配，眼么 Af 中芯要存 - ^ w 级 Jor ‘ n 块 J d <{】） ，使得 / - Jj 0) (|j ^ 

rank (7“0 p = 权 一 2 ，|*紐]£(人《)>=^—1,这与相似的矩阵有相同的秩矛盾，因此 B 中的 

Jordan 块一走是按照{人（0)，丄《0»}或{ J r t 0 >，/ … i (0)1 成对出现 * 只有 J , (0) 可以单独 
出现 ■ ■ 

例30对于例1第 U ) 小题的 A , 计算 

解 从例1第< 〗 ） 小题知道』的 Jordan 标准形進 

. ..( ^3 Ik \! 


<iiag ( I ) 


0 3 


从例2第【1 】 小题知道.可逆矩阵 


使得 P [ AP = J, lAWii A-PiP 


0 

一 1 

0 

I 

2 

0 

PJ^P 1 

， if 

0 

一 2 

一 1 

0 

- 1 

0 

i 

— 5 

—z 


计算出 




3 / f 



3 ,0 f HO • 3 V 


0 1 
0 0 


10 


因此 


■V ) 匕 P G 3 11 10 * 3” P 




io : - r 

■ 20 * 3 ? 


— 38 *3^—4 
53 .浐 

- 106 * 3 f 4- 2 


14 • 3 9 — 2 
.20 - 3^ 

40 - B s + ! 




例 3 里设 


9.S _ 龙換齡 Jordmi 标准 0 


* 


B03 


a 


“ 1 Of , 

A = 1 0 1， 

CH 1 I 0; 

i . 

求 , 十 2A K +3^W 

解 令 〆; O llAI + 2 A ;l + 3 A \ 计箅 4 的特征多项式 

/< A ) = i A / — A I U — 1 (A + 1 > ㈡ A ’ 一 A : — A + l - 

用 /( A > 去除 ^ A )， 作带余 除法： 

— A ( A )/( A ) + r ( A ) *deg r ( A ) <C deg / CA ) = 3, 

设 r ( A > = QA : + t ， A + G ，其中 o 待定 9 

A m + 2A W + = giA ) ^ r(A>. 

A 分别用 A 的特征值 I ， 一 1 代人 . 从 （ 57 ) 式得 

6 ■ 十 q + r" 


住 t57> 式两边求导数.得 


6 = ci —€\ + f f» t 


giA) = //U)/(A> + h{X)f^a} + /ik). 


即 


1咖_ + 180 A # 十1赚郭 


= h\k)fm ^ hu>fm+ic !l x+c i , 

A m 1 代人， fl: 意 1 是 / ⑴的 2 重根_闪此/ (1 )^，， 从 1 6 】） 式捋 


联 A6nKOn2) ■解得 


*160 = 2 c ? + 4卜 


因此 


于是 


c: = 230, r t = Of c n =—224. 
A m + M W 4 3 A f == 230 A f - 224/. 



p 1 0 0 


P rO'i 

i' •, 

a 0 Q \ 

4 s = 

i o i 


1 t ) 1 

里 

1 1 Q 


0 10 

i 

0 ] 0 


0 0 1 


r :(V 7> 盡 

A i« +2 A w +3A W = 230 6 Q 


230 !0 [ 6 


( 57 ) 

( S 8 J 

(59) 

C€0) 


(fi 1 ) 

(62) 


( 63 ) 





* 


第 s 命 线性映射 


例 32 设 A 为例3】中的3级矩阵，证明 s 当是>3时*有 

A # = A M 十 f 

然后利用这个公式计算 A l 0 W y 以及八冰+2八如+3八' 

证明在例3〗中已计裤出 Ati rt 因此 

A ， ^ ^ A-L 

于是当6=3时，公式 (64) 成立 ■ 

假设 W >3) 財公式 （60 成立 t 來符 ♦十 1的情形。 

八枓 1 = AC-h V — J ) = AH - hA ^ 1 - A 

■« Ah 十 f A K + A — /> —A = A * 1 i A 1 -L 
据数学 ㈣ 纳法酿理，公式 (64) 对;一切大于 2 的整数走成立 t 

A 〜 A ， + V 一卜 2 A z ^ I , 

義 

^ ^ rA 3 -{ r - 1 > /. 

' K / 时.公式（抓）成立：股设时公式（66> 成立，来 r+ I 的情形 £ 

A^ iy ^ A^A 1 = CM 2 — (r- iyi)A 1 

— rA 4 ^ fr — 1M J 


(64) 


<6S> 




— / "(H 一 /) ™ ( r — 15 yi ■ 
— (r H - 1 ,) A l ― r /^ 

因此对一切大于 1 的正 M 数『 • 公式(別 > 成立•从而 





1 

0 

O ' 

A lwi = 

50 A . - 

491 = 

so 

3 

o l 




50 

0 

i 

• i 1 




h 

0 

0 

A n = 

45 A ^ — 

44 / = 

4 S 

I 

0 




45 

a 

1 J 




i 

0 

0] 

4 <0 = 

30 A - - 

23 / — 

30 

i 

oL 


(30 0 1) 

^6 0 D ) 

A lM -h ZA' 1V + = 230 6 0 

| 230 0 ： | 6 

点评例 31 和例 32 给 & 了计禅 的两种方法，这两种方法都利雨了 
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Hfimihon-CHytey 定理•例30是科 用人的 Jordan 标准形计算 A 的方幕，计算 A 的方冪 
的这3种方法究竟选用哪-种•应具体问 M 具体分析，用 Jord 仰标准形计算 A 的方》的 
难点在于过渡矩阵 P 有时不是很容易求出 

例33设 A 是域 F 上 n 维线性空间V上的线性变換，>1的特征多项式 /(A) 在 F[A] 中 
可以分解成一次闲式的乘积 d …, A ■是 A 的所有不闻的特征值证明 :A 的 Jordan 标 
_ J 餘好由 s 个 Jordan 块组成当旦租当对于 A 的毎个特征值 A ,有 dim - 1 

证明 .4 的 Jordan 标准形 J 中，主对角元为&的 Jurdan 块的总数为 

n — rank(4 — Ajl) = n — dim(Iiri(A — A^I)) 

dim Ker(i4 —A,I> ^ dim , 

因此, A 的 Jordan 标准形 J 恰好由 s 个 Jordim 块组成 ^ 

m J 中主对角元为 L 的 Jordan 块恰有 1 个, j 二 U2, … u 

㈡ d*ni =1 ,j = l *2i *** ■ 

例 34 设 i 是域 F 上 ft 维线性空间 V 上的线性变换，旦 A 有 Jordan 标准形 J = 
diag { & q 山 J H Ch )A a )} a 证明： V 中恰有 j 个 1 维 A 不变子空间当且仅当 h • 
AvU , 两两不等_ 

证明V 中1维 A 不变子空间是由/!的一个特征向量生成的子空间，从而它是 A 的 
某个恃征子空间的-个1维子空间， 

充分性设 A , • A , ， A , 两 IW 不等由于 .4 的 Jordan 标准形 J 恰由 > 个 Jordan fk 
九 （Ad •人 ： .…， J._ a> 组成-因此据例33的必要性得 * 对于 A M 每个特征值;有 tlim K = 
I - 由于毎个1维 A 不变子空间是某个的1维子空间•因此]维為不变子空间恰 is 

必要性设 V中恰有 r 个 i 维 A 不变子空间， gt A 玍1/的一个基.…， aU| ，… ，〜 
•■■，〜， T 的矩阵为 Jordmi 形矩阵 J (丄 ， Ui >，从，八 CA .) } 对于 Jo 『 d 训块 

有于是〜是 4 的厲于特征值 A . 的一个特征狗置，从而是1 mA 
不变子空间，因此V中至少有 f 个1维 A 不变子空间 f (irfh <卽 ） “卽上.假如幻 ，A, • 
… ，A, 中有 fl 〖同的， P 妨设 A_=A: 、由 =\， 4| ,因此由 

于〜 ^cr^eV, 维 A 不变子空间，于是V中1维 A 

不变子空间至少有^十1个，矛盾.因此七…次两网不等. ■ 

点评从例加的必要性的 M 明中肴到：如果 A 在V的一个堪叫， …,％ 

■** *«fi ，__•，' ’F 的矩阵是 Jordao 形矩阵 i^diagf (At) *i fl= tXi ) f “*， 人 ,U*) 丨，那么对于 
其中的每个 Jordan 块 a), 基向量 則是 A 的厲于特征值 A A 的一个^征向鲁, 1.2, 
…山队而 V中至少有 s 个一维4不变 f 空间； <a u K( a；il > ，…， < Gu > s 





习麵 9.S 


• 求下列数域虻上播矩阵 A 的 Jordan 标推形 


r 4 —5 
( 1 ) 5 -7 

6 一 9 


(23 4 
16 




3 4 ^ 

7 8 ： 

7 7 


13 16 


16 


( 3 ) 


(55 


一 7 

—— 

6 j 

一 S 


7 

q[ 

0 

2 i 

一 5 

—2 

4 

0 

3 

I 」 

0 

2 

-i. 


(4) 


2* 对于第题的第 ⑴•⑵、 UVj 、 题中的矩阵\，求町逆矩阵 p ■使鉛 p AP ^ J , 

^ 设域 F 上的 n 级矩阵，\为上三角形矩阵，其主对角_为《 •，且 々#0,求 A 的 
Jordan 标准形； 


0 




“1 




u y u a z 

* $ … • fH — ’ 4 3 f §i f O 0 at 

4 - 设 4是《级 复矩阵 .《> i , 如果.求 a 的 Jordan 标准形 a 
5* 设 A 是 rt 级复矩阵， u > il ，如果 tr < AI ^ ftok ( A ) — 1„ 的 Xordan _准形 

I 对第1题的第 C 〗） 、（3>小题中的焱.求 • 

■■… x Q Tv ’ I .• : • 1“ •. 


7 _设 叫 

求 A“、 f ，+ 3/^+A' 






I 设 


2 2 1 

I' 3 I 

1 2 2 


求 








浅 ■ 餐换的 有_ 标象形 


« 
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9•设，求 J“0 浐的 Jordan 标准形. 

io. 证明 ：如果 m 級复矩阵八，与叫级复矩阵 A: 没有公共的特征值.那么对任意 
«3« 2 复矩阵3、(：,有 

rA ! _ (A i C 

I 

0 jA* j 0 

Ih 下列复矩阵 A 有役有争方根？如果有，求出 A 的一 t 平方根 
- 4 -5 2\ 1 —3 4 1 

⑴5 -7 3 * C 2 ) 4 - 78 . 

6 —9 4 6 一 7 7 

^9,9 线性变换的有理标准形 


m 内容精华 


设 A 是域 F 上维线性空间 V上的线栓变换，如表 9-1 所示， 如果 A 的最小多项式 
pi (A 】 在 FLA] 中不能分解成一次爵式的乘积 * 那么 A 的最简单彤式的矩阵表示是什么样呢? 
我们采取类比的方法来探讨这个问題 # 表 9-1 中左半部分是，4的最小多项式 jw (A) 在 F 
U] 中能分解成一次因式乘积的情形 r 右半部分是 m(A) 在 FCA] 中不能分解成一次因式乘 
积的情形，右半部分所 叙璋痛 绩论是根据 9. 6节的例18肩8及其后面的点评 



U >- U T ^>^ a - A ： r =-M — A , > . •其中 
， A : ■…是 MF 中两两不等谢元素 


维线性空向 V I :的线性变換 、 


明⑴ 0 卜-户:(^ 0 其中 jMAJ.hu】 

F 上两两不等的嘗一不 if 麴多_式 


W 


V =© Kef < A - XJ)^ . iH W 
a 斯⑷ w ， 齣 Jft 小多项式为 a- 


{A 


© K^r//.* C,4 J *ul 


Ktt p/ (/i) P 


令取 =41 % — j 

其幂竽指数为人 


Spl 一 ' : t 攀 


U) 


h 的狨零 变换. 


的顧小多项式为」 


今汉 — a 抄是 w, in - 

数为 A ^V^AIW^C, ^ w f 上的线性变换 ， c, 的 
最 6 多项式为 W (A) 

在 mU) 可以分解成 ■ 次因式乘积的情 ® •从的表达式可以狼 # 易 

因此只要把瑪的最简单形式的矩阵表示研女嫌蒼予 ，便可 立即得 







- SOB * 銷 & 隹线 ft 映卯 


WIAIW , 的最简单形式的矩阵表示，进 而搏到 A 的最简单形式 的矩阵 表示，但是在 
不能分解成一次因式乘积的 情形. 从 = (A | 不容易解出4 I * 因此我们直接研 

究 AjW ,, 把它记作 G 是上的线性变换, C , 的最小多项式是4 emit 中九 ( A >^ F 
1二不可约.只要把 P 的最簡单形式的矩阵表示研究淸楚了，就可得到 A 的 M 简单形式的 
矩阵廣示 9 在表 9-2 中继续进行类比^ 

表 e 2 


设 vr 扯域 f I 价维戌性空_ 







级忭变换的冇冏 瘅_ 
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, 


定 a 2条件同定埋 1. 则 w 中存在一个塞， 
B 住此基 F 的矩阵是形矩鞞，体 
它是 B 的 Jofitin 标准形 t 除 y Jordflii 块的排 

列次序外4的 Jordan 娜療觸一的 


续表 


猜想2条件同猜想1.则 W 中存在一乎基〗 楼嫵 C 
在此蜞下的矩辨是由有環块组成的分块对舟矩阵，神 
(:为 r 的有理标准形. 除了 _块的钵列次序并 .e 

的有理咏 准形是讀一的 


下面围绕猾想 I 来讨论， 

“设 e 播域 F 上》1 维线性空间屮上的线性变換 X 的最小多 项式肌 < A ) = p : (；0 ，其中 
PU > 是域 F 上不可约多项式•从而 Vae 说，有 ycc > cr = o . 由此受到启发 * 引出下述概念： 
定义1设妒是域 F 上的线 性空间 . C 是 W 上的线柹变換 ，对于 crew , 如果存在 WA ) 
eFU ] •使傅#0 & =0_那么称的一个零化多项式. 

显然， C 的最小多 项式浓 G >是 W 中任一拘別:( I 的一个零化多现式 v 
定义2条件 ㈣ 定义1， 0 的所有非雾的；化多项式中次数齡低的首一多项式称为 a 的 
最小多项式. 记作煞 a >. 

利用带余除法，容易证明的最小多项式能整除 a 的任一零化多项式，特别地_ 
孰 （ A ) 能整除 C 的最小多项式 m ( A) a 


对于 #€ W 且 *#0* 撳 i ! 的最小多项式 ％ U 3 为 


/^ (A i = 一 U ! + … f + /v. 


( 1 ) 




C r 


^.C 


* ■# * -— 


h \0 i — h^al 


假 to . … ■ 
性无关 u 从而 


线性相关.则与 w , a ) 是 o 的避小多项式矛盾■因此 〜 a • 


线 


(& wCq - » C r a ) 


是一个 O 循环子空间，从表先2中相内容知道, CUhGr , …， cr ~ v > 的特征多项式均最小 
多项式都等于 

A ’ » X r 1 + *，• 6| A + 心‘， 

即都等于。的最小多项式于是我们证明了 ： 

命题 1 设 C 进域 F 上线性空间 W 上的线性变换 • 对于 W Ea 共0,如果 a 的最小 
多项式 m a ( A ) 为 


m e ( A ) = A " +U 


4* A + b h 


耶么子空间 <a,Gi . …是由 n 生成的 O 循环空间，并且 Cl<a,& 
项式与最小多项式都等于生成元 a 的 M 小多项式 w U> : 

利用命题〗可以得到 T 述结论； 


的特征多 






定理 I 设 C 是域 F Jt « 维线性空两 W 上的线性变楱，如果 C 的最小多项式 rn ⑴二 
户 a >， 其中 ACO 是域 F 上的不可鉤多项式，那么 VT 能分齷成 II 个<>循环子空_的直和，其 
中《是 c 的特征多项式 /( AV =^ CO 的褓指数， 

证明对线性空间的雄数作第二数学归纳法，荇咿的维数 m = 则由于 

0 *€讲，因此■对某个从而<&>是 0循环子空爾 * 由于€：在 W 的基。下的矩 

阵为 ■. 从酣 C 的特征多项式为 A —々，于是 C 的最小多项式也为 A — 即 fiiXy ^ A - k m 

w 分解成的 O 術环子窜调的个败1等衆 c 的犄征多项式 A —* 的蒂搆数 U 予是 《 f=i 时 + 
命题成立《 


• 胺捷对于维数小于卿的线性空伺命题成立，现在来看 M 维线性空间 W 的情形 。 任取 
<?6 W t 且#0，由于 a 的最小多项式 | m < A ), 而 m ( A ) = A ( A ) 是域尸 上不可约多项 
式，因此设户⑴ = A r +* r |-‘+”■十 W + 毵,据命題1得 
^力是由“生成的❶循环子兗间^作撕”于是出爪识/以二仿一^礼 C ： 在识/识，上 
诱导的线性变換记作 d . 对于任意沒 4 W : ，有 

^(0(^+^) -扒 C ) 及 + W , = W ,. 

因此从而的一个零化多项式 = 于 lr 的最小多项式 S ( a )|/ k ; u t 出 
于 / KA ) 不可约，因此 g ( A )= MA ) t 由干 ClVh 的特 征多项式和最小多项式都等于生成元 
® 的最小多项式讲々>， 而仿 .( w ^> a > ，因此 ciw t 的特征多项式等于夕4)_又由于 c 的 
特征多项 f / U ) HA >， 因此 C 的特征多项式等于 〆 1 ⑴， 圮 if - lw . 对 W / W T 上的 
线性变换 f 用归纳假设得 , W / HS 能分解成，个办循环子空间的直和 ； 


W/WV- 爾依 +评1.&^+界,>，-办-'仏+%) > . (2 

据命题^得 x I <忘+ ( ft + %》，…，6 ”（石十 m 的诚小多项式筹于右 + w 的最 /] 

多项式\ ，由于 wt f , U) 而 m(A) = jKA>， 因此4 (A>，^(A> f 从而 f , 二厂■于邊 

(21 式成为 1 


O 5 ( e-h W .)>. 


Cl ) 


^ U >. 从而 f , f 是 

J - I.C 


w / w , 




由此得出 



<e -H iv, ,cr^ t w 】） ， … + ur 〖） >. 


(3) 


^ +州 ”（.？1 + ，…， Wj .… d ^ w { , Q . -r W \ 


楚 WfW t 的一个基，令 


■• 乂 一 l $. + w x . 


° ^ ( e " 兑.….广』€"…心 c ? f _ …， cr %>, 

据 s , 4 蒗命题 i 得 


w ® u . 

ae ，， Q 』 •…， (7 3 右.……乂—4 mlj 的一个堪… 







■ is 线性变換的右理标准形 • sn * 


[tl f C WM 小多项式 m U) 二 〆 JT) . 闽此 pm 二 0 从而 V ft { y = fj (C)y=€ r 

-\~h, jC f 1 — ¥d{Cy 7. OP C y = , C )— …一私 Cy 一 fr 。 y# 由此得出 

是由 $ 生成的 P 循环 F 空间， a F ft 兩式、 （4; 式得 

W ~ (ft *0 i « * m * 〆 :「 ’ or ) @ i ， ‘“ *€?『 1 右 > © ’ 

© < e * Q ^^- C r l e >* (63 

即貺分 解成了 5 + i 个 r - 循杯子空间的 t 和.，由 I •、+[=«• M 此分解成的 c 循坏 f 空间 
的个数等于 C 的特征多项式 〆 CU 的幂指数《_ 

据数学归纳法原理•对-■切 JE 整数 m 命题成立. ■ 

从定理1的脏明过程中看出.如果识上线性£换 C 的最小多项式是一个不 " T 约多项 
式# U )， 那么 W 能分解成 a 个 r 维 O 循环子空间的直和，其中 r = d ^ 的特征 

多项式 〆 U ) 的幂指数：于是 t]im ^ = ril . 从而 w = |dim W , ^=fw K^r / HC ), 因此 

咿是 / MO 的厲于特征值 0 W 特征子空调, 

定理2设 C 是域 F 上明维线 性空间 W 上的线性变換，如果£：的最小多项式 

〆 ⑽ ■其中 夕 CO 是域 F 上的 r 次不可约多项式，耶么识能分解成丄 Am 敗，个 C - 循坏尸空 

I ? 

间的直和，其中是 〆 c ) 的 M 于特征值 G 的特征 f 空 间，’ 

证明对线性空间的维数作第二数学归纳法 .若识 的维数彷=1，则•由于 
因龀 G 4 a ，对裳个托 F , 从面 W 是 O 嫌熱子空间，子是时，命题成立 to 
假设对于维数小于// I 的线性空间命题成立，现生来 S /" 维线性空间 W 的悄形， 

C 的最小多项式 ma ) = ^( AM = l 的情形在定理1中已证* r 面设 ou 此时 p<o 
足 w 上的¥零变换，其;4零指铢为 r 用表示 P (€■) _属于特征值0的特征子空间.则 
dim W / W a < d \ mW = m m 由 刊>1 .因此 从而 dim C * 在 WVWu 上诱 

导的线性变换记作 C . 对于任意汉十 W ., 6 W/Wh ■有 

^ CCK ^ + W ,) = p f W )^- W , = WV 

因此/^= tl ,从而 〆 ( A ) M 亡的一个零化多项式，于是 d 的最小多项式 G ( a ) = 〆 彳 A ) , 
其中 k ^ i m 从而珂以对 wyw 。 用归纳假设得 • wyih 能分解成 d 循环子空间的直和 * 

m '舍 ％ % , c(ft h w , ) ，…， (e + uv )>■ c 7> 

由此得出 t 

6 4» w, f c? t h- w„, 十说 n ， . 〜 e+ w%,Of 」 + 识 ”… .r_ 1 e - w, 

是 w / w , 的一个基，令 





U = ” …， (8) 

据 8. 4 货命題 1 得 

W ^ UQ ) W kft m 

且 ， Q t ，…， m 』，• •?,，€?，•，(： 〜々,是 t / 的一个基， 

对任意.有 /，< c >5= o . r 是 / nm ) 茂 = o a 从而 〆 ci wv ^ u . 因此 
c | vv 的最小多项式 m ， u 〕 ：/心》由 F pur 住域 F 上不可约 4 S 此 U > =/ Ka )。 H UT ： 
总奸 : w , ，且样(>，由于谷的股小多项式〜 ( A > | 耶 因此叫⑻内 〆 人) •设 AU ).n 

+ … + W +&， 据命题 1 得，（氣，你•… E &> 是由氙生成的 cl w f 「 循环子空 
叫 . 它也站 ri 】 & t 成的 r 徹环 r r im , * 

® cl ( f f H - V^ ;l .£’ (色 + D * …，亡、 -; ! ( 色十 W <5 >> 的最小多项式为 

m, U ) = A ^ + a ] “ ， A 。』+ …十〜 j + a ” ( IQ ) 

于長 ft 十％的桑小聲项式等于 A CA > ■由于 C 的爾小多项式 5 ( A )( A ) ，因此 4( A ) 土 
0( A ) •其中 A / d 于是 ' 

P ^( CH ^+ w,y = w ,. 

从而 


； pMOft € Wo . 丨 t 」 

且由此得出 

P At H (0(1, +U = W, r 

进而得出 〆 ， - UO 在子空间 :• 

Qi + w ^ cis ^ w^y * *■、 

上是零变换，这与 = 矛质），因此 

( p 、(Oft *cp\ (oe - … * c r 1 户气 （ of ) 

，山 〆 ( of 』生成的 r w , 拙环子空间 ‘ 它也是由 (d 生成的 o 循环子空间, 
= ■ 因此从 （ iO> 式得 ' 

0 ⑴= y * ^ a frt . ： l x ! r ^ + •” + a if A + 〜. 

于是 = 由 au 式得 

’ ( O ^ = C f t( t + H- — + fly, Cfj + a ^ * 

⑽ d +%/% + ,_■ + 〜 C% +a ^： 


£tl I 1 


(11) 


( 12 ) 

(I3)i 


由 此得出 


〆’ <0$, = C 〜十飞 +^. v tO— % + … +^jC r ^ + 〜 C^f, 

f ， . … - 1 f ， … 色〉 ' \j 


(14) 



# 9.0 线性变換的有親榇准形 _ 5]3 _ 

= <f"c e〆 ".rn (Oft,- ,ch /A <c>e P », 

由 Tice, … ， cv% 是 [: 中线性无关的向铺组 . 而於 （ c) 卜 … .e ^ toe 是 w 中 
线性无关的向董组，园此据 （ 9) 式得 , ft,c&, … (Oft 线性无 
关，从而 fpC$, ， …, erA,C4, ， …, 线性无关_由于 

C>〜(Oft = cv $ + …十色十 a ^ c% f (15) 

且 C >*，（ Oe 可以由 p k ) 職* fCp k i ( Of , 线性表出•因此可以由 

色 .Cft »…, CV — %线性表出 ，从 _ 

< e *c $” …， ar 1 ^ tOf,,- 、 c f 〆— 1 e 5 as) 

是由毛生成的 c- 循环子空间 ,/=1 ， 2 ,…，心设 

V 

XI [‘/A CC 圮 + daCfi\ (C:)ft 十 … +^ 5 C- J p% (OfJ = 0, 

J^i, ’ • frtlH ^ • ; H^llf -*1 _ v—’ rXfT^jt I 

则 

i 

pco^ld^p^ l (o^ f +j /1 c/> A r 1 (C)6, + … + 4.Hcd^](c?)ej = a 

户 1 " Jt ，卜 ，” » • l —I / •‘ 

从而 

Co?, +<c/^ uoe + … f uc^] e 

产】 

于是 

蠹 ：. 

SC^^ 1 (Oe +^o)+dii (cp k r 、 (C)i + 參十 … 

*■1 

+ 沁 w(CH〆〆（€)£ 十 D] = HV <I7) 

由于 6=/i,r , 因此 

(C* + &-,Cd+ … i t^c^,hon k r 1 ^ 

- (m … 十 At : 十 ㉔ m ,. 

Cp^-HC^ f = {C^^€ irti r t CP+ … + bC 2 +4C>f" 

■■■■■■ 甲辱 _ * ■響管 * * « 

c^y^^Ofc - ccv “• + 印 CH )l 

由于 f t 顧 + w " … Uw y ， … ,f, +w p ， £?.+w 0 , … 1 e ^w a 线性无关 * 
因此从 （ 17 ) 式可依次推出 .. - , S 

= Ot^^i = 0.…，= 0, — 0, 

其中 J = U2, … ， I 从而 

^* 1 coft ， cj^ cof" … ,c^ l p^ cos, … (oe, -■ ，， c 「 7 於 (mt 
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线性无关.把它们生成的 f 空间记作.取 W % 在 W ^, 中的一个补空间，记作 W 。: ，则 w, f 
— Wei ©Wei • 把 d r 的最小多项式记作 HI ( A )， i=^l *2 ■则从 m 0 ( x ) =£ j«m < A >» 陶 ikij 
得出 = 据定理 1 得，可分解成 Ci _ W 城环子空间的直和： 


W 




( ?■' c n 


辱 


c V 


K •中每-个沪空间也埵 r - 循环 f 空间。于 fi 


w (/A (c>e (cu f ^ cos > 2® 


[f 自 （譬 . c ? 


c 


V ' v 3 


(ia> 


从而 


w 


i 


[淨 ％ … ,c f r】（./，' (05 .c〆 、（ Of〆-.o tc>e r ) 

© [愛(子 ’ Cp , … , C r 、■)] 

， ”• 獻％ ， CV”... ,CV 一 、> 


(19) 


即说分解成 J _ C 術环 T 宇闻的莨和, 


从 08) 式和(〖9)式_，说分鋪戒的 C 循坏子空间的个数等 5^+g, ft 子 .jr-fr/i 
dim U 此 H q = dhn W \ 


裉据数学归纳法原理 t 对一切正整数 m 命题 成立， ■ 

定理3设 r 是域 F 上 m 维线性空间 说上 鉑线性变换.如畢 C 的最小多项式游 (A)t 
/^a)， 其中 /KAX 是域 F 上的不可约多项式.靡么 W* 中存在一个基，使得 C 在此基下的矩阵 

V W, 个有理块组成的分块对角矩陴，其中 r - de K JB MO 的属于特 

征值 0 的特征 +空间 f 中每个有理块的级数是 r 的倍数不趙过心级有理块的个 
数 JV < Ar > 为 

Nihry = 吾 [rank( 〆 1 <0 + rankC#^^ (C) — 2 ronk{ p*XO > ]>, (2Q) 

特别地， /r 级有理块的 个数 m/r> 为 

N ( ir ) ^ 丄 rank(〆 1 (C>) * (2i) 

' iff" 

这个分块对角矩阵 e 称为 c 的有理标准形 . 除了有理块的排列次序外 .c 的有理标准形是 
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唯 _ 飾 《1 | I j | ^ t. ! I 1 量轉 * 豳； I 真 _ i M 、 )R^i Jil 

怔明 据定理 2 祺， W 能分解成 O 循环子 S 间的直和,任取典中一个 O 循环子空间 

^ <22) 

把它记作设 

^ 办 -iCr 1 f — … — a ^ 一如 f ， (23) 

则 f 的最小多项式十… +々 a +%， 且 ciwv(f) 的特征多项式和最小多 
项式都等予由于 C' 的搋小 多项式川（ 1 0 = /|七），且叫00|所以）*因此 

m t a ) ^ p k f CO * 其中 S r_ ( 24 ) 

于 E ： kn 、 从而 k 「 七。 ii 表明对 n 的自印 分解式中任 ~ 维 c 循坏子空间 w ( o , 

auvp 的特征多项式和最小多项式都等于^ u ). 与生成元 f 无关记■由于 

r 

dimW ,( f ) = h _ ftC ： lWV ( f >_ 見 ㈤ 的一个基 . C 1 一 下的矩阵是一个由 e 生 
成的1 ： 组有理块 CJf>, 其中 

由于 W 分解成了❶循环子空间的直和 •妁此 C 在由这些 CHI 环子空_的上述基合起 
來所成的 W 的一个基下的矩阵 C 是由有理块组成的分块对角矩阵，由于 W 分解成的 tv 循 

环予空间的 t 数为 jdim %,因此 C 中有理块的总数为丄 dim 爪, 其中既 是 〆 C) 的铖于 

特征值0的特征子空间 „ 

从 no 式知道丄 H 此 （： 中任一 有用块的级数不超过 / r A 用 JVU , r > 表瀠 C : 中 

H 有理块的个数•其中^ 从前面的讨论知逍*由 f 生成的/维 C- 循环子空间 W,(e) 

的生成元€的最小多项式 m f (A) ;〆， （A) s 从【22 >式得 

pc;c)w r ce) = <jMC)f.Qr(c>e ,“.. e ~>< c ) p . ( 25 ) 

显然是街丰成的 c - 循环子空间 t 由于 

0 ™ (Of — /? 4 r 1 (C)p(C)(t 

因此 〆 ， a ) 是 p ( r ) e 的一个芩化多项式 _十迸 f 的最小多项式，因此 p^r ' ixy 
& woe 的最小多项式，从而 c|/Kc)w,(?》 的特征多项式等予妗 

6 lm ( p ( C ) W t (^)y = ( k f — l ) r _ 

同理，由于的最小多项式是 〆_ •因此 

dmi < p 2 ( C } W t i 0 y - { k f - 2 ) r . 

同理_对于 A<M 由于 /^C)f 的敢小多项式最 p HA》， 因此 

dimip " CC3W f Cf)) — ( k , — h ) r . 

当办 =fc t 由于 /A <C>f= 0, 因此 /A (O W\(f )^0 5 


a >, 于是 


( 26 ) 


( 27 ) 







( 28 ) 



_ 5】6 • 第 9 章线性映射 


用趴表示 W 的直和分解式中 t 维 O 循环子空间的直和，由于每一个 I 维 o 循环子空 
间对应于 -Hr 级有理块 * 因此见中 f 维 C 循环 p 空间的个数为 / VO ) 6 从而 



- m %(&>• 

(29) 

从 <2幻式得 

m\rt 

p h mw t - © p h wmx0, 

■ w 2 

1 (30) 

从 C30) 式和 <28)式得 

咖, J 飞 * •• • ’ 

dim( p ' (O W J： ) = ^ dim( ^ COV^,Cf,) j 



斯 Vi 

^ 2 (A f _ A)r 



1 = -hyrN(k t r>\ 1 

(31) 


狨中 /* <冬，逍办 吋 ，〆< U . 由于 / = V , 函此％ 也可记成 W . T-Ji W = © 

«v . 从而 tf ~ ] 

p"(C)W p h (C\W v //(C)W V . C32) 

于是从 （ 32> 式和 （ 3 ]) 式得 ^ 

i’ •. 11 一 lii \i \I In * . I I a ilk i ，务 i … J 1 II1 1 € * t 

dlm(p k CC)W) - 2 dh)r N(Jk t r). (M) 

4* I r， 

由于 (C)W) = ranked CO) , 因此从 (33 ) 式得 

rankC//(C)J -r N((/i + Ur) + 2)「） + … + ( 卜 *>, Narh (34> 

在 （34) 式中•当 A>】 时，把 A 用 A — I代替，得 

rmik( 〆 J (C5> = r H<hr) + 2rN{ih f + …十 U - (h 一 l)) NUr). C35) 

当 A11 时， CSSI 式的右謂是 W 的宣和分觯式中所有 C ■ 擴环 F 空间的维数之和.从而等于 
dim W^m = t^k(r) ， m 等宇式的左端 • 因此 ( 35> 式对于 I<A</ 都成立 ■ 

把 C3S) 式减去 f34) 式，得 4 = 

rmik(/t* 1 f C)) - rmxk( ^ (C )) = r N (hr > brNi(h + i)r) + - + r N{^> 

=/ CiV ( ftr ) 4- W(CA + 1 > r ) 十 _"十/ VC *0], (36) 

当一]时，在 US) 式中把 A 换成； j +1 .得 

■&(〆 (£：)> — _k ( 广 HO) = r[N(A + Ur) 十况 （Ui + 2V) + … + NUr}]. <37) 
当 h(i — 1 时 . 把 (36) 式减去 (37) 式.得 
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rankf# 1 <€) > + rank(^ H C€)) -2 rank(#*CC)i = r M 難 ) ■ _ 

当/* = /时，利用 (33) 式， （38) 式的左端为 

rank( ft 1 (C) > = dlmip^HOW) = r NiirU 

它与 U8) 式的右端相等，因此 （ 38) 式对于邢成立 „ 于是 

N(hr) = 丄 [rank(:^-* CO) + rank£>“ , (O) — 2 rankif^iO )!， (39) 

•-‘ f* ■ 1 

其中 1<A</ S 

由 fC 的有埋标准形（：中，有理块的总数以及各块有理块的个数都由 C 和它的擐小 
多项式〆 U) 唯一确定，因此 r 的有理标准形赊了有理块的排列次序外是唯一的. ■ 

在窠理3的证明中.思路是想类比节的定理2的证明方法,去许算 mnk(^ca>. 
但是在求 mnk(^(C )>_ 无法像 9. 7节的定理2那样去计算，而是从另一个角度，即 
rank {//( C >)= clim <^ CC )^>. 这就是去计算 f > h ( OW 的维数•其中的关键是先嬰计算 

dim ( 妒 <OW,C€))* 为此要去求的最小多项式由此看出，线性变换的最小多项式 
以及向董的最小多项式起着重要作用 _ 

定理 4 设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 , A 的最小多项式 m 00 在 F[A3 
中的标准分解式为 

m(A) = p \ % (A) 户>(义)_._/^ (又>, (40) 

其中 deg 九 (A3=r,，j = U2, … 山则 V 中存 無一个 _ ，使得 A 在此基下的矩阵 C 是由有理 
块组成的分块对角矩阵：^中对应于的有理块的总数乂为 

^ 丄 [# — rank(^<A))] t (41) 

I * J| ^\}\r Uk : % "fj : . n I g ' 4T l r k l li 1 ^ w ^ 

其中级有理块的个数~,(^')为 

N t ( hr t ) = rank( p h t L4) > 十 r 如 k(/j: 十 {A )) — 2 rnnkC {A) ) J? (42) 

U = 1 ， 2, 这个分块对甩矩阵 （ r 称为 A 的有理标准形■除去有理块的排列次序 
外的有理标准形是唯一的， 

证明从 4 的最小多项式用 （ 1 ) 的标准分解式得 


V = ^ Ker ff/ C A)* (43) 

i 己 W t = Ker / OO , 令<^=*4|%.则€；的最小多项.式为4(认卢1，2^.山据定埋3 

得.在 W, 中存在一个塞 ，使轉 q 在此基下的矩阵 C, 是由有理块组成的分块对角矩阵，其 
有理块的总数 N, 为 




dinUKer (C ) > 


丄 dim(Kcr p f (A | W t > >, 

r i 


(44 ) 




据 9, $ 节例19的第 （2) 小题，对任意正孩数 .“有 

Ker t^XA I) = Kcr j&J Cj4 ) 


2. 


(43) 


于是 


AT , —丄 dim(Ker p t (4))= 丄 [” 一 rankf p,(A)) L 

r ) r i 


(46) 


其中 Ar , 级有理块的个数 N 9 ( hr , 


Nj (^)= — |[rartk( (C r )) 卜 rankC pT'W, ))-2 rankC 

- r i 二 f : • Rl » f ,, 

= 丄 [dim W^, — dim( Ker p\ J (C, >) H- dim W, - dimCKer p.' C C f )) 

r J 

— 2( dim W t — dim (Ker fifiCj ))] 

= 丄 [2 dimf Ker p](A \ W )} — djrn(Ker p) 1 (/I | W t )) 

i m 处心 c^* 々 % m i |V 鳥 ^ 1 

一 dim( Ker ^ 1 (A ' W t ))1 

=^-[2 dim (Ker /->J(,4)) — dim< Kt r />* 1 (.4)) — dimtKer ' C .4) > ] 
=l[rHnk< (A)) + rank( 5 CA )) — 2 poik：(^ (j4))3 * 


(4 7) 


h<J “ r ^ u •. - 「 -‘‘r P .. *r *. •‘ fi … 

把 1 _2，一^>的 上述基 合起來就成为 V 的一个基, A 在此基下的矩阵0 = 
dia ^ CitCi^-^CJ . 于是 C 畢由有理块组成的分块对角矩阵■由于 c 中有理块的总数以 
及 ft 种级数的有理块的个敉都由/4和它的 M 小多项式 m ( A ) 的标准分解式所决定，因此 .1 
的有理标准形除了有理块的排列次序外迅唯一的 e 鼸 

由定理4立即得到下述 结论： 

推论1设 A 是域 _ F 本的 h 、 级寧阵 yi 卿爭小多项式抓 ( ；0在 FDG 中的标准分解式为 

m<A) — p\ x (A) p l { (A) … / CO, (48 J 

其中 deg A(A) = r> 则 A 相似 f 一个由有理块组成的分块对角矩阵 C.C ： 中对应于 ( A) 
的有遡块的总数…为 



其屮心 级宵 理块的个数 


[n — raiik (^( A ))1 


(49) 




Ji 


N,(hr t ) = ^-[rank(/^ 1 <A) > + rankip" ' (A)) 一 2 ran k(M( 」 AO] 


<50 ) 


U = — C 称为為 的有理标} © g ， 除去有 理换的 排列次序外 , A 的有理标准形 


*9.9 线性变換的街理标准很 
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是唯_的》 _ 

从定理4的证明过槐看出 ， dim %等于【\ 的恃 征多项式 /,.«) 的次数，由于 C 的诚 


小多项 式为 〆 ^)4:3 此 /,. ⑴中 K ， f 是/!的特征多项式 /( P 为 


/ u > = / t u )/: u )-/. u ) = A g) 〆 a > u ). 


从而 dim % = degy r ( A )- k ,^ p t ( k ) 这证 明了： ,4 的根子空间 W ,的维数等于户, （ A >的 
次数乘以4的特征式多項式/⑴中免 U ) 的幕攢数之 * 我们營在1 6节例幻证明了这卜 
结论，当时采用的证明方法要求域 F 的特怔为 0. 现在用定理4来证明这个结论，去棹了 
气 hxir 这个条件。 


対于域 F 为实数域 H 的情形，从定理4和 9. 8节的定理1坷得到下述推论2|从推论1 
和9_ 8节的推论1可得到推论 3. , 

推论2设 A 昆实数域 R Jt «维线性空间 V 的线性变换 d 的 M 小多项式 m ( A ) 在 

HDl ] 中可分解成1 


m(X) = U — A/wU — JUAUS+hA + wVp-.UJ + AA + % 八 . <51) 

其中 hi f ** * Xm 是两两不等的实数，#十多1又+负，"•，#十 #. J + 吼是 R 上两两不等的不可约 
多项式【即/^〈句广义二〗.。…“），^,…，^^./^“，/.是非负整数.则 V 中存在—个拙.使 
得 -4 在此基下的矩阵 C 是由 Jordan 块和有理块组成的分块对角 矩阵； 当4有特征值 A , 
时，主对角元为; I 的 】 ordati 块总数 N T 海 

N, = rankCA —XJ ) * ( 52 ) 

其申 i 级 Jordan 块的个数 N ,(/) 为 

►VJO = rank (4 — A_J V “ + ranker — AilV 1 — 2 rank (A — XJY t (53) 

f 当 mu ) 的分觯式中有二次不可约多项式; ^ +痛 + 9j 时.对应于它的有理块的总数 
W , 为 

M = 专 t> 一 ranku" -^-pjA 十仏 / > 1 <54> 

其中鼬级有理块的个数 \(2 «为 - - ■■ 


N r (2h} =4[rank(A^+ p,A +%r 广 1 +TBnk((A + p r A 切 / —> 

• 1 K mi% i # fti - 碑 ’j)ii";W!" • i,f •、 " 初 :! . 4 * Ji 11 43 興 

一 2 rank(C.4 1 十户 # +?/!>*.)]* <55) 

t C 祢为 A 的有理标准形 * 除去 Jordan 块和有釋块的排列次序外, A 的有理标准形是 
曠一的_ _ 

推论3设 A 是实敢域 H 上的 it 级矩阵 A 的嫌小多项式譜 U ) 在 RD 0 中可分解成 
rnCA) = (A — A| )*' -** a — A, >** (A 1 + pi A + ) f i … U : +U 十分 ,)' ■ (56) 
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其中 Ai， …，是两两不等的实数 ，A = + >iA+gi • …， A+% 是 R 上两两不等的不可约 
多瓚武 (珅 片《免 ,J=1 •…， s > 冰，… - I 是非负整数 ，则 A 相似于，个由 Jordan 
块和有理块组成的分块对角矩阵 C, 当 A 有褥征值; L 时 *C 中主对角元为 A. 的 Jordan #£ 
总数 N, 为 

N. = h — r 狂 nk(A 〜 A,/>,* ( 57 > 

其中 f 级 Jordan 块的个数 R (O 为 

i\ r f (/> = rank( A — Aj 1 nmk(A A, I V 1 — j'rank(j 4 —A,/ ) r ^ ( 5 S> 

^ f 当讲 U ) 的分解式中有 A ' 十 1 时， C 中对应于它的有理块的总数 A /, 为 

N, = 了〔打一 rarikX A' + p^A + g f J >3* ( 5 9 } 

其中 2A 级有理块的个数 JV/2/0 为 

NjiZh) — trankCA^ -f p,A f g,/)* -1 + rank<</\ : + p } A -f- qj)^ 1 ) 

-2 rank(f^ + p } A 卡 〜 (60) 

h 矣 i ” C 称为 A 的有理标准形 •除去 : brdaix 块和有理狹的排列次序外 _ A 的有理标准形是 
唯一的 ， ■ 

我们也可以 W A 矩阵的方法求 A (或屮阵 / U 的有理标准形 .， 这需要把七矩阵 A ( A ) 的 
初等因子的槪念加以拓宽 „ 

定义 3 设 AU ) 是 FD 0 上的 《 级非箏矩阵的每个次数大于0的不变子 因子分 
解成两两不等的不可约多项式的方幂的乘积，所有这些不可约多项式的方幕(相同的必须 
按出现的次数计算)称为 AQ) 的初等因子. 

用与 9 , 8节中类似的议论可得出;满秩 A 矩阵 iUA> 的不变因子与初等 因子互 相唯一 
确定.从丽得出： ^ / 

定理 5 F[ a ] 上两个满秩的 n 级矩阵相抵当且仅当它们有相同的初等因7、 _ 

用与9 *8 节定理6类似的证明方法可证 明下述 绾论： 

定理 fi 设 A ( A ) 是 F [ A ] 上的 n 级满秩矩阵，通过初等变换把/\ C 0 化成对角彤，然后 
把主对角线上的毎个次数大于0的多项式分參成两两不等辨不可约多项式的方幂的乘积， 
则所有这些不苽约 多项# 的方蕃（相同的按出现的呔数计算）就是 4< A ) 的初等 W 
由9, 8节的定理4和本节的定理5立即 得到： 

定理7域 F 上两个 n 级矩阵的特征拒阵相抵的充分必要条件是，它们有相同的不变 
因子.或者它们有相同的初等因子 # ■ 

今后我 ffl 把域 F 上” 级矩阵 A 的特征矩阵 A/—A 的不变豳子和初等因了■分别叫做4 

的不变因子和初等因子^ : ’ 』• ■ - 
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9.8 节定理8的证明对于域 F 上的， I 级矩阵也适用，因此有 

定理8域 F J ： 两个”级矩阵 A 与 B 相似的充分必要条件是官们的特征矩阵 — A 
与 Af — B 相抵 „ _ 

由定理7、定理8立即 得到： 

. 定理9域 F 上两个0级矩阵相似的充分必要条件是它们有相同的不变因子， 或者有 

相同的初等_子， _ 

这样我们得到了；在吨(51中•不变因子是相似关系下的一雄完全不变 fftr 初等因子也 

是相似关系下的一组完全不变量 a 

设是域 F 上的《维线性空间 *.4 是 V L 的线性变換 ..4 的最小多项式 mUi 在 FU ] 
中的标准分解式为 

m CA > = p 1 / ( A > pJ * ( A > … < A ) ， (61) 

其中 d e gp , tA )= r,,j = l , 2 ，_” d * 对应于 〆 的一个 f 级有理块它的特征多项式 

和最小多项式都等于€的最小多项式 m ( ik }=^{ X ). k ^ l t ,K k =- m 于是 \ XI - CA 01 

… J ■ ■ n 

u ) ，顏此 a ccs >_ f 阶行列式因子认 ( a >=< m . 注意到 aj — ccf ) 的左下角的 
t - l 阶子式为 (一 IK ' 因此 DhU ) 二1•从而 A -:( A > = l ,-* D a U ) = U 进而有 


d t (X) 


D ^ X ) 

I ( A ) 




p §i ,d t , - l ， ”. ， d|(A) 


因此 AJ — C ,(. f > 的初等因子 只有一个： 即 ff 理块 C 中的初等因子等于它的鉍小多项 

式^ ( A ). 出于一 f 冇埋块 C .(0 完全由它的匮小多项式决定 ■« 此一个有理块完金山它 
的初等因子决定. 



用与 U 节 关于求 n 级 Jarchm 形矩阵 J 的初 等内子 类似的方法可 得：由 有理块组成 
的《级分块对角矩阵 C 的初等因乎最由它的全部有理块的初等因子组成：于是矩砗 C 完全 
由它的初等 RS 子唯一决定，除去其中有理块的排列次序外 & 

用与 9. R 节定理 m 类似的方法可 ffi 明下述结论： 

定理10域 F 上任一 I * 级矩阵 A 都相似于一个由有理块组成的分块对角矩阵 C , 除 
去其中存埋块的排列次汴外， C 由 A 唯-决定，称 C 是 A 的有理标准彤 a _ 

用与18节推论7类似的证明方法可证明下述 结论: 

推论4域 F 上 n 级矩阵 .4 的最小多项式 m U > 等于 A 的最后一个不变因子4 U )。 
用与 9- 8 节推论 9类似的 BE 明方法可证明下述结论： 

推论5设域 F 包含域 f ,则域 F 丄级矩阵 A 相似当且 f 3 T 与把它 f 〖] 翁成域 

£上的矩阵后相似. V ,. - / _ 
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推论 5齿诉我们•域 F 级矩阵之间的相似性不随域_扩大面改变. 


H 2 典型例题 


例1设 A 骚实数域上《莱线性空间 V 上的线性变换 M 的最小多项式巩⑴在 RM 

中的标准分解式含有 ( A 2 + M + g )、 设在 A 的有理标准形 C 中对®干这个不可约多项_方 
幕的-个有理块 CV ( f ) 为 


其中 

证明 



— a 办 

媒 i 1 

# 

# 

— Hlh-2 


l fA — + 辦 + g >*- 


《 62) 


(63) 


C 2 ,(^ 


f / - 


P 


If 

1 ! 0 — i ? : t 


■警囑 


1 


P 






-i 






■ *'* r ■ * M"! §•» »'» ■#!；.« wi ■ i ■:._■« ■ 
； 丨 \ 0 






p 


(64) 


证明对应于 有理块 Q ( f ) 的 4 循坏子空间是<? . 聲， 4* f , …^ n ) ,把它记作 
A | W : 〆 ?) 在基6却，…，4下的矩阵就是把 (64) 式右端的矩阵记怍 




tv 


Gi，<y 十 /> A + O q 令 ，：、 ,，， 

^ ^ A ^ ^ 

^ = 納十增 ：+ =破 一 十 A^-= (A^ + 芦 4 十 r/Df 

= (4* 4- ^4 + ^l)4f ， - 


典=你 + +雄；啦+ M / h 十 W 典 

~ iA i /x4 — {A 1 -I- pA + qiy'^M 

Jft — Apt = {A 2 -+- pA + qi ) Z A£ ^ 
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^%= h = u 1 十 m + go *"* • * 4 讲 

jSpA-l — ( fizk -3 + L H ^ * 

= 咏 h 士 M 身 n 音 ^ " \ 二二 _ 」 » i • 

= (A 1 -h pA itqn^, = iA 1 -b- pA +i/l)^ l ft 
^ - - (A f + pA 

由此得 出确， A 如… 可以由 f ，,4 f P 1 S 线性丧出 _ £1. - = ViJ 

由趴 # ，…线性表出，因此 

W u (^ =條 Ae ，4’ f ， …， ㈣ 铃=确，译-…办 >* 

从而 A •…，洳是研》 tG 的一个基，由于 S 的最小多项式队 CA >等于 C ^($) 的特征多项 
式 U *+/ a + g )'@ 此 0^+ M + tf )*$=0_ 从而 0^+ M + tf ) A ^=0, 于是 

却; * = A 2 0 M -i —— MAh —够 7 卜 t =— P^ik — 咕决 t ‘ (65) 

从 A，A •…必*的定义以及 (65) 式立即得到 

-4( 典，典， 1 > = ( 承， 典， ’■* ，$ ) G « a ( A ' H - j&A + <?X ( ti 6) 

菌此在基痒， ft ， “ •，如下的矩阵是 GW + 似 + f ^ 由于冰 IW 奴⑹在 K |》 的 
不同基 T 的矩阵是相似的•因此 

G u < A = +fik _ 

点评利用例1的结论，可以把本节推论 2( 或推论 3) 的 A (或 A > 的有理标准形中每一 
f ff 理块用相应的矩阵 + M + 代替 GWf+pA + 穿) 称为广义 Jordan 块代替 
后的分块对角矩阵称为 A (或 A ) 的广义 Jordan 标准形 a 用广义 Jordan 块代替有理块難好 
处是可省去计算 ( A 2 十鉍+巇、 

例2设 A ^F In 维线忭空问 V 丄的线性变换•如果,4的段小多项式 mU )4 
FDU 中的标准分觯式中含有 ( A — AJ 、 即 AU 卜 A - A ,„ 那么,4的有理标准形 C 中对味 : P 
Pi ' ( A ) 的所有有理块组成的分块对角矩阵 C 可以用 Jordan 形矩阵八代#，即 LV -. V , 
证明在定理4的证_ 中， W , = Ker # U 』 KerU - A ( l >^ ，令 C ； = A 1 W . ,虼 = A H 
U ，则 B _ 是 W \ ±的幂零变换 * 其幂零指数为 4 •据 9, 7 节的定理2得，在讲,中存在一 
个基，使得 取在 此基下的矩阵 B , 是一个 Jordati 形矩阵，其中每个 Jordan 块的主对角元为 
于是 C = A \ W t 在 W , 的这个基下的矩阵 A t = B t + lJ 是一个 Jordan 形矩阵.其中每个 
j urdan 块的主对角元为 L ，又据本节定理4证明中指出的 事实： fr : W 中存 在一个 M ■•使衍 

q 在耀基下的矩阵 C , 是由有理块组成的分块对角矩阵•因此 C ； 〜 表。从定理4知道 , C 
中有理块的总数 N V 为 '、. 

JVf — W 二 rank ( p t ( A >) p n — rank (4 — A 4> « 







* 9.9 线性变换的有理标准形 
证明对应于有理块的4循环子空 M 是 

把它 毋作讲 vR ) _ AH ( f ) 在基 e * 來•…， f 下的矩阵就是 C|r (f > •把< ?〗 ) 式右蝴的 
/ ir 级矩阵记作 G “ 〆 A ) K 令 

爯 = g t ^ = Apt = M * A 年部 艺 ， ■= = A 「】 f’ 

i ^ Afi, 十触 ■ + h/3 ： + * ■■汁 %f# 

— A f ( h ^ iA r 1 +*“+&i Af 十 = 户 （-4)$， 

firiii ^ .4^4 = p(A ) j 4 f 1 H 

^= — = Afi^x — j4 i_1 JSU，i = 户 （ A)A 产丄 f* 

Iflrfl ^ A^tr + 十 + •(，+ + 如和 | 

= A r p M i + … + b \ 3 + i 

={，V + 1 H + dj A 4 - h 1)^1 — p A ( A ) S * 


S 25 




荸騸 《 * w w ■ i # ■ # • 

戽卜 1>rH S^ik-m + 办 f-1 知 Hik 十…十 

= stirt-l 十 1 A「‘ 尽 *- o" 丁 … H' h\ A^nt- »>W ! ^ ^n^ik-2%r)ri 

=p(^)J?|i-j|r41 ^ A* ! CA)$t 
^ ~ p ir 1 t 

兵 i ，” r +3 二却鋒 ‘”⑷ = 〆 J (-4 X 4- f _ 


~ = A 0 h -^'^11^1 = f - l { A > A ^ ^ 

由此得出 4 馮 *.•.,& 可以由5 ,祀* … ,414 线 性表出 ，反 之亦然 „ 因此 

wv ( f ) = < e ， Ae ，-, A ^ 1 $> = {恥 ，與，…，恥） • 

从而 A ,…也坫^<$)的一个基由干 f 的 M 小多项式 m , ⑴等 f (\ ($) 的特征多项 

式 1 十… +4 iA 十％*即等于 〆 ( A ), 因鶊 〆 『 A 麵 =0 a 于是 


fill 


/>h < A K，vf + 隽 … ？ 十 … ^-b：M + 亡 0 _ 


邮 to + 十… 4 - ^ tj 5(*- i>rt i + 办 dj ( Ju - 料什 1 = Q . 

从而 

= — A 厂 ijSL — - b 泰 — hfi 卜 uni * , ' C ^2) 

从洚•庳.…，洛的定义和 (72) 式立即得到 

A (/?i **'* ,j5^ ) — ^P*w )G^ C^(A ) ) ( (?3) 

因此 AlW ^ e ) 在基典， A : * …，&下的矩阵是所以 



c “$) 〜 G“pa)>_ _ 

点评 4( pU)) 称为广义 Jorfran 块„利用例 3 的结论，可以把本节定理 4( 或推论 1) 
的 j 4( 或⑴的有理标准形 C 中 ，对应〒# U) (其中 d 雄九 (A ) 二的每一个 Ar, 级有理 
块用相座的广义 Jorcbn 块 <^<A(A)) 代替. 再利用例 2 的结论，可以把对应于 u-iy •的 
各个有理块组或的分块对角矩阵 G 用1加如11形矩阵為代替 • 代替后的分块对角矩阵称 
为 4( 或 A> 的广义 Jurdan 标准形 * 用广义 Jordan 标准形的好处是可以贫去计算妗 CO* 当 

deg p J U )> l i 

例4求下述实矩阵 A 的苟理标准形 C . 



又3 2 X—G 3 2 * 

IA /’ AI = — 4 嵗十 1 2 = 一 A + 2 A — 2 0 

I— 10 5 A 十3 —10 5 A+Z 

= (A —2) CA 4 + 1 L 

T 是实矩阵 A 恰有」1、 特征倍 ::VE 的最小多项式 "?（ A >等 j : A 的特征多项式 （A — 2 J 

ai + 1> ° 对于 A ’ 4 1，有理块的级敢是 2 的倍敫■因此只有一个 2 级有理块，于赴八的有 
理标准形 C 是 


2 

C — 0 — 1 

1 

其中空缺泣 S 的元素都是0,今后同此约定. 

例5设《级实矩阵汽满足/1 2 + ^=：1 
U > 求 A 的有理标准形 } 

(2> 证明 m 是偶数，且 

A ^(lm 0 

其中 n ^2 m M 




解由 n: 4=0,因此 A : +1是4的 一 t 零化多项式•从而 A 的最小多项式 

歸 + 1 _由在 K 上不可约，因此坊00二 A + U 于是 A 的有理 标准形 C 中 
每-个有理块都是2级的，从而 


9. S 鶸性变换的有理#准形 


0 


0 


m 证明从 A 的有理标准形 C 看出 s ii 是偶数■记 
由于•因此 
先看 /|=4 的情形 s 


rO 


C 


0„ 


0 -1 

1 0 


(©•©} 


0 - 


0 


0 

1 


i 

u — 1 


— I 


0 1 

d ③ i 

—1 0 

COD 

一 1 0 


Q 1 

h 

1 0 


1 0 

% A 



「0 

0 

一 i 

—1 ， 


o -/n 


1 

0 



h 0 

4 


,1 




Jf 


因此当 11 = 4 时 




0 

* If 


c 〜 

'L is 

0 




c 


的 情形： 


〔0 — 1 


X 0 


0 — i 

t ①•咖 

I 0 

临 ®) 1 

0 - 1 


1 0 

\ J 

L 


0 






0 


0 — 




0 




0 


Q 




线性映射 


C ②■⑤ J 


f 零看 ”= 8 的情形 

fO —1 


_，③> 


0 — 


— 1 


一 1 


0, 一 I 


( STo > 


鼸瘡 得到的这个矩 阵的第 3 , 4l 5 r 6 行与第 熟 4, 5, S 

fc _ t /0 _ K .0 — I m 1 


列组成的4级矩阵为 


disg 


: :)，( 


这是的怙形 + 已解决 


由此受到启发*用数学I口纳法来证明，,,^=2时，命题显然成立。假设对 f 级数小于 2 m 
的矩阵 dUg | G :)，•，(; )) j 经过—翔成对的两行、两列互換可以化成 


0 — h 0 __ | 

^ 0 | _现在来看 2 m 级矩阵0=由 38 ^ ^ 


_ ： 


** 


« 



线性变换的有禅标准形 






(① 》 ( 





一 1 二 : 

tt 0 


I 



0 






厳后这个矩阵的第： i . 


2 m 一 2行与第3 * 4 • 


t 


2相一 2列组成的2^-4级矩跸为 


diag 


0；' 一 1 


B — I ] 




，据归纳法假设，它可 以经过 一系列成对的两行 、两⑯ I 互换 


化成 




了 ^，从而 c 经过一系列成对的两行，两列互换化成了^二 


Irn 


I :是 


«T«* 


0 

Im 


lm 




据数学归纳法原理，对一切正整数 w • 都有 2 m 级矩阵 C 相似于 f 


Irn 


Ini 


# 


由, A 〜 C ， P .! 此 A 


0 ,； — lm 




Im 




dUg 


点评 fi : 例 5 的第 f 2 ) 小题中•我们洋细证明了 2 m 级分块对角矩阵 = 

/0 — K i I t L k . n — im, r 


二 y 緣过-系列成对的两行，两列互换 5 件成 (j 


Irn 

0 


因 



* 


S30 


第 & 拿线性映 _ 


此 C 合同】 


0 

Iin 


In ： 

0； 


>3 


这个结论是有 ffl 的，注意 C = r •因此 c 避 剌对 称矩阵 


例6设域 F 上! I 级矩阵 G 是由有理块组成的分块对角矩阵 ^ tdiaglG , 

O . 其中 A 是〜级有理块 ， G S 的最小多项 式为％ (^)^ = 1 E 明： 如果叫 （ a ) , 

mi ( A 》 * … t m f (A > 两两互素，那么 


证明 


CfGJ = iB = diagfflt — | B i € 一 1,2 ， . ， . ， 4J, 

dim GCG ) = it , CCG ) = F [ C ], 

设 13 e , 把 £ J 写成分块矩阵的形式，有 


( B n 

Bn 

… Bi , j 

tGi 

0 

m 

■ 

_ 

A 

… B lt , 

# 

1 Gs 

« 

# 

b i3 

• 

嚳 

# 

…反 j 

0 

# 

G ” 

f Gj 


0 1 r 

J|n Bn 



由此得出 


1 iB zl ® 拉 … B £l 

: : S 

T * * 

o G,J|B fl B u ^ B m 


釋 i 廣 ， = » i = 1 ， 2，*“,Jj 

B ^ G t — G t B r t i j t 

爹是 e CtCU t|,H …， j. 


<74) 

(75> 


由于 A 是一个〜级有理块，因此据习屬9, 6 的第10蘧得，而且 

= f 2.f .s_ 


从而 

B lf e F [ GJ _, 


j = 务 ( 76) 

当时，已知叫 CO 与 互素. 据习載 I S 的第 7 题得，矩阵方程 XG 广 G t X P 
有零解*因此由 <75 ) 式得， ' 


fly = 0 ， i 尹人 (77) 

从而 B - diag { B n ，知••_.,13„),其中 B , f eF [ Gj.j = U 2 ,^',, r 

因此 C ( G ) = iB - diag { B 1 •达，…孕 1,2.… . jf 、 

与9_7节例19类似可证： ' 

C(G) 3 FCG t j 4- F[G ? ] + … I F[G,]_ 

从而 

dimC ( fi )^ dim F[Q ] + dim + +dim F [ G r ] 
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= n\ + + n, ^ «- 

由于晰 UJ t Iff r a > _ …* W, U ) 两网互素•因此 G 的最小多项式切 （ A > 为 

WjCA) — [/Hi (A) > 历 2 (A> ，…，吼 U>] 

— mi (A)jmj (A) 

=/ J ( A >/ 1 a >-/, fA ) = f ( X ). 

其中 /U)./■(；!), … KA) 分鏞是•… G* 的特怔多项式，由 7 dim F[GJ-deg m(A> 
= dcg /(；0土《，因此 dim F[G]=dim CW ), 从而 F[Gj-C<G) g _ 

例 7 设 A 是域 F ]1 的》级矩阵 .A 的 ff 理标准形为 C；=dbg fG, …乂 U, 其中 
G, 是级有理块的最小多项式为叫 “ 欠证明 t 如弟 … ， m,COW 两互 
素，那么 C(A) 的维数等于 n ，M ClA) = FlAJ, 

证明由干 A 〜 G, 因此存在域 F 上的 n 级可逆矩阵 P, 使得 F^UF-G. 

■- 

B E C(A) ㈡ HA - AB. 

㈡ (P -^BPnP^AP} - (P \APHP^BP), 

㈡ P^BP 6 C(G)* 

从例 6 知进， dim CiG}- n -令 d ⑴ =P _ 1 jBP _ 则 j 足 M J F> 到自身的一个同构映射， El 
ff (CU))-C(G >. 涵此 

dim CCA) — dim CCO ^ n, 

类似可 

B e F[A] ㈡ P- l BP e F[Gl 

因此 s?( F[yi])=FrG] 户 

由例 6 知道，&<6)=托^ 因此 WC(A>>=iKF[A]> •从靡 CCA)-F[A]. ■ 

例 8 设实数域 R 上的 4 级矩阵 G=diag|f ^o) f C 

解 ec , = (^ :任取设 

B=f Bl B "1 、 

B, ur 

W\R BG^GB n 

Gj J3；* f Gi 3^ G [ Bz ' 

B,G, B.G, ~ [g, B, 0,8,1 

由此得出 _ i = G j f r = 1,2»3 # 4 

设 XGi =& x 当 a 仅当 




& 32 


第1帘线性映射 


f I 

-J-3I 



(» 


0 


0 



'^U 

—戈 1】_ 

㈡ 



㈡ 


一 , 

㈡ 

X —- 

"^ii 



一 Xu 

1 m 


1 

0 


-Til 


fJTij X ia 
JTf! Xzz 


Xu 




學 


念 n = 




in 


0 


it 


0 


+ x 


0 


ii 


0 


# 


记 u 


o 


曝从 i_. 述推圩得 


島 = U +1 w 


】 ■ 2 13 ， 4 ■ 


于是 




B 


k n I + k l7 fi k tl J + ife JI /f 

U + 臭 Ii H 走 4 | I -h k^H 


^ f 1 0 

0 0/ \ 0 0 


/O / v sO 

+ H ^Ho 


t . t o o v f 0 Q x >0 0 , 

o) + ^(o r )a: 


0 H 
0 

0 0 
0 H 


容易脸 证下述 3 个矩阵 


i 0 , a 
o oj\o 0 




0 0 



线性无关 ， li 它们邾与 g 可交换 . b 此 ca ;) 是由这 8 个矩阵生成的了-空间 d 从而 

dim CCG) - 8 . 

点#例8中的 4 级矩阵 t ; 是由两个相同的2级有理块组成的分块对多 

0 一 1 


矩阵，我们证 


明了 dimGCGV =8, 它大于矩阵 G 的级数4。曲于有理块 G , 二 


^的最小多项式 




叫 U ) 等于特征多项式 v + U 因此 G 的 M 小多项式 m 为 

wjCA) — (A) f mi (A )] = A" + 1* 

即 deg _ 9* 6 賀例 84 的结论得 

dim F [ G ] — d^?g m ( A ) 3 2* 1 

山此看出这表明与 G 爾交换的矩阵有的不能表示成 G 的多项 式：.从例 g 
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看到，如果线性变换 A 的有理标准形 G 中,备个有理^^的最小多项式是同一个不可约多项 
式的方幂，那么有可能 CO !) 妥 KD 4： U 我们:在例 1CK 例 14 中将进一步研究这种情形。为此 
先需耍 一 个命题.即下面的树 WIM 

例9设 V 是域 F t 的线性空间 M 是 V i 的一个线性变换*设 ㊉ 仏®…® 
用&表示平行于 © U , 在 t ；, t 的投影， 证明： 

序 J 

V A 是 A - 子空间，3,2，•“，，》 ㈡ 户,_4>，卢“抵-"爲 

证明必要性设 tJ , 是4不变字空间 •j = l ,2, •“， m . 任取屮 et /" 则如/以,.从 
而= 又有 Ai >,= Ar /s 因此 

P ； ^a/ ^ AP f a t , Vfr, € U t . (78) 

任取你 et /. •其中由汽的定义知道,从而 A ( P 此> = 0 # 由于 [ i , 是 A 
不变子空间.因此于是从而 

A/ ， 声， = P t Aa ,» Vo, 6 v t ,i # j. (79) 

m 

任敢 at G ^\设 《 s I a » t U-，k = l ，2.-" * m . 从 （78) 式和 （79) 式得 

i=i 

jy _ 

^ ~ ~ Aa * = P f Aa . 

因此 , 即 p ， ecou , , 

充分性设 P , e COO ，则 ImF , 是 A 的不变 f 空间■由十 ItnP , ^ U 3 ，醜 U , 墓 4 的不 
变子空间. _ 

点评例9 lfcS .6 节的鱒23第 （ i > 小鼴考虑了吏一般的情形，指出，当 …㊉ 
U ■时，若投影 P , 与 A 可交换，则 U , 是 A 的不变乎空间，反之_若 h ，….认都是4的不 
变子空间》则投影都与 A 可交换. 

例设 A 是域 F 上线性空间 V上的线性兜换，用 C5U) 表示与 C(A) 中每一个线性 
变換可交换的 线錄变 换组成的集合•即 

C-(A) ^ iH e Hom(V,V) I H B ^ B H ¥ v I# e C(A}}. 

容易看出 C^Cij 是 Homd\0 的一个 子空间 •设 >| 的释 小多项式游⑴ =^U>* 其中泠 U) 
在域 F h 不可约. 证明： ' 

0 ( A ) ^ FO ]_ 

证明任取 f ( A >6 F [ A ] , V B 6 d “ 由丁 • U 4 =4 U 因此 H / ⑷ =/ G 4) B : 从而 
/ Ci 4) eeu >. 于 , 

反之，任取 H ^ auymm ja € FU ]， 即要找-个多项式真 ( a >, 使得想法 
迠先把 v 分解成 A 不变子空_的直和 ，据+ 货定理 g 得， v 能分解成 A - 循环户空间的 





mm 


V = U\ ㊣ ％ ® …❿ , CBO) 

其中 6 是 A - 循坏子空间认的生成元，纟=1,2,…山记 Av = Al 认，用 m f < A > 表示 A , 的嚴小 

多项式，由于 h , •" 1 i U : » • H i ，_ / i \ PI 

; nfA ) = [mi ( A )»] * 

因此至少有一个= />穴又）=»1(又>*不妨设叫 （ A ) = ? n ( A ) ，且设 

m(A) = Ai(A)m, (A) < * = 1 ， 2V”-j* <Sl ) 

用尸表示平行于^；,在 U , 上的投釤…山由于 L『,g = l , 2 , …， d 是焱的 

个:变子空间•因此据网 r 得， fvecu ) d = i ,2 .…“,由子 H 圪= !>,!/,因此1：人是 H 的不 
变子空间, … 记 由于 因此存在 gAk )€ 
FDl ]. 使得 

H $, - ^(.4)6, i - U 2,“ vs , (82) 

由于 U , 中任一向 St 可表示成 W / l 砣的形式，其中 WA > eFU ], 因此 

— q ⑷抵亡 q(A)g t <A)S t ^ sV(A)Gg(A)fe], 

由此锝出 

H .； — H \ V t = ^ ( ( A ) iD ^ = CAlU ( ) = ■乂 （83 > 

这样我们对于 H ,找到了多项式 aCU , 使得 H = f ( i { A l ) 9 
注意到％ ( A > = m(A h 因此我们猜测有 

W" = 尽 1 (A). C 84 ) 

为了证明 （8 豹式，我们进行探 索：设 H = &( A > ，則对于任意 V ,有 Ifc = g 养 i < r .设 

I 

€t — 工 ) 0 _，^ Ll” 越 .’ 丄 ’ ’ H’ 】 I ST- 、 • ’’I r i “ 

r^l - I ? {龙 j t ： 》j 人 

t I 

ih -= 2^ ^ (85) 

； ? 2 qL :•表 n ， .4 y » M # 

又有贫 i (A )a = y ) /Ci CA )©" 由此推出 ， 

ff t ’ pj 、 q m } \ ^3'- ,f • fSt ^ 1 二今一 乂 1 

2 [ 器 i (A)— ^# (4)]^ = o, 

f=i 

由于 t / t + …十 a 是直和，因此 

(A ) ^ g t ( A > j ^ ^ 0* I ™ 1 ,5 

从中咏任意性可推出在 U , 中的任意性.因此由 （86 j 式得 

( A ,) giiA § d — 0* 

由此得出 ( A )-^ U ) 是 A 的一个零化多项式，因此 


( 86 ) 

(87) 
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Ak ) I # rQ ) — jftCA ), 


从 < 88) 式得 


hi ( A ) ^ U ) ] f 




即 jfiCA ) I ^ AX^Lgi ( A )— 从而 

ftiiCA) [ MA> [ 装 ■ (A) 一 gf(A )]， i 
由于 叫（4>系=0 .因此从 ucn 式得 

hAA)lgi ( A )- gAA ) J ^ =0* 

即 」三 、、# )pi 5 - i tit 4 . ' r I ( ： i 1 ^ r 


h ,{ A ) gl ( A )$ lA ^ h t iA ) gi ( A )^. 


由丁右 SA 循环了空 NU 』 的生成此从而 

/i r t/l { A }^i = gi (A J/ii Ci4i)ifi — Hh t ( A ) 
于是从 (92) 式和 （93) 式得 


CSS ) 

(89) 

(90) 

【91) 

C 92) 

(93) 


HhAA)$ t = frAAyhAA)^. <£? 4 ) 

如果 C 94) 式成立，那么把它反推回去躭可得出 t 84) 式成变 < 下面来 ffi (94) 式成立，由于 

■•而 MA )6 GLh *{ SI 此潘要把 A . Uift 看成6在某个线隹变换下的象，才 
有可能使 （ 94 ) 式成立_于是产生下述想法 t 

对于崦 U I … of . 定义 V 上的一个变换 G . 如下 t 


C 1P (fir^ ) — a , * 

iH 5 % 

j # M 

( 95 ) 

GJqiAlt ) - 

- qCA )h,(A )f s T 

v./U) e ru]: 

( 96 ) 

G C 2 fha * J : 

■ 觀 

jSiL 


( 97 ) 


对于 （96) 式•需要说明它是合理的即，设 qi ( A ) g l ^ g I ( A ) e . ，嬰征中（儀(.4%=々… 
» 为此 H 要证 t 若 w ( A ) 备尸^0，则 li ( A > 1 C 4) $i ^ 0 # 从 《t A)S s G 得 *( A 》丨 i *( A } 3 
于是 / 

h t { Xhn t XX ) ! A ,( A >«( A ), 

从而％ . 因此叫 a ) kiAhda u 由此樣出 hAA ) u ( A ) ei = 0 . 这证明 T 
<祁>式菇合理的，于是 v (97) 式定义了 V h 的•个线性变换 G 
任取 a 中的向量 WA )6 •有 4 g ( A 祕 eu .<* 于是据 0 M ) 式得 

G .[4 q(A)^l = AqCAyhAA^ - A Gj^M) ( 38 ) 

任取有如于是据（吵)式# 」 

G, iAa^ > Aa, ^ A G, (a/)* (99j 

从 （ 98 ) 式和（即>式可推出 , GA ^ AQ 4 MG { e €( AK 于是 ff G , & G,H , 曲于 


H G^ t = R 

G.H g{( A )hi ( A)$j t 

因此从 ffG .= G , W 得出 

Hh t (A)^ = g,(A>M4>6- 

这证明了 （94) 式成立 e 从而 

H = ^ t {A>. ! i 

于是 C a ( A ) CFI ： A ], 因此 _ 
点评例 10 的证明是相缉:难的，首先要钯 V 分解成 A - 循环子空间的 直和: V = U ,® … 
觀••利用投影 PiQ = l ,2, … , i > 去证明进而得出 

H , = g , CA , > f i = 1 *2, *** * s * (100) 

有了 (100) 式以后•如何证期 fleF [ A ] 呢？关键一个想法是1 从叫 二麻 U ) 大胆地猜测 
珂能有 

fi ^ gi (Ah < I 01) 

又如何证明呢？我们经过探索诵明了 (4) 当且仅当下式成立 t 

H h i (A <I02) 

而为 f 证明 （ 10们式成立 ■!! 窗有创零的想法是:对于/6<1, 2 ，，，丄用（时）、（郎>、(97)式 
定义 V 上的一个线性变換 G ,, 然后去证 4 G , ■从而得出 Ha=GJi 于是有 H G t ^ 

，进而得出 （102) 式，由此体 会到: 在解决比较难的数学问题时，进行细致的观泰和 
深人的 分析* 由此产生富有创意的想法是至关重要的_ 

例 II 设 V 是域 F 上的线性空间, V 上的线性变换4称为半单的 （ scmkimple )* 如果 
每一个 A 不变子空间 [； 麵有 4 -不变补空间_设 A 是半单的璜 OOEftA ^ 证明： g ( A ) 是 
幂零变换当且仅当以 A >=0, 

钲明充分性基显然的.现在来证必要性 。 设#幻是幂零变换，其幂零指数为则 

于是 Kerf U .4) 是 A 不变子空间 4 且 Ker 1 < A> g 由 p A 是半单的 T 因 
此存在 A 不变子空间说，使得 

V ^ Ker 〆 ： (4) ㊉ ‘ 

显然 W 也是 ff W >的不变子空间，任取 r ( > W ,由于 A ) 芦=0, ® 此 ( A > 
lg(A)0J^6, 8 P g(AJp6 Ker g 1 HAK 从而牙 G 4 HT 二 Ker f ， 1 U >* 于是 

g<A)W ^ Ker ^ CA ) f] W = 0： 

即 WSKer 真⑷，假如 />]. 则 Ker g ( A)GKer ^ 1 ( A ) D 于是 W ^： Ker ^ J (, i) u 从而 

由此得出矛盾 „ 因此卜 1, 即 ■ 
点评从例11立即得出，若 A 既是半单的，又是幂零的 A 二(|„在9,6节 的命鍾 10 
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中，我们证明了 ：域戶上 n 维线性空间V上的线性变换4可对角化当且仅当4的特征多项 
式在包含 F 的代数封闭域中的全部 n 个根都在 P 中.且对于 A 的任 :一不 变子空间都有>1 
不变补空间 • 又由于 A 可对角化当且仅当4的最小多项式 ni,U> 在 FU] 中能分解 成不鬨 
的次因式的乘积 ，因 此我们锫测耐 T ■半中的线性变换苻下述特即阕 12 所叙述的 

命題， 」 ~ 

例 12 域 F 上线性空间 F 上的线性变换 4 是半单的当且仅当 A 的最小多项式 〗 
能分解成两两不等的不可约多项式的乘积*即 

mU) =和 U) 九 W)"UA) ， 

其中和 ( a ) •赛是壤 f 上两两不等的不可约多项式 „ 

证明必要性设4是半单的.设 

mU ) = // ( A )■**/>； ( A ) * 

其中内 Cp ，/^ A >， …，是拳 F 上两两不等的不蹿約多壤式 . 令 

^ CA ) —灼 CUpsCA ) "•島 （ A ), 

寒易看出 JT(A > 是幂零变换，据例11得于是足⑴昜 A 的一个零化多项式。从 
而 mUH 崧 <A> 0 又 g ( X ) U，CO ， 因此 miX )=^ g ( X) m 
充分性设 

衍⑴二 Pi U>fii(A)^'fi t (A) » (103) 

其中灼 a) •i^U ) * •.a 是域 F 上两两不等的不可约多项式，则 

V — Kcr A C/4 > @ Ker 户, （A) ㊉…@ Ker 九 C A)* ( 104) 

E W t = Ker pJA) U.;」4| 说,.则 A. 的揿小多项式 m, ⑴ = p,U) “= l. 2• 

任取 V" 的一个非平凡 4 不变子空间 L7, 据丨 6货例23樽 s , 

u = ( w , n m ❸ （w, n u) @ … © (w, n ⑴、 （ io §> 

由 f 々的最小多项式 在域 F i: 不吋约 .因此据 IS 锌例丨〗得， F[A.] 是一个域 s 
然 FDO]F_ 设 一‘ - -- 

PAX ) = A y * 4- J + • ■ •A +办" (106) 

则…， 4:. 是域 F 上线性空间 F[A .] 的一个基 # 任取总 ( A ,)6 F [ A .] i _ 

裒01_) 十 ••* + ( t ' mA 〉— 1 . 

对于任意令 ' •. 

H < A > a t ^ c n a t +^4必+“， -kcr ^ Al ^ a . . 

则容易验证 WV 成为城 F [ A .] 上的一个线性空间_由于 C ； 進 A 不变子空间，因此对于任意 
存6 W D U •任意度(4，)€心山有贫(先)於 W / DU •从而 W , f | X / 是域 F [A J 上线性空间 
WV 的一个子空间 * 于是它在 W , 中有补空间，取它的一个补空间 U “则 
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w, = ( W t n U)® 以 . < 107 ) 

由亍认是域 F [ A .] 上线性空间讲，的一个子空甸，爵此对于任:纛乒 € t /,, 任意甚 cue 
f [ a ,]. 有# j (成 > j 5 e u . , 特别她有 A # eti 这表明 f 乂是 a 不变 r - 空间由于 [/. 运 w ,， 
因耽认是4不变子空间， 

从 （ KHKCIOS ) 和 （107) 式得 

V r = 街 W ! @ … 

= mm nuy®u^ ©ctw, n ⑽© a]© … ❿ [(% n ur@u M i 

㊉ … ® U,h (] QB ) 

由于 L /， U =1*2 .…， .0 是 A 不变子空间，因此是 A 不变子 空间。 于是从 
< low 式得, > i 是半单的， 'Wm m 

点评例12的充分性证明齒关键是把 W f 看成域 FUJ 上的线性空间 * 对于它的子空 

间 W / D 仏存在补空_ f /_* 由于饮是 FDO 上的线性空间侬的子空间•因此对于任意 
庠€1/,，有成尽从而耐推出认是 .4 不变子空间， 

例 I 3 设 A 是域 F 太线 性空间 F 上的线性变換，设7能分解成 A 不变子空间的 

直和： . . ^ h 

V = R U , ㊉ …@ I /” 

证明；如果⑷认是毕单的那么4是半单的， 

证明设 / UAIU ，的最 小多项式分别为取⑴， i £ U ,= A | t /, ■由于是半单 
的.因此据例12得 

= PaCX)pa{X) mmM pr h ^X) * 

其中 Pa < A ) t /^ Ca >. —( A ) 是域 F 上两两不等的不可约多项式 ,*■= 1 由于 

=[两 i ( A ) ( A ) ，… 

因此 wU ) 是两两不等的不 岈约多 项式的 乘枳. 于是由例 12 得，4是半单的„ _ 

例14设 A 是域 F 上 w 维线株空间 V 上的线性变换的最小多项式 m W = fi U ), 
其中域 F 上的不可约多项式 ， dq pQ )^ r a 证明， 

C .(,4> = Honi #. tA ；( V , V )* dim F Ci ,4> 丄 （ ditn F VO *\ 

r 

证明由于泌的最小多项式 mG 0 = / KJ » 在 F 上不可约，因此 F [ A ] 是一个壤*在例 
12的证明中已证明 V 能成为域 FO ] 上的线性空间•用 HomF ^ CWVO 表示域 F [4] 上线 
性空间 V 上的所有线性变换组成的集舍，它是域上的一个线性空间_ 

任取政 e H ⑽. 《 V ， F > ，则 e 保持 V 与 FCA ] 之间的纯量乘法„于是对任意 oev ■任 

意片⑷有 ：：， 1 •’ 
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特别地，有 Vi * ev % 因此 b a =.4 b , 从而 uec ( m 于是 

Hom ^ CV ,^) ££'；(>4 ) t 

1 反之，任取 neew ) ,则 BA = AB m 从而对任意 g ( A )€ F [ A ], 有 B 贫 ( A ) ^ g ( A > B . 

于是对任意 n € V , 有 

^ g ( A)lBal 

这表明 B 保持 aH ] 与 V 的纯敏乘法.因此 Be Hom ^{ V . vy m 从而 

C ( A)S Hom ^ CV ^ V ). 

综上所述 , C ( A ) =- Hom ^ ( V ,_ 

记 n = Hom n43 < V , V ) t O 是域 F [ A ] 上的线性空间，叉由于 F [ A ] 可看成域 F 上的线性 


空间.据第8章 8* 〗节的钶39得， il 可构成域 F 上的线性空间 • 并且 

dim F a ^ (dim F FOIlMdiinj^jQ), Q 09 ) 

由于 ditn F FE ^ J^deg 户 ( A )= r ，因此 

dlm F n = (110) 

由于 a ^ dim nA ( Hotn njC ( V \ V ) = < dim n4] V )= ， 因此 

dim * f 3 = K d \ m n ^ V )*. ( Ill ) 

同样据 8- 〗节例 39 得 

diiiiF V = idittiF FtAjXdifn^V) = r( dira^ V), (112) 

由于 C ( A >= 仏因此 

dim|fC<A) — dirnj ； £2 — -^-r 1 (diniFr ^V>" — +(dim 於 V)\ ( 113 ) 


点评 例 I 4 解决了 3 V 上的线性变换 A 的最小多项式 = 其中域 
F 上不可约）时， QA ) 的构成以及€：(4>的维数问题：利用例14可以更简捷地解奂例8的 
间题， 设7是实数域 R 上 4 「维线性空间，诠 V 上的线性变换4在 V 的一个基下的矩阵是 

- Q ； 1 ■❹， 

G = dias 丨 ( 1 oH 丨 ,■))(* 我们在例8的点评中已求 出心 的最小多项式 
mU )= A J +1. 由于 尸+1 在 R 上不可约•因此据例〗4立即得到 


ciimif rCG) = dim 厲 C(A ) 


!■ i 


Y ( dim R V ) 


T 


X 4 s = 8. 


« 15 设 A 是域 F 上 D 维线性空间 V 上的线性变換 ， v 4 的最小多項式 mu ) 在 F [ X ] 
中的标准分解式为 a 


miX ) - p ； 3 U〕〆 U )1?( A )_ 


CIU > 
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记 W^Kerpl (A »*A, =A| W", t/= I …丄 iiE 明： 

CAA) ^ C(A,) 4 - C(A*) + …+ CCA.), 

dim C(A) ^ 念 dimC ( 成） ， (116) 

1 ■ * 'v |St" " f ：, f ' 1 1，! 

证明从 （ 114 ) 式得 

V — Ker pi C-4) ® Ker p\ l C,4) @ …㊉ Ker p t (A)* (117) 

a,=a|t^ 的最小多项式在中各取一个基 , 
把它们合起来成为 V 的一个基 . 则 A 在 V 的这个基 F 的矩阵 A 为 

A = diagfA! ，九 ，■•* •>!,) ， ^ ^ 

其中八是 A, 在 W. 的 I: 述基下的矩阵 t hU2 .… .s, 

设线性变换 B 在 V 的上述基下的矩阵为 B = ，则 

BeC(A> « BA^AB 

I A * —B „ * i = l，2 .… “， 

㈡ | B t/ A ,^ A , * I #/ 

^ j B tt 6 C(A,) ， f ?= 1 *2 * *** is? 

㈡ [b^a^a b^ 明 

由于当 I^i 时 ，或 的最小多项式 购 ⑴ （ A) 与 4 的最小多项式互 
东 * 因此矩阵方程 XA^AX 只有零解，从而 3 〖与时，氏 =0 * 因此 ' 

B 6 C(A)« B = diHgfB" .ii:; , … ， B u } ， i3, e C(A t y,i = 1,2 ,〜丈 
从而 C(A)= fB = diag{Bi. S 2 ， … ， B, 丨 | B t & C(A,} W = 1 ， 2 * … ， 5) 0 与 9. 7 节例 19 类似 
可证 

C ( A ) ^ CCA ) + r 冰）+ …+ C ( A t >. 

由于 C(A) 三 r(AhCU,)SC ： U,) ， i=l ， 2 , … 山因此 

CC4) s C(As) + C(A t ) + . “士 C(A t ). 

3 

从而 dim ©(4 ? = y dim C (成 > ^ i : •」r 被： IM 

r_I 

例丨 6 设 4 是域 F 上 ” 维线性空间 V 上的线性变换*设 A 畢半单的，此时 A 的最小 
多项式 m “） 为 

— (Aj&*CA) t (1 ]8) 

其中声 iCAKpttU ， - • 九 （ A> 是域 F 上两两不 等彿不 可约多项式， ft a>=r, t i^ I,E, 
… I 设 .4 的特征多项式 /(A ) 为 

/(A) = p\ w /»!=(a> … p:- u) ‘ a 19) 
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记 W^^KerU) , 烏=刻 默 卩 ■ 山 怔明！ 」 

C(A) ^ Homr*^ C W E ,W\ > -j- — 4 - ( 120) 

4 

dim C ( A ) 2 — (dilliF W"*) 2 = 雰， 务 f* I :‘0祕 

^#*1 '^j * ， i. 

证明据例 15 得 

CCA) ^ CtA f > 4 - C:(A.O 4 ■… + C(A,). 

由于成的最小多项式 w;,(A>= 户 , （ A) &域 F 上不坷约 • 因此据例 U 得 

CiAi^ — Hom ^ a + } C^f *^,)- 

dim (?( 九 ）“ J-<diniF WO*. 

n 

从而 

tiA>m Homn^AW^W,} 丰 …. Hom^iCW, t W„) 
dim C：(4) -文; dim CXA ,) = ^ 丄 (di 叫 WJ \ 

i^i i«i ^ 

据定理 4 和推论 1 后面所指出的结论得 

dim W, — d. 

因此 

dim CCA) = 2 ^ F * ■ 

J _ I G I _ 1 

点评 例 is 对于半单线性变換為鱗决了 c(A) 的结构以亥 em 的维数问题，证明 

^ ■ 

Tidiin CCA) = 2，其中 n 是不可约多项式私 U> 的次数疯是在4的特征多项式 /U> 

中 pAx > 的幕指数.它们都容易求出*对于非半单的线性变换 a , 在 9. 3节例11中解决了一 

类特殊情形.即片4有 Jordan 标准形 J , E J 中的各个 Jordm 攀和 宇哲角元两两不调.则 
CU ) = FU],J.dmi C ( A ) - dim V - n ■在良 9节的例7中又 if 决了 i 类特殊情形 ，即苫 
A 的有理标准形 G 中•备个 ft 珊块的 最小多项式两两互章，爛 CtA ) ^ 且 dim CCA) 

- dim V - 对于賴下的非半单线性变换 A, 从例15知道，求 CC 柳的问邏归结为对于 A. 

的:最小多项式叫 （A> = /-： U) 时左求 COV) , 因此剩下的问題是：当线性变换 A 的拋 小茗观 
式 /"u 》 =其中 piX ) M 域 F h 的不可约多项式）时* CU〕 的结构如何? r(.i> 的维数 

等于多少?我们尚未完全解决这个问邏，但是在例10中我们解决了 OiA ) 的结构问驪，证 
明 T it (A} = F[j4]* 从而 dim t’Ld」 = dim F[A] = deg w(A) jb I deg ^(A> > 

nmF in 维线牲空间 v j : 线性 mm a 龜半单时*把 4 在 v 的一，基下的矩阵八称 
为半单矩_.于是 A 为半单矩阵当 i 仅当 A 的最小多项式九 CA > …九 ( A >, 其 
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求冗(八>的维数和 CU 》 的一督基、 

9 . 10 线性函数与对偶空间 


9.10,1 内容精华 

UV 是域 F 上的线性爷间 ， Iti F 可以看成自身上的线性空间.因此自然坷以考虑 

线性空间 V 到 F 的线性映射，我们把这种线性映射称为 V 上的錢性函数， 洋 _地说有如 
下定义 s 

定义丨设 V 是域 F 上的线性空到 F 的一个映射/如渠满足 

f<a + p - /(a) 十 /( 辦， Va^e V, (1) 

f ( h ) ^ kfWUa e V.k e F * (2) 

那么称 / 是 V 上的一个线性函数。 

例如.令 

tM M .( F ) — ^ ► F 

霤 

A ( a ^ - ^ Wl a . - (3) 

我们已经知道,饮(力+ ]3)=灯(八）+制1?).14^^>=奴1*(八），¥力，13€減 | (戶>,*&广因此 

tr 是 Af , ( F ) 上的一个线性函数*称它为迹 函敵， 

又如*设 F 是^^ _ U 给定 a ，…， a „6* F ， 令 

f I F " ~ 

_• . gJU s . - 

a = … f <4) 

. A l a i Jl I ] j I ♦ I • : »*1 "I 一 % i 

容易验证 ?/(«! +#) = /( o )+/( p ),/( te ) - k /{ a},)/k 6 F , a，p 6 P ， 因此 /( fit ) « 

£心是 F ' t 的一个线性 ® 数、 1 , ' 、 - ； 

f—I 1 H ^ /I I I 

(_1 J 式给出 f P L 的线性函数 / 的為达式为 / U … r ，•*、/，）= ，它 Jtii i J : ■ 

* i«Ti 

…， A 的一次齐次多项式， - .T *'：*' 

•般地•域 F hn 维线 It 空简 V 上的线性函数/的表达式是什么样子？在 V 中取一个 
基 m ，❼， … •由于 V 上的线 性鐘数 /就是线性空间 V 到 F 的一个线性映射*因此 rm 全 
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被它的一个基…心上的作用所决定即 H ® 知道/(々… + 就 W 

以求出 V 中任一向量必在/的象： 

f ( a ) = (5) 

… . . . ’荷 1 : . 

(「>)式就駐V上的线 性通数 /在基们•甸，…爲卜•的表达式*它是„在此繭 K 的坐标 
….戈■的一次齐次多项式. 

反之，仔意取定 A * _ ci ,, e F •对 T . V ’中任一向量 a = t .规定 

1 • f _ 身 ; ” ir" , M ： ' J1 H 

/<a) = 5j a ^*- (6> 

直接验证得， / 是 V 上的一个线性函数，并且 d 

fi & % ) = a , , 1=1*2* …，”. (7) 

由于V上的线性函数完全被它在V的一个基上的作用所决定，因此满足 C7) 式的线性函数 

是唯 一 的* f • ri . 、 I 

综上岍述.域 F h «维线性空间\到尸的一个映射/是 V上的线性函数当且仅当/ 

在V的一个基 F 的表达式是 a 在此基下的坐标; r, 的一次齐次多项式 a 

设V是域 F* 上的线性空间，由于V上的线性函数可看成是线性空间V到 F 的线性映 

射 •_ 此可以把V上所有线性函数组成的集合记作 Hom(V,F>, 它是域 F 上的一个线性空 
间•称它为的线性函数空 " 

现在设V是域 F 上的 ”维线 性空间.则「* £ V A ^ ^ : j . 『 

dim Hom(V'tF) ^ (dim V r Kdim F) = » m \ = n* (g) 

因此 


Hom < F ； FX ^ … （ 9) 

设 l 的- ■个拙 Mu !，（ 我们來求 Hom ( V T * F ) 的一个基，任取 / eHom ( VVF ). 山 f - 

/完誕被它在 F 的一个湛 ai 命，… ， a _ 上輛作用 W 决定，因此下述对应法则 

o 1 HomC V , F ) — ► P t 

/ * "(y(at > t/(^f ) , /( o n » cio > 

是 & 个映射，猫然 a 是满射，单射，且保持加法和纯肇乘法运算，因是 F . 
的一个同构映射，从而 】 S P 到 Hcmum 的一个同构映射••在严中取标准基 u 3 ， 
…， e •，则 ITU ,， 1 ^)，一，*^^,)® fiom ( V ， f > 的一个基，记 ^电），—^，…， 

n, 由 （ 10 》 式得 儿 .: I / r I 


to 线性遘败与对偶空飼 


/知） 


f 


0 


# i # m 


即 




fi (：&, > =仏， i = J 

Horn t. V * F) 的这个基 /i ■ /e ， … */■, 称为 V 的基 a , ，ci ， 
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1,2 ,— .，見 (12) 

的对偁基，它满足 （12) 式^把 


Hotn( V • F) 称为 V 的对俱空_ ,记作V ■ , ( 注：当V为域 F 上无限 维线性 空间时，我们也可 
以把 Hom(V,F) ffi 作 


对于 V 中任一向量 a = 有 

i=i 

m 

fi {&) = ^ jxj /^ aj ) = JTt » i — in , ( 13) 

即 / i 在堪…必 T 的表达式 /,(〃> 就驗取 《 的坐标的第 £ 个分苺 r ,。 闽此 

tt = 亀- 

即 o 的世标的第 i 个分 敏等于 /, 在 《 处的函数值 “ =1.2 .… 

■ 

对于 W 中任一向量/= 有 

J 、… A i- f 『 4. U I J * ^ l 1 - 4 1 - 1 ^ ‘ 」…一， 1 

m 

飘* ^ t j ^ ft 2 f 1 l (l0} 

‘1 ，bT \- * \ i M 

因此 

u 

/- 

_ _ 1 - 

即尸在对偶基下的坐标的第丨个分儀等 F / 在 a , 处的函数值 d = L .2 

定理】设 V .1 域 F 上的 n 维线性空间■在 V 中取两 t 甚现吻 •…，办 与^如.•、 
風 E V 中相应的对鸺堪分别为/ . / . … ■ /；与只 t ，只.，… * 仏。如果 V 中码丨 . 〜，…， A 到 
基# 如…必 的过渡矩阵是 A . 那么 V 中基 /:•/:, •〜八的过波钜阵 

B 为 ’二 :ir:: 

B = (A 1 > f . C 17) 

证明由乎(序.译 ■… ，民 Xcn .6)4. 因此 

I *Ctj! 〆’ -.<?,)= <爲 * … ，爲 )A _] . f IB) 

从式符出％在基化嶙*…，沐 F 的坐标的第；个分 K 等于 A 又从 U 4) 式的 

结论得，七 縫 p ' 如…也 下的坐标的第 i 个分 撤等于 因此 

A~ x (i ； j) = 


ud ) 



■ 


S4 6 


m m m 射 


从 (16) 式的结论得等于於在基: ， A ，•*•，/, 下的坐标的第 7 个分最.由于 

igl i#B - = (/"添 * **■ • 

因此&在基下的樂标的第 / 个分量等予从而沁“于森 

A * ) = Bi/ ；*> ^ ti f (i ；/> , = U2 

闪此 即 B = (A ■ ■ 

• 设 V 是域 F 上雜 Tf 雄钱性 空间, V 中取一个基 l 心…,中相应的对偶基为/ 
“，…， f “ 从& 3节定理 I 的证明中知道. V 到 V * 的 F 述映射： 

" 黪 

° ^ 罵 (20) 

f_t |=i I 

是一个网构映射*把 g 在下的象记作/ ■(或 《 •) ，对于 V 中任一何貴, t 由无八(卢) 
因此有 11 

’“辦 = ( SS 4(辦 • = (20 

ifm%' - ^ -U 11 * V 瑪孩 Tr* ® Hj V^rf i i ♦ 

这表明在。下的象 / •在沒 处的函数值等 于《 4 卢的坐标的对应分量乘积之和 3 

上述 i 寸论飪对干域 f 上任 一 II 维线性空间进行的•因此对域|?上,，维线性空间 V 的 

对偶空间 V . I 也可以考虑它的对偁空间> ■ •简记與 V ... 称 F •'是 V 的双重对供空 
侮.由于 F . V 1 •兰 V - ，•因此 " 

. V 兰 V …* ( 22 ) 

设①^，…， a 是 V 的一个基， V - 中相应的对偶塥为/, ， f ” … '“ ' 据 < 20 ) 式， V 到 

V 有一个同构映射^ ^人. 问理， V ■到 W 有—个同构映射 r , 把氕在 r 下的象记 

作 a tt 取 t^v t , 据 d 〕 成表明的纪论得， a ■ ■ (/> 等 r /«与/的坐标的对应分 y 乘 

积之和，分别据（20>、（16)式得 ~ 

.* h •' 

t * = JJi/Vt , 3 ! (23) 

f ^ 兮 ifWH ” (24) 

从而 ，=l , 

i . Jg ： > 

’.（/>= = /( 公 咖,） =/( a >* t 2 S ) 

由于 = r (如 , ，因此 <25 j 式表明 : a 在 V 到 V .. 的同构暁射撕下的象 
a 在/处 fKj 卿数值 〆 ■ (/> 就等于 J a 处的蚋数值 f ( a )( V 7 6 V 〕 ，它不侬赖 j _ V 屮 
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堪的 E 彳 k 我们棘这种不依赖 于驻的 选择的同构映射为标准同构或自然同构，于是 V 到 

f J| t _ « — J . R -l " '<i.. 1ft I ， ■ 

的上述同构映射 nr 是自然间构， 

山于1到 V … 存在0然同构 •因 此町以把 c 与它在自然同构 F 的象《一等同起来.从 
而可以把 V 与 V f 同： 7是可以把 V 看成^的付偶空间 a 这样 V 与 V 就瓦为对偶 
空间 . 这就是把 V + 称为 V 的对偶空间的原 JSL 

9. 10. 2 典型例题 

例1设 v = q >,6], v 上的 f 列函数哪些是线性函数？ 

(1) /U)i>^fV(j ： )clrf 、 — 11 r ^ 11 1 M ^ 

J « || r v a ^ I | p „ V ， 1 

(2) f ( x ) < — 喇 /(^>^ Cj:)cLri 

J « 

其中 心） & — 个固定的连续函数， 

解 住取 / l Cr ) ,/ : (_ r )6 0>』： U/ad + / V < 1 r ) 的象是 

[/ V ( J > 十 /* Cx>]dr — J / t ( x)tLr +J f t ( x ) dx , 

任取 /(： r ) eCl>』：UeRa /< x > 的象是 

A/(j )db = k f ( j ：) dx , 

4 J M 

闲此所给的映射 ~ - tf ( x)dx & Cla . h 2 i ： •的线性函数， 

(2) 任取 办」 */ i ( jc > 十 /；(； r > 的象是 

- f 2 (jr)2 g Lr)<Lr = J jf, (j)^(x>dr fj f ： U)g(x)dx. 

任取 /( ■導.與 Uf R .* /( JT ) 的象是 

.W • . - * 1 冰 1 

l k /( lOjr ( Jr)djr = k \ fix ) gijt ^ dx . 

J * J m. 

闲此所给的映射: /( X ) 卜 一 j > U ) gU 0 dr 是上的线性 函数. 

例2令 f * 7 ^~…_/卜 

(. 心 >卜 一 - Jtf 十 _ r 】 ， 

nm /是不是 z / ±的一个线性函数。 

解任取 (JC | 1 ) * _( 力， _ y 〗.） € 乙: ■ ••有 
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« + yt = + yl + 4 

'H 

^ /(^r t *x 2 ) + fiyi ^y t )i \< tXl. ' MTJ 1 、 I • •， 

/[I - (Xi *<!>>] = /(x, . JCi )= 】 • fix I 1^2 ) 4 

/to • C-r L »x 2 )] = /(0 ， O) —0 = 0* f(jr x *jn) I 

w 此 / 是 a 2 上的一个线性函数* h \ i%Hi a it • • 『k 

例 3 设 V 是域 F 上的一个 3 维线性空间， crpcrpa , 是 V 的一个基,/是 F 上的一个 
线性通数，巳知 

J 十 2ai ) = 4， /Co: + 3a*) ~ 0* fiittt + a?) = St 
求 / 在基 a 】 吻，典下的表达式. 

解由于对任意 a = - r，aj + n 有 / ( ti ) ~ , t | /(. a 》十 A /( a .) 十 X 、 /( a _ ), 闲此 

先求 / U 山 /(«!)_/ U 山由已知条件得 

) + 2/(( j , ) ^ 4, 

h /(叱） +* 3/ Cat ) = 

^4/( ai ) ) — 5* 

解这个三茺一次方程组得 

= 2， fiat) - 5, fim ) ^ 1. • 

因此 /Cfl) _3而十 Xj * i - 

例 4 设 V 延域 F 上一个 3 维线性空间 ， i , ffz ， ir •是 v 的一个基，试找出一个线性 bS 
数 /. 使得 

/<3aj 十 a:) ^ 2* fias ~&i) ™ 1 . /(2aj +a)) =2. 

解设 / 是满足已知条件的线性函数，则 

3/ C«i ) + /( tt 2 ) = 2 , 

一 /(ai ) ^ /Cas > == 1 * 

ZfiaO + fi&^y = 2. 

解得 ， /(ai ) = ^-1, f < a - > = S » f ( a ^ y = 4 m 

对于任意的 n =』_ a , +々<»! * 令 f ( a ) ^ + S 而+ 4 主* ， 则 / 遥所求的线咩萆数， 

例5设 V 是域 F 上的一个线性空闻 ， chat F = 0_ _ / f …都逛 V 上的线性 
函数，并01它们都不 fi 零函数 ，证明：存在 使得 

fiia ) ^ Of I = 1 t 2* -** # ^* t 

证明 Lbh / Xh 因此 Ker /, SV .. 卜】 上…山于錯 G s Ker /,£ V ' 从断存在 
便得 由此得出， /,( ci )#0, i=I _ 

i ， I 



例 6 设 V 玷数域 K 上的•个3维线性空间 ， q,A A 是 V 的一个*中相应的对 


偶 蔽娃广 v /，/ 3 . 设 


= Zax + ⑴ + 心！ • 


oi 4" 2a ： 一 2a 


2at ~f- 2a 2 + cr j- 


证明: A,A 馮是 V 的一个碁，并且 求 V _ 中相应的 对偶基 心 •够 ■ 势 ,/,,/s 表出) • 

解 -丨： -…、 • 


(轉 \ tpf . i ) — (iij • Ofj I 1 




用 A 表示上式右边的 3 级矩阵，易证 >4 可逆 t 求出 U — 1 为 


A 1 


— 

J 


-2 2 


于是据定埋！得 


-2 


. 异 ” 茗 *》 = ^ j\ t/i */a ) 4 - 1 


— 2 


例 7 说 v = kDc ] 3 ,对 f gu>e v % 定义 


J i tgtjr )) = g ( x)dx 

J # 


* 






r)dr - 




证明 */**/, 是 V 的一个基 * 并且求出 V 的一个基使得 /|,/ s ,/, 
是相应的对偶基， 

解 v = tt [^,] 中取一个瑤】 d ， xw ， 中相应的对偶 基记作 m , 由于 


，⑴ 


1 


/⑴ 




I A^ — 1 f/i ( 3：} 

J djT = 2nfj (JT> 


-rAr 


J 


，/ 1 二 -r^dar = 


T 




A ⑴ 


* I 

J 4» 


■id/，=— I ,/ ： i(,r> 




!dr = 


z<br = — ,/ sCj ^) 

£t 





m 


因此 


f J ^ f f\ j ： (x > y i •! f , / j — /i H~ 去 7^ 十 七)、 

■ … - ‘ s 一 ’、、 ' 

ft = /l ( I )/i + /! (x)/j 4-/f(x 3 )/| = 2/| + 2/ S + —/, 
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/i = =-/i +f/i- +/*• 


3 


于是 


，/，》 = (/s */”/a ) 


2 


2 


2 


3 


3 


用 3 表示上式有边的矩阵，易证 B 可逆_因此/ : ，/^心是 V 的一个寨.求出 B 的逆矩阵 
为 


设 V ’的.个基 L u ) U- r ) ， c u ) 在 V ’中的对鸺稱为 A 4, / ,则 

( jc ) t^3 ： (x))= Cl .a：t j； 3 )(B 1 ) A 


(1 f l fX J ) 


p 

T 

I 

i 

m . 

¥ 

3 

\ 

0 

1 

} 3 

1 

] 


T 

y 

A 


_ 此 ( X ) = 1 十 3： 


1 




6 


+ Ijr ’ ( x ) 


+ X — -TTX 3 


例 》 设 \ : 览域 f I :的】维线性空间 t F 中取两个基 m 和弟. 其中择 = aai ,<26 f ' 分 

别求 V 中相应 于 at 和负 的对供基 /i 和仏，证明 ：如果 护 i _ ，么 v 到的两 个同构 

映射 I 一 •一 •-卜 u J 4 


<r - m 


A 


r ? 


A 


是不相同的， 

证明 /： ( a t )— 2, 于是/〗的表达式为/!(项 ） = 4 
M \ (A ) 二1 1 于鑲勒的表达式为於 C 她 ）=)_ _ 

由于 A 二如1,因此从而 





g \ lm > = gt Ca ^ jflt ) = a 
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于避 jTi=G _i /h * 1 !J ，H . 1 I * L 

t ( ai > = r<a 1 戽 ） =a : r (许 > ^ a 1 ^ a " : / i * 

假如产 r •则 a(m ) = r(at > » 从而 /i —^ E f i • 于是 <V 由此推出/ = i ■ 矛 

m -因此乒 r * 騸 


点评例 U 表明 * 在 V 中取不同的 ft T 得到的 V 到 V •的祠构映射不相等-因此 V 到 
V _ 的同构映射依赖于基的邊择，从而 V 到 V 的同构映射不是自然同构_ 

例9设 V 是域 F 上的线性空间 _dwr F -0. 在 V _ 中定义乘法运箅 炖下： 


(fg>a- f<a>gi0). V a 6 V. (26) 

证明* 对于加法、纯最乘怯和乘法成为域 F 上的一个代数 * 并凰俨没有非零的零因子, 
即如果焱=0、那么/=0或 

证明 (26) 式定义的乘法是函数的乘法.诚然它满足交换律、结合律和乘法对 f 加法 
的分配律，因此 V _ 对于加法和乘法成为-个交换环 a 又有 

Hfg ) ^ a/)g = /(^>t V f ,g 6 V r " , k e Ft (27> 

因此 V 对于加法 * 纯 ft 乘法和乘法成为域 F 上的一 个代数 d 

在 V * 中.如果/垆0,#垆卩.那么墀例 5 得*存在 a eV •使得 f { a )^ 0 , g ( a )^ 0 v _ 
因此这表明 f •投有非零的零 国子. _ 

例 ！ G 设 F 适域 F t 的线性空间 ./ 是 V 上非零的线性函数 s 

U > 证明 Ker /是 V 的极大子空间 C 却如果 V 的子空间【/满足 K,?r /£17. 那么 
t 7= Ker f 或 U =10 I 


<2) 任意绐定 0 €Ker _ MiF 明： V 屮任-向:" I 以唯一地表示成 


t} 十郎， t Ker / 


* 


证明 

6 




k e f . 


(28) 


< 1 II 设 Ei 是 V 的一个子空间 ii e■ Ker 八则在 LJ # 存在沒 € Keir /, 隹象 


J 




f 


则 /( 9 )=/ Ca ) — _/ (辦 = 0 S 从而 々 eKer /。 于遜 

。”+ 爆以、 

因此, ♦ 

存在性巳在第 <1> 小题中证明 ■ 下面证唯一性，假如切 +6 斯 ^ 免 +1 士其中 
^ € Ker /,*< e FI T 2^ 则孕一 麥 =(fc) 卢*假如先必 A" 则沢 Rer/■ 矛盾 _ 因此 

心 =裊1 •从而中 • 1 … / 4 V ，» tl - B 1 遲 







例 II 设 V 是域 F 上 的线# 空间，证明；如果 v h 两个线性函数/与及有相同的梭， 
那么/二叹，其中 ti 6 F 且《1式0, 

tt 明 若/ '=0 •则 Ker f 由 B 知条件得 ， Keir g = Ker /= V _ 因此犮 ■()■ 从而存 

且■使得 /气嘴， 下面设/樊0,则贫 # o _ 任意取库 #« K e r /,任取 ^ ev * 据 
例 W 得^哼以唯1地表示成 




tfi 6 Ker / f 


of = 


炉十^ e Ker g 


哧 


lt | I ：述两个式子得 






由于炉 一 ?l eK 打/，膊 K 枕/,因此 ^ = t 由此得出于是 


卜 泄 g _ 

7 反 (〆* ■ 

— 点评在例 in 和例 n 中，如果取 v 是几何空间_那么容易运用几何知识直观得出这 
些结论 B 把 V 看成 R ' 则 V _ 上的线性函数/的表达式为 

/( X | ,^ 2 - j ^) — fliJTa H -031^1 . V*y 一 / \ 

其中屮 tUi 6 R * II 它们不全力 U t 于是 Ker / 是过原点 \ / \ 

働—个平面 tt , 存' / \ 

+ a^xt + ajxi — 0. / \ / \ 7 

由于 dim 死=2,因埤 Ka / 是 V 的锒大子空间•任意给定 / 

从图9 5看出，任给 《e VY 存在平面兀上的一个向 t / ° / 

使得 ct = ? + 印 ■设线 性函数好与/有相同的核，其中其 h -/ 

的表达式为 1 m Q-S 


囝 9-5 


肾 ^ xi ♦爲而十 AjJfi 


则平面 ic 与平面 t / 重合: 





n * Xi , h xt H | 6 3 X | = , 

于是 ( a s .a , a ,) = k ( b ,， b ” b 山 k^R K k ^0 a 由此得出， / = 

上述点 S 明 ：在学 习高等代数时，注意运用几何直观 t 有助 - F 我们对商等代数的结论 
的埋解.而 a 有助于得到解题思路， 、 

例12设 V = IT 是，,维欧几里得空间，其内积为 

! Q ijll) 1 — *h ■** + g i r 1 ， r A ，、 . 
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其中 Ca ，％，…, (6) 為，“ •，心 > y , 任给定义 V 上的一个函数 fl ’ 如卜： 

a ' ( p ) - Ca.pit V P & V ^. f 2&) 

( l > 证明 a . * V 且的一个线性函数！ 
m 证明 g h ~ ^‘是 v 到 v •的一个同构映射 》 

(3) 在 v 中任取一个标准彳£交基… ■ 小， v •中相应的对偶坫为/ ,/•_•_■ 

/it e 令 

t i V — 

n !_• 

*■ 通1 

证明 

证明 （13 任取丨.展€^€只，有 

(p f p ) = (a • 故 -hfi ) = (a*p)^ (a ; */? ) - a u ( 界 > +cT (p 山 

a ^ ~ (kfi L ) = ia*kfi { y — k<M ， p' } = in' ifi ： )* 

因此 fl ’ 是 V 上的一个线性 函敢. 

m 显然。遒 V 到的一 f 映射、设 ff * r 6 V . 如果^ =7，那么对任意 pev ， 有 
a - < py ^ r m ip ^* W ( a , p ) = ( y ^ p m 从而 U —y v 戶）= 0,取 —y _ 则 < a — y，cr — y ) 0 . tlj 

积的正定性得 a — y = o „ 即 a = y [^此 <? 是单射， 由 于对任意 #6 V . 有 

<n + y ) • (/» 二 ttf + r ，#)二 <a , P > 十 ( r -#> = 11 ■ < p > 十 7* (#> 

=ta k ) p . 

(ka 、 Mp) = (ka *p) = kiUffi) =te*{j?)i 

initia ry ) 9 *tter ^ ka * ,SP 

cr(a + y ) — aia ) r 0 *( y ) * = kaia )* 

于是 a 是 V 到 V 的一个线性映射，由于出珥 V = dm V * ，且 it 是单射，因此 a 也是满射, 
从而0是 V 到 V '的—个同构映射 | 

(3) 在 V 中任取邮，设^| = 2^*7 ，卜 据定理1后面的一段话得. 

1_ ■ 1 

, Ct *( e)]p = T ! — X f Y • 

^ f \ 1 ~ C r - f . r : ' ■ JT 1 , 

其中 x^iXi » x ” …，>，…， ％)、 设 

( % ，1| ，… ，小） = (釦 ， e 2 * … te ,) 丁 • C 30) 

WUJ 在标准 ，心•…， t % 卜的坐标分別为 dTT..f % ，中 是标准正交抽. 

因此从 (30) 式得， T 的列向蠹组中，，•••，!!„是正交单位向蠹组从而 了是正 交矩阵，于 

是有 .1 ,U [ 4 1 
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1、线性变换 ，V f 并且证 r 如果 A A V •的耦 AW 下 _ 的矩砗为 A •那么 ft v 的 
相政的 5 tt 偶基 / M / if /. 下的矩阵为力、这体现了数学的内在 规律的 优美! 

例14设 V 是域 F 上的“个线性空间，证明： 

C 1) 对于 /i ./ f ，*/ + 1 ，下述集合 

W - u 6 V I fAa> ^ 0, I - 1,2,-^i 

是 V 的一个子空间， W 称为线性港数 A ,/ n …， /. 的零化子空间 I 

(2) 若 V 是冇限维的.则 V ’的任一 F 空间都苋某些线性函数的 I 化了空 间 4 

证朗 （ i > 由于说 Ker / rfS 此砑是 V 的一个子空间 

(2> 任取 v 的一个子空间 K 在 f / 中取一 r 基把它扩充成¥的一个基^, 
…，… 中相应的对偶 : ffi 为 /_•/:. …， /^任取 a e V ,据 m > 式得， 

A 

S /,( crU ， W 此 

*，d 、為 -:i ；t i ^Ji m ： (^\ yi 1|» - I f f 

« e u ㈡ ia ) - o , … = o , 

^ O 6 n K^r / j , 

r** w*M 

于是[/ = /) Ker /, •即 U 是/^ , … ./ B 的零化子空间 + _ 

例 is 设 V 是域 F 上的 n 维线性奈间 ‘char Jf = 0.设 m •& ,…岭是 V 中非零向董 T 
证明：存在 * 使得= 1,2,… ， jr. 

证明据(25>式*7到 V … 有一个同构映射 w ~^■使得，*(/) = f ( a ), 
v/e V * 由 亍奶， 叫， …， a ■是 V 中非零向埋，因此 〆 • ，<* ,■■.， 〆 •是 V 中_零向鑛 • 
即它们是 V 的非零线性函数_据例 5 得，存在 /e V ,使樽^ • (/) 式 0 ，i = 1*2, …仏由 
于 a 厂 （/) = /U ) •因此 

/(o,) # 0. i — 1 ， 2,…，& ■ 

例 I 6 设 V 是域 F 上《维线性空间， W 是 V 的一个屮空间*令 

矿={/6 V " | /⑽= 0, V 存6取 >. 

证明 ：（n 是 v •的 一 f 子空间： 

(2) dim W + dim W # -dim V ； 

(3) (WY = W (在把 \/与 \/ ••等同的意义下 l &•- 

证明 < im 然 v" 中的岑 向世 （即 v 匕_零函数）《于识',任取 /, g ew ' deF . 有 

(/+茗>兵= /<#> 4- = 0 , v 尹 e w % ” 



復线忭映射 


口 0, 抑 € W. 

囚此/十尽6 W ' 是/色识' ■ 从而 W ' 是 V •的争■个子空间. 

(2 ) W 中収一个基…，〜，把它扩充成 v 的-个基 ttE . 


知，瓜+"_，* t < u * V * 中相 


说的对餌裡_ /」，_+'/.,对 ]■(£.& / € V ，据 (16) 式有/= S / D / m 于是 

• 1…4 •* f i=I 

/e 矿科 /( 辦- v^ew 

111 . } • !~ ,0 * i l ， 2.-. 、 m^ 


^ /= 




爾此 b </ij+l t “*，U _ 从而 




ditn fl ? Hh dlBD W ^ = m h (n 


dim V 


_> ㈣ 第 C 2) 小屬取 V 的基⑴*物中相应的对偶基为 


• 摒第 m 小题 , IT = ，„•,/;> 


相应 r - / -/: ，…， j \ 的对偶基为 a [ ，、 a 厂 ，■»_〜■•. 据第 （2>小 题 . w ^ = c /_、，，_•, 厂 
运用第 （ 2 > 小题这个结论到< W V 上，得 

(W ) — < fl(j * t a / " i *** * ), 

山于 V ■到 V •有一个自然同构 : ftS — ^ a ‘. ，因此可以把\/与 V - ■ 等同.此时把 a 

等同* 于是•〜 ■ : f h 1 . : , 1 4 r [ 


*flf, 


《 ||T 》 t= 《 a! rdf •…， a.) 


w 


点评从例 l 5 和例〗 6 的证明中看到 I 在有关 V 和的问题中•通常要取 y 的一个 
基 an * 与 Y ’_ 中相应的对偶搖/，，/。，…，^，并且利用^^式和^：^》^.. 

例 n 设 v 是域 f 上”维线性空间，是 V 的 P 空间的含义同例【 6 , 


hE 明 


^ w i h -^：)" ^ Wi n 评/, tw t f ) w t y w / 4 - w : \ 

证明 iSt dim ( W , fl }—m „ dim W f ^ n s , i K 2, 在 W , 钢 W : 中取一个基 

把它分别扩充成的一个基❿，…，知，舞，…，和的-个基免*…，. 
夂、*则 W ! + W 2 的一个基为 * 


把它扩充成 V 的一个基： 


Umtfh -/i ■ 


在 HU ， ■ 


' m ，…， … ，爲 •… ，心 i^ iy 

记■〜=” 一（ 〜+〜一⑺> a v f ，中相应的 对偶摩 记怍 


霪 






线性 Ifl 繼竽对偁空间 




Cti - ，€1二，卩: ， ■.* * 各， * Y \ *'*' fTt * 

据例 ie 第 ( 2 ) 小題证明中所得的结论，有 

( w * n *" •，爲 ，…，以 「釋， ri ，…、 7 : > ， 

cw , ) j = < i ； ，… 《^ i，yr »*"，/:>• 

( W :/= 消 ，…— ，"- ， y : )» 

(w, +w : )'= <y ； *r ： >, 1 

从而有 

w ； n W ：= < y ； 二 : y • ], 

W ； + W ：^ w ，… U ; ，…以 --,7 ; ，… 

_此 (w, - i - w f y ^ w ! r\wi = w ；+ wi m u 

例 18 设 v 是域 F 上线性空间（不必是有限 维的） 是 V 的子空间的 
含义同例 H 证明：如果埘, SWy 那么 

证明任取/€识/ . 则 /( 芦 )= L V 卢6 VV : ■由 T - W ; cw 2 , 因此 /( 芦)= (). V vv t . 从 
ffij / ew 二 于是阶 ■ 
点评利用例18的结论 * 可以证明：当 V 是域 F 上线性空间（不必是有限维的）时•若 
W^^Jfk v 的 f 空间.则 （ H - W , V = W ： f ] W ：. 证明如下：由于 + W , M 

a 此 W : w i + w 1 ) , u - 1, 2 ,从丽识/ n w/ 2 ( w , + % y _ 反之，任取 / e w / n w /, 则 
V 详 ew ■.有 = _ 对于 W , 4 W . 中任一向 M 负 + 典.有 

f(pi +兵）= /( 坏）+ f (决 X )- 
因此/6(评， + W : 〆 . 于是 诹 / nWQCWrfW : 人所以 

( w x -f w ,>" = w ； n 评/* 

例 19 设 V 3 , V , 都是域 F 上的辑侏窣间（不必是有限维的> ，证明 s 

(Vi + 兰 v ; n 

证明任取 / e ( v ,+ v ^ •.命 ， a ^ - 

./ii (ai)jTftti 10) ^ j V oj ； 6 V'i (32) 

ft (a ,) = /to, 奶）， Va 2 e V 2 , <33) 

易验 ,/^ v ： ，且有 

f ^<t\ /T .0)+ 

二 yCflfi 4O ) ~h ) 

= /» (01 ) 十 _A (的 ）、 


(34 > 







令 


a t ( V t X V t ) 


W +Vi 


其中 / i ./ r 分别由（:式定义 _ 显然是映射 • 任给 , 令 


(35) 


fCts ) = /i iai }^ ia ^ ), (36) 

易驗证 /e cv ] +%>• ，具疗</> = (/:，/:> •因此疗 是麻射 ，设 m /) = (./】，广） • 
r) = c 典 ，心） . ^ u (/> = a ( M ^ Ml /, =^gi - /, -g , 从 cm ) 式得 ■ v ( 0 ,, 幻 > ew +\^, 有 

/ t fii ， d: ^ — /i (as ) + /r(a ； > — g\ (aj J i~ g 2 (az ) = C«i -cr. J . 

i 闼此 /= J?» 从 iffi ff 是单射 》 任取 /* 霣 € (v! IV: V * 设 

tr(f) — i f i i/j) t er(g) ~ ( fi\ #^；)« 

则 /i ( ei ) =Mm J ) • / 3 (奶 ）=/( o … ） ， 


) — g(ai -0) (a ： ) =^(0*0?) 


_ 


t ■是 :， ^ u ，㈣ v im - > ; 

(/】+ 尽 I Ka ) ; / i ( Wl ) + ^( flL ) - fu } ，0) 十^ ai •(}) - (/ + #)< a l ,0), 

(/: + g2 Ko ： > = + g : (叱 > =/Car *0> + ii(Ot(r 3 ) = (/+ ^><D.a ：)； 

因此 w /+ g 卜 （/ j+m fejmriBHg 

滅 因此 <r 保持加法和纯 ffi 乘法运算，从 ffiu 是 a ^+ vj •到 vr + w 的一个同构映 
射•于是 ( vv+Kr 兰 w + v /* ! ■ 

点评例 W 证明中给出的 ( vAn ) •到 V ; + V ； 的同构映射0不依鮪于基的选择, 
因此 a 是一个自然同构 8 

例 20设 V 备域 F 上线性空间（不必是有賺维的）是 V 上的幂等变换,4 _是 A 的 
对偶映射（见例说明： 


(KerAV ^ImA 


其中 （Ifer AV 的含义见例16二 


(37) 


证明凼于4铤 V 上的幂等变换•因此据1 2访的命题: MH Im 4@ K^r ,t 
任取7 6 ( Ker j 4) * 则 V Kef .4 •有 J { By ~ D =! 任取 & \ ， 有 « — / + ^^ Itil 4 * 


Kor A a T ~ S 


因此 (/) 2 a 
Im 4% 


/(a) = f(y ^3) - f{ y} + fim - f(y), 

[/T f/>]a H/A )a ^ ftAa) - /{y> m 
/ ( a ) ， V a t V > ■从而 A ' < f ) 「 /, 7: 是 f G ImA ' 


所 Bl t Ker vU J Q 


线性闲数与对 CT 空间 * S 5 & - 

任取/€ lm A * ，则存在 V 、使得 /=A • ( g ) ,于是对任意 Kcr A 漪 

rm -- a ^ (郝 = i^An ^ g < Ad ^ - ^(0) - o , 

从而 /€ tKer A )\ 因此 1 m .4 _ G (Ker A >\ 

综上所述 ，<Ker W = Im 4% ■ 

' 例 21 设 V 是域尸上《维线性空简, A 是 V 上的一个线性变换， A _ 是 A 的对俾映射 
C^m 13). U，r IgA ' 的对偶映射-把 V 与 V ' • 等同_ 证明山 V >• - t , 

证明据 （ 25) 式 ADM … 何一个同构映射加 ：^ — - « ' ' ，使得 (/> -/(.«K 

v/ev *. 于是 

[< A _ W >]0 )</) UM /” = [ 4 . (川 u ) 

- UA^M - / CvW ) ^ ( Ao )- if ). 

由此得出 . M - 3 ’（V ” =( 如） •' 

把 v 与 v …等同与 〆 • 等同, At 与(如广等同 于遒由 上式得 . u ' r («)- 
Ao * Vn 6 V * 因此 （ A ’）*=4 b ■ 

例 22 设 V 和 LT 部是域 F 上的线性空间 CVT 和 L / 部不必是有限维的 ),4 是 V 到 U 的 
一个线性映射，令 

4 畢 s U 、 ~參 V* 

/ • — ~ ‘ fA cm 

证明： Mm 到 V 的一个线性映射 i 把 A * 称为4的对偶映射 K 

证明由 :f At HoiTi(V,t/) T /e IIom(U,F>, 因此 : /a e H 加 ， 即 /A6 V* , 因 
此 4 • 逯 tr 到 v” 的-个映射 ■ 任取 /,<6 tr ， keF ， 有 

A- C/+ g) = if + g)A = fA^TM^ = A* (/) -h A* (g), ' I 

A ■ (/ t /> — ( kf)A = k JA = M • t/) T 

因此 H IT 到 v •的 - 个线性映射 * I _ 

例 23 设 ¥ 和 r ; 都_，上的线性空间【诏和以都不必是有限维的） • A 是 v 到[/的 
一 个线性映射，/ 6 V • 。证明：如果 Kcr A £ K€t /，那么存迮 w 云【广，使得 

，< 1 ! -1 、 g A W /- 〔 . f 1 ( 39 > 

证明令 f s V / 1 Ker A — _ l . I; _ j ^ .j 

o J- K<?r A I ' / Ca >, ^ (40) 

ft ftrMCer A ^3 +Ker A ，则 a — ff € Kbr A , 由于 Kcr 4 SKer /, 闲此 / U —身 ）= 0, 从而 

/ u >=/ g ?>* 于是用 uo ) 式定义的 y 是 V / K 贫 4 到 F 的一个映射 • 易验证/是线性 

映射 - , I ^ - •<： • 





据 M 节前定通 i 得，V Ke f V/Ker A 到 bnit 的一个同构映射为 ^ 

K 打 4 ^^ -如：令扪 =>V , 则 & 是 hn _4 到 F 的一个线性映射.由 f 1 m A 是 U 的- ■ 
个沪空间_!対此 〖m 為在 U 中有补空间，取它的一个补空间 U n , 则£/二1爪為©{入，对于任 
意葛€ ti *设 y= K h 其中 A e Im 4 A 6 令 

giyy ^ iriCy ,), (41) 

则发是 u 测，的一个映射 * 容易直 接验证 g 是线性映射，于是 > reu ' 从#钸定义立即 
得到： V )1 6 Int 4 .有 g { y x >- ( y { )* 

任取有 

g(Aa) = ^ f^UAa 1 ) 

^ fia + Ker A ) — fia ) * 

因此 gA ^ f n 画 

例 M 设少和 [/ 都是域 F 上的线性空间(V和1/郝不必是有限雜的 >，A 是 F 到 U 的 
— 个线性映射 M ‘是4的对偶映射_证明： 

(Ker AV — Im - 4 * # T ( 42 > 

证明任取 /elm A _，则存在, treL’ ，使得 /=A_(g) n 据4,的定义（见例 22).A ■ 
匕)^1*鏆靡/-皮1.从而对任意托1<代4,有 ' 

f 儀英 f ? AiS } =- g (0) = 0. 

因此 /6<Keir 于 M A)\ 

任取 /HKermiJ tf^Ker 4 有 /W 叫，从而托 Ker /, 于是 Ker AC： Ker j \ 

据例 23 得，存在奸 LT ，使得 M ;/ 由 H 彳 = M .因此 f — A ' (jfieto j 4- ， 于是 
(Ker A ) t J m A 、 

综上所述 ，（Ker A) f ^lm A ^ m 

，点评例 M 把例 20 作了很太的推 广：把 A 是 Vik 的寒等变换推广成 >i 是7到 U 的 

任意一个线性映射，结论照样成立 ： ClCer A)^Im . 在证明 Im 4 ■ C( Ker A /时 ，例 20 

的证明并朱用到 A 是幂 等变换 • ■此 它的证明照样适用于例2 1在证明 CKef A 1 彳 Qm A . 

时.例20利用 A 是幕等变换很容易给出了证明，而在倒2 4 :中，利用例23的结餘证明7 

(KerWClmr • 这表明可以把“4是馨等变换■■这个条件去摊,结论照样成立•在数学 

屮 P 常遇到这样_拊况. 1 W 丫屯 深刻的数学理论，有可能把 a 些定理中的坫鸣限制祭 件 

去捧，从而使这些定埋的结论 麵适用 范围更IX拳习数学、研究数学就是要不断地 |g 索和 
发现数学王网的内在客观规律，其乐无穷 | 

例 2S 设 F 和 U 都是域 F 上线 性空间 （F 和17都不必是有限维的>，/1是V到 U 的一 







个线性映射, A' M A 的对偶 映射， 证明：若 A 是单射，则 A •是满射- 
证明据例24得 .（Ker A)^lm 

若 A 是单射.则 Ker 由 f 对住蠶 /€V, 都有/(0)=令，因此 = 于是 

Ini A* = V m ，从而是满射_ ■ 

点评例巧看到，若 A 是单射.晴^ ® 满射.在习韜玛10的第 7 8 9 题将证 明：若 A 是 
满射，则4_是单射，这是很有意思的, ' 

习颺 9.10 

1, 设 r=q >_6]。 令 = ~ v /( o >. 试间 w 是不是 v 上的线性函数？ 

2. 设7_尸上的线性空间（不必是有限维的 >，U 是 v 的一个 子空闻 ，. a 是 U i： 的 
一 个线性函数.试把，扩充成V上的一个线性函数 

：1 设VI域 F 维线性空间…心61 V的一个萆， V_ 中相应的对偶 战为 

/_■/:*••*./■• 求 / T 在基 €T|| _.*••，£!，下的 _ 达式 .1 = 1.2 •…， n, 

4* 设V二故\在V中取一个基： 

a：, = (1 41 * — 1 )\ a ： — (K ™ L ,G)\ cr = (2,0p0) / » 

中相应的对偶基为 # n 5 , 求& 在标准块 s 下的表达式 d =【，2,3, 
x 设其中 K 数域， V 中取一个稱…，仏•，… _£ flI _ …，匕 V 
中相应的 财偶基 为 /u ， h …，凡，… ./■" __•. /■ *求 /*, 在基, E』： •… T E_ 下的表达式. 

■… t n?/ = 1 *2 , ■** 

6* 设V是域 F 上的线性空间（V不必是有限维的〕 ■ V, , V B 都是V的子空间 ，证明 5 

7. 设 K 和 L_ 鄭是域 F 上的线性空间< V和！7都不必逛有限维的^4陡V到 f/ 的一个 
线_映射,泌_是4的对偶映射 * 证明： 

fll^erA* ^(Im A)% 

C2> 若 A 是满射 ，则 4 •是单 射^ 

8 . 设 V和 t : 都是域 F 上的线性空间，且 V £有限维的 .4 是V到 L/ 的一 t ■线性映射， 
V跫 A 的对偶映射 u iiE_ s Ker Az CIm/T /(在把V与V _等同的意义 Fh 

9. 设V和 U 都是域 F t 的线性空间 .SU 是有限维的,4是V到 t； 的一个线性映射， 
是 A 的对偶 映射， 证明 ：（KerW =lmil (在把 [/ 与 t/ ••等同的意义下 > u 

10- 设VI域 F 上的线性空间(V不必是有限维的），/|是V上的幂等变换> 证明， A 
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第 9 线性映射 


的对偶映射 A ， 是 V 上 的幂等变換， 


补充题九 

U 设 A.B 分别趣域 F 上 w X/i 矩阵和 / X « 矩阵，用 Lr 表示」4的列空间， HI 评表示 
BX =0 的解 空间. 

⑴令 A { a>—Am ^ Vct 6 W ， 证明：.4足 W 到 U 的一个线性映射； 


(2) iiE 明 】 di m(A W ) = rank 


a I 

B 


rank H ar 


2. 设 A ， B 都是 flXm 实矩阵*用货.示的解空间•取 W 的一个褪％ , iy : 

||，* 令 + |^ fi* M* 分 _ 表示 A.B 的列空间，旺明 1 如果 [ ； [ (1 队 = 0 ,那么 

的列空间 W 由，的列空间 V t 相等， 1> : ' ni m 卜 ' 

1设/\龜域 Flli 的"级矩阵》碰明 t 如果 m A >=0•那么 y\ 相似1: - 个卞对角元全为 
0的矩阵 《 

4,在*裔等代数学刃指导书 t 上册>»补充題五第 Si 懸中,从指数函数#的鞭级数展开 
式螢到启发，对于任 一《 级实矩阵 A ■ 定义 “ 


d"：f 


e 



( 5 ) 


如果 i 个数值级数 





/> 


U 2. 


n 


( 6 ) 


_收敛.雖么称式右端的®阵级数收敛 a 我们证明了 ：对于 任意” 级实矩阵 A , 

镩的矩阵级数都收效，从而〆是一个确定的"级实矩 阵，〆 的“，彳)元_于(6)式所给的级 
数《于是/，八|一〆 到自身的…个映射 • 通常把 ilUK> 的一个子集到 
叫00的映射称为矩阵函数•其中 K m 任一敗域. 把 h 述定义的^称力矩阵指鍍 函数- 


类似地 _从 sin 


./ t COS ,7 


帅畢级数展开式 


sin x — jc 


3 


x 1 + 


— ，“ f {— I> 





( 2 m ^ l ) I 


, 

十 


1： 


t 2 m + D ! 


x e ( 





+ 03 ) 


f? 


(7) 


卿 jt — 1 — 


… + C — 3) 


( 2m) I 


彳 • + 








» _ _ 
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第 MV 线件映射 


^ c * f t ( 19 ) 

sin< > — (sin ) /, ( 20 ) 

6. 设 A * P 都是 ii 级复矩阵，且 P 可逆，证明 t 

e p 〜 = P - f e ， 尸. ( 25 ) 

^ 设 a 足 任一给定的复数，对于 / 级 Jordan 块上 U ). 求的特征值」 

• K 设 / A 是》级复矩阵•它的全部持征…丄.证明的全部特征是 A , 

^ r^jS| fs km - ^ … u ^ t , • 争 w 

SJ . 设 A 是《 级复矩阵，求 e A 的行列式， 

10. 设数域中的3级矩阵 A 为 



r 4 

— 3 3 

A = 

— 2 

-6 K1 . 


第 1« 章具有度量的线性空间 


迄今为止，我们对于线性空间和线性映射的研究都是围绕线性空间的加法与纯址乘法 
两神瘥葬来迸 行的. 现在我们想在线性空 ra 中引进向量的长度，两个非 零術童 的夹角•两 
个向董之间 的庙离 .两个向量正交等度量概念 • 从解析几何中知遒,酐有这些度簠概念都 
可以用向 w 的内 m 来表示，而向董的内轵是 i 元实值函数.它具有对称性、线性性和正定 
性等基本性质 B 从向量的内积的对称性和线性性可以得出双线性性，于是为了在线性空间 
中引进向葦的内轵飾概念,我们在本章第1节首先研窕双线性函数,然后在后面几 lir 分别 
讨论如何在实数域上、复数域上 * 任一域上的线性空间中引 进向童 的内积的概念邊而研究 
定义了内积的这些线性空阔的结构，以及它们之间与内积有关的线性映射的性质 。 

10.1 双线性函数 

10.1.1 内容精华 

一、双线性函数的定义和例子 

定义1设 V 是域 F 上的个线性空间， V + XV 到 F 的—个映射/如果满足对于任意 
a 、* ctt ，轉”择 *£f V ^ki *kz 6 F ， 有 

fi ) /( 是 t 的十是 1 的+芦> = t /(町*身） + t 

> J tu’k: 與 ★ k_ 灸 ) =^k' /Xq ，决）十 k; ft 办，备 ) 

那么称 / 是 V 上的一个双线性函数_/也可写成, 

条件⑴表明 ：当卢 固定时•映射 d I~^ /U, 沪是V上的一个线性函数，记作办. 

条 fim ) 表 a _定时.映射沒 3- — 沪是V上的一个线性函数，记作 

例丨欧几里得空间 K - 的蝻准内枳 ( a ./0是 R h 的一个双线性函数」 

例 2 设 I •是域 F 1: 的 ”维线 性空间 .V中取一个基 … •仏 .没 = 



•* 第 lo # 爲冇度歎的线性空调 


芦 = 厶 rtf " 令 
1*1 

/(&、0) = y ] g «6,. 

则 /( … P 是 v _ 上的一个双线性涵数 。 

特84地，对 J， \’匕 _ p ，设 a = (£^ …)\身二 （ A; ,…成）’，令 

*■ 

y iyj ^ — il t h t w 

则 / U . 辦是尸 上的一个双线性函数，刁惯上把这个双线性函数圮作或者 d , 
例3设风 （ F), 令 

f(A ， H } 芯 tr(AB) , V AtB £ M m (F> f 

则 /( A , m 是 V 上的一个双线性函数 5 
例4设1/=(：1>.61•令 

， fiM{,r).h<^)) = gi^h(x)dx, Vg{^),huy e Cta.iQ, 

■w a 

则 /( 兒 (1> 』 (^)> 是的一个双线性函数 s 


二、双线性函数的表达式 

设 V 是域 F 上 U 维线性空尚， V 中取一个基… . H ,* 设 v 中向量 e ，沒在此塞下的 
坐标分别为 


X = ( JT ( , 3 -, f *** i JTpJ % 
设/是 v 上的一个双线性涵数 * 则 


^ ~ ( ,vi ^yi 


# 


v-t > 


_ 


H 


令 


/ U ， 〆 ）=/( X]n Wt ) ; n fia . 

r，1 1 r_1 ， • • ifh ， i-1 i , .1 、 f : 


⑴ 


A 


'«i ) /Cfli # a ：) 

/U _復1 ) Ji&t -a ) 


m mm 


j < ai ^ Qm ) 
f (GfCU 》 


# 


m 


( 2 ) 


J ( tj * ) / ( a ,, a 7 ) … /( a * « 0 «) 

称 A 是欢线性函傘 / 在華 at ， 免，… ，心 下的度最矩_* 它是由 /及基 …， 
定的， 

从 （1) 式得 


£?«唯一决 

ii 卜; jf : Q 


/f.p) = X^AY. 


C3) 
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第⑴饮抖存度看的线性贷 M 


什么是双线性通数/的秩?设/是域 F 上线性空_ V 上的一个双线性涵数 W 的下 
述子空间 

<虹，办 I a ， 卢6 (8) 

秩为/的秩空间•把/的秩空间的维数祢为/的秩，记作 nmk /• 

可以证明：域 F 上 n 维线性空间 K _ t 的双线性函数/的矩阵秩不超过/的秩,我们将 
在本 ft 内容椅华的最后一部 分给出 证明， 

设/\ HIB 都是域 F 上的”级矩阵少是域 F h 的"维线性空间，取\/的一个:. 
"•，(》.，任给1/中两个向量 1 

位= fit!，£Tj •“， * Qf w )X t 

k ： ^ cfl ，•- I i … • fi 赛 （m •»:， …， flf . SY . h ! f 人 V 、铬 〆 _ ，卜 m 

令 / U ， p = xMUfl /^ V 上的一个双线性函数，且/在基 h ，幻，…吻下的度凿矩哼鼻 
、 役焱与衫合同，则存在域级可逆矩阵，使得 B = 令 (办 ，禺，…，尽 ）= (0l ， 

町. •••，《，>尸，则译，角，…•疼也是 V 的一个基*从定理 I 的证明过輊中可得出』是/在 

華/9|，择， "，禺 下的度•蠢矩阵，这证明了 ：如果 A 二 S ， 那么 A 与 B 可看成是 v t 网一个双 
线性®数/在 V 的不同基 F 的度 M 矩阵， ^ 

四、双线性函数的左根、右粮，非退化双线性函数 

定义2设/是域 F 上线性空间 V 上的一个双线性函数少的 f 述子集 

ia ^ V I = 0, V/9 e V} (9) 

称为/在 V 中的左根 .i 己作 rad t VtV 的另一 个子集 

€ y 1 fda.p = 0, Va g V) (JO) 

称为 / 在 V 中的右根 ■ 记作 r«d R V a 

容易验证*/在 V 中的左根和右根鄣是 V 的子空间. 

定义3如果 V 上双线性钃鷇/的_和右根都是零子空间•那么是非退化的 • 

定理2域尸上《维线性空间 V 土的职紱性通歎/瘙非退化的，当且仅当/在^的一 
个基下的度撤矩阵是满秩矩阵， 

证明设/在 V 的一个基〜，…旧 tt _ F 的度新矩阵为 A * 任取 ct,#e V ，设 a =< o ： , 
^ m ) X \^ i Q[ fQz ,*** , a ^)¥^Wi ^ 「 

tf Cradi^Cir) 9H9n^ V I l ^ 

. ㈡ 多 【 or ， 辨 ¥= q . > i - ；：" ， : I . I * , rr 

㈡ xMv—o, vyep* . , H3 ， k 、邛 . ： 卜 

X A , e ( ~0 * I ■二 1 • 2* … ， w * 
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㈡ X’A <n … ) =0 ^ 

j ‘卜 \ I ’ ㈡ X ' A/=G I - 

㈡ A'X^O 

㈡ X 是齐次线性方程组 的解. 

于是 

T«dt f V) 

9 齐次线性方程组 . Vz=o A 有零解 
« runkCA ^) — fi 
㈡ rajik( A) — 

同理 可证， / 在 V 中的右拫为 0 当且仅当 A 是满秩矩阵，因此/非退化当且仅当它的 
度最矩阵 A 满秩 • ，r ： ■ 

从定理2的证明中还可得出维线性空阏 V 上的双线性函数/在 V 中的左根等于0 
当 M 仅当/在V 中的右根等于 0 _ 

五、对称双线性函数与斜对称双线性函数 

定义4设/是域 F 上线性空间 V 上的二个双线性函数■如果 

fi.a 9 0) — J 1 Vjfl'pC" V* (11) 

耶么称 /是对称的 I 如果 

/( a * J » Vh 芦 ev % (12) 

部么称 f 是斜对称的（或反对称的). 

设/是域 F 上”维线性空间7上的一个双线性函数 •/ 在 V的一个基化，^…下 
的度量矩阵为 A •则 ’Y ' 

/是对称的 

㈡ J ta ,) =^j (a, #at) t 

㈡ A(itj }^A(j ； i), * */ = 1 *2 1 fc ** *n 

<=? A 是对称矩阵 _ r L ， p ( 

类似地，有 

/ 是斜对称的 

肖 /(a ( ^| ) = 一 1 *2 , …， w 
㈡ Af “ j 〉-二一 A(y ， j *j — 1,2 • ** # t « r 

㈡ A 是斜对称矩阵， 

设/是域 F 上 W 维线性空间 V 上的个对称双线性函数，能否找到 V 的一个義，使得 
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具有度 M 的线性令间 


f 在此基下的度 M 矩阵具有最简单的形式？ 

定理3设/是持祉不为2的域 FJrn 维线性空间 V 上的对称 议线 性函数，则 I 屮存 
在一个基，使得/在此基卜 + 的度謹矩阵为对角矩阵 # 

证明对维数《作数学_纳法. 

«= ] 时_/在 V 的堪 u i F 的度坫矩阵 A -(/(«, ，⑷ ）） ， M 然 A 是对角矩阵， 

假设当维数为 n -\ 时命顳为真，现 左来看 维线性空师 V t 的对称双线性函牧 /_. 

若/=0,则 A = O m T 面设/古 0. 此吋一定存在 ai eV _ 且办#0•使得 
这是因为假如 “ Gv 都有 /( u > 二0•则 v «# ev , 有 

0 = /{a + 存 ， a +§) — f(a*a + 0 ) + /( 戸，《 + 存） 

= / U * cr > + /( a ， 於十 十 / C 月， ；?） = 2/(«.身). 

由 T 1 char F 判，因此从 t 式捋 ./ ( a , 沒>=0•于是 f - Q 9 矛癀\ 

把奶 扩充成 V 的一个基以介，…，令 


j (a, ^ai > 

/ U , * a t 


i 4 


{ Vd ) 


则对于 / f 


jf(Ql f - Kp ) 


/(gi icri } 
f(at toi ) 


，卜- ㈣ -) : 

/(iri ) — * ai ) = 0. 


从 （ I 3 ) 式看出 ’ a , .石 》 …与⑴，奶 ■ … ， Ca 等价.因此叫 •$ ，…， 〜也是 v 的— ■ + ；!£• 令 * 

W = ( 心，… ■么） 

则 v -< lll >© w ? 把/限制到说 上成为 w 上的对称双线懷轉数，对 /|w 用归纳假设搏, 
w 中存在一个基 如，肀，…， 於，使得 /Ir 在此基 t 的度■矩阵为 

，/(负，诈 > D j 

势 ，寧》 


[ ° 一 /〜，％> 

由 f v r = h >©VV ， 因此 A •?_ ％ Jg V 的个基，由亍 / Ca T ⑴— 2. 因此 

取 Q ' ，令、 Q!?i i (14) 

于是 /在 V 的一个基 a ! ，炉 ，…峰 下的度 M 矩阵为 


/ (. er 3 .©1 


r JH 


0 , 




/【擎，> 


if ( 恥，> 
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据数学归纳法脤理.对一切正整数1命騷为真。 ■ 

定理3的意义之一在于可傭化计算对称双线性函数 /. 在任寒一对向坫上_困数值 * 
由于一定存在 V 的一个基％，帝，…■争，使得/在此基下的度#矩阵为对角矩阵0 = 

… h 从面 V »德 V ，设 

a = ( m - ，…， = f 0，货 > y ， 

其中 X=ixi fj ^ t ，… ，工 */， V = ( j 】 ，: y ” …，: v ,)'* 则 

f ( a ，0 X f DY = d ^ x ： y \ d : x 2 y2 + Y (15) 

观在来讨论斜对称议线性函数 / 的度敏矩阵具有什么样的最简单形式 
设/是域 F 上线性空间 F 上的一个斜对称双线性函数•则 V «6 F , 有 

/f ft *&> /(c *a>, 

从而有 if efiar F # 产时 * 得出！ V a e W 奪 /“ a ) 乓0、 

定理 4 设 / 是特征不为2的域 F 上的〃维线性空间 V 上的斜对称双线性函数，则存 


在 V 的 一 ■ 个基 * 把它 记成氐 ，… •，免 （其中»使得/在 


这个基 F 的度量矩阵 ft 有形式 


f) 1 \ * ^ It \ 

I 0) — (一 0 卜…外 ⑽ 

证明 对维数? I 作数学归纳法， 

抒=1时，/在 V 的 -个基 w 下的度_矩阵为 </<m »«|>>=(0), 

假设维数小于《財命题为真，现在来#«维情形 t 

若 /= cu 则/的度量矩阵为0,下面设/尹0 • 这时 V 中一定存在线性无关的向量夂, 

奶，便得 fidi tea )#0* 理由是 r 假如对一切线性无关的向置*，存都有/ ( a ^)=0 # 又由于 
对一切线性相关的向遗 a da •有 



于菇矛贈.令 


/(a »^q 1 ^ k / Cff ,a) = 0. 


^-3 = f (S, *oi2 ^ [ Q, ' 


m 

— / (d\ ^f(S\ ffif. ) S o?) = *Q ： ) m ^a ： ) = I. 

M 然為 ，軋! 仍然线性无关，把衣 H 充成 v 的一个基嶙.…，尽 w 令 

h 二取一 /( 兵 i>ft + /( 彝 ，ffi \ 泛欠 r— 3 f 

则对 《 •有 二 


/<氦 .^}= as ) - /( 痒 ” +在卜 ./ 1 ^ 、 jm ) 


Mm f" 


(17) 

( 18 ) 
(39) 





10. 1 汉线性闲數 
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o > = f(a * c ) » V<r t V . ( 2 S ) 

m 然•给 r v 上的一个对称双线性函数 /, 就有唯一的一个二次函数 t 若域 f 的特 
征不为2.则反之也成立•即有下述定理： 

定理 S 设 V •适特征 f 为2的域 F 上的一个线性空间是 v 1 的 个二次涵数 

存在 V Ji 唯一的对称双线性函数/,使得 

/(a,a) g(a)> Va 6 V. ( 27 ) 

证明由迮义5,存在 V上的一 f 对称欢线性函数/，使得 q ( a y ~ Jia . a ) - Va€V. ill 

此得出， v<i_jsev% 有 

L，/(0 4-^) — g(a) — q(fi )] 

I - . . ^ II ♦ _ 、JI J Sw ， Jl 

— yL /《g + 十戸） fi& fa) ^ JXp ， 卩 )] 

— - y [ /( a * a > ~h 2 / f<s i /3) +/ (身 一 /( fi ' ia ) — /( 卢，身)] 

= /<tr 彝 (28) 

如果还有-个对称双线性函数 M 使得 

g ( a ^ a ) q ( a ) t V a 6 V ; (29) 

那么同理 V V ，有 

+ j® ^ qia) ^ q(fi) 3 — (30) 

比较 （28) 和(30>式得，V心尽 €V fl 闺此/=心 ■ 

设 r 是域 F 上 n 维线性空间，/是V上_的一个对称双线性函数 • g 足满足（2以式的= 
次闲数.设_/住 V 的 ■ CT 3 r^z * …下的度 I〖矩阵为 A = <则对于£1 = ( t .a: ，…. 

a* 5X，j9 = (a]，ft 3 ，…， a，>Y ，有 

f(a^) = X'AY. (31) 

从而有 

i/M ^ f(a,a> = X f AX. (. 32 ) 

由 I : ：2 )iC fr 到：二次函数 g 庄 V 的妯〜. 0 _下的表达式晤 u 元二次概 X r W , 苒中 (j 
称矩阵你为二次函数|/在基 an . … ％下的矩阵 = 于逛可以用二次型的理论来研究对 
称双线性函数，也可以用对称双线性函数来研究二次型.例如•我们可以用对称双线性函 
数的理论给出实二次姻的惯性定理的第二个证明 a 

定理 M 愤性定理）实数域上任意一个 n 元二次型都可以经 ii 非 退化线 性替换化成规 
范形，丼旦规范形楚唯一的， 
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^ to ^ nam w 的线性空问 


证明任给一个元实二次型取实数域上的一个 n 维线性空间 I 在 v 中取 
一个基 oft ，贞 *••• * a » ^ 对于 V 中任一向置 a = ， ff 2 ，… ) X * 令 

f/(a) = X"AX, (m 

mu 是 V h 的一个二次函数，据定埋 5* 存在 v h 唯-的对称双缘性谲数/ ■使将 

J (a % a ) ~ Q ^. a ) ■= X 八 ) C o € V *. { 34 ) 

据定玴 3* V 中费在-个基典，與.■，•■爲.使得/在此基下的度量矩阵 B 为对角矩阵，不妨 
设5=遍吨{為 r - . d _，一 ，•"， 一 rf r ，0,-*. * uh 其中 


7i = it 




售 


y > - A 

则 a 也是 v 的，个琺 ， a 有 




j 


U ••■ ， n 



7( 川 ， .A 




1 < rCp » 

p < f < r s 


f tj 1 Tf ^ = J Cfl tA )-^01 j — r +畫 ， …，？ if 

fiYi^y = o, i 竽 j 、 

因此 / 在 V 的基 A 4 , … . y , F 的度煨矩阵为 

D = diag{l ， … ， 1 ，一 1--” , 一 1,0 ， … .0, h (35) 

、 ■ - 、 - I - ^ - - Lf 

. 个 <产>)个 ( ji — r ) 个 

由于 / 在 V 的 _ a: t .“**<?, F 的变 fit 矩为/\，因此 AilX 从而实二次型 x ( A X 经过悱 ill 
化线性替换可以化成规故形 W … 一 —… 一 W • 

下面来 iE 实二次型 fAX 的翁菹形蠢唯一的 • 假如 X f AX 还有一个规范形4十…+ 

#一‘ s - ••— 以注意 t 由于合同的矩阵有相同的秩，因此以认的第二个规范形中系数 
不为0的乎方项个数也等乎則 


^ — dbg 1 1 • I ,一 1 • 


% _# 


0 


0! 


(my 


9个 O ^ g ) 个 ( n — r ) 个 

把(加)式 右端的对角矩阵记作 H •由于•因此可以把 fT 看成对称双线 性函数/ 在 p 
的另 一个基 也，艮下的度 fi 矩阵。令 - . 




= MrH ， 4k • *“ D* 




m 


设 a C ： V 卜 f ) V ■，则 d = 


t a 


f ^ a ^q) — {u 


2 -于是 

i ^ ^ i 

tO *■** r Q)Dia 


a 


屬 



vm ■ 线性 m 败 


* 
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=«rf + … 条蜂 

— (!).*•• ，❶ Jvi 


/i fl ) II f 0 ■… . 0. /〜 


h n r 


ferl 


■i m * 


_ fK 


由此得出 


&i 4* = — 


# * V - 


M , 


从而 




a 


p 




* * * — 


^ rt '. )* 


因此 O = o •这表明 wnvi = o * j - 是 


dbn Vi + dim V ^ = dimCV t • 瓣 V 5 ) < dim V* 

}A \ f\i fr - 7 r 内此/』 Itf 财称忭得 N 所以 p T h 这 M 明了 A VU 的规 

形是唯一的, 

定理 7( Will 消 去定理的推广 1 设 F M 讎 F 等于£的域 . A, 和 4 是域 F 上的《级 
财称矩阵，玫和札是域 F 上的 m 级对称矩阵.如果 



八』 0 

0 B , 


A 


|) 


0 B 




(37) 


a A t = A :, 那么 

证明设 U 提域 F 上的 n 维线性空间，由于 .因此 A : 和 A » 可看成是 t ； 上興 
一 个双线性函数/在1/的不同基下的度董矩阵。由于是对称矩阵 ，周此 /嚴对称双线 
性函数.由 T - 域 F 的特征不等于2♦因此据定理3得, f .， 中存 迮一个 JSn .… 1 ，使得/ 
在此基 F 的度量矩阵为对角矩阵 r 入据定理 I l $, A ：- D f A - D . 从而可推出 


A , 0 

0 a 


0 0 
0 Bi 




Aj 0 

a fl 3 


d o 
o b 2 


# 


于是从 ( 3 ?>式以及合 ㈣ 关系的对称性和传递性得出 


D 0 u 

0 e 3 


D 0 

0 B ； j 


(38) 


下而我们要从(38》忒推 导出私 ^ B , 0 由于£>是对角每阵._只要征：当 D 是1级矩阵 

m 刈 ) 式可推导出认二 a +耶么逐次用这个结论.敢可对 p 0是，|级对角矩阵时•从 
式淮导_ B , ^ B * . 

设£>= U/) _其中 d€f\ 从 【38 >式得，存在形如 


f 


r a 

的町逆矩阵，其中 c f • a * He < an , 使得 
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m 战有® m 的线性空何 


从（奶）式得 



(39) 


乂 cda f -{■ fi'B] H = 0 * 

ada + H f B \ FI = 

观察 UO ) 中的 3 个等式 •猾 测存在 A 6 F , 使得 

(^fia f + H)^B\ + H) — Bg, 

我 ff 】来求 A 的值，把 (4 〗 > 式的左端展开并 J 1 用 u 0) 式衍 

= f 1 +Aap + 十 frfhH 

=}；aid - dc % W + 々（ 一 《 /«') 十 ^ 一 _}(^ —adu - \-B z 
= aC^d^x^c* —iffd —Xcd — d^m 十尽卜 
为了使 Oil ) 式成立，只要在 UD 式屮让 A 取的值满足 


UO) 


m > 


( 12 ) 




d Ud - Zkcd - d 


0 


当 rf = G 时.对于 F 中的任 
式得 


(43) 


元素 A . 都满足式，从®( 4 !》式成下面设 


(I — c 2 ) X ' — 2 cX — 


0, 


把 (44) 式左斑解因式得 


(44) 


[(i + rU + I][( 1 —c)X — I] = 0* (45) 

乎是当 <#1 时 T 取 A =( l — c ) ' 就有 < 4 ].) 式成立•即 

C (1 一 cr l fia + Hmfd - r ) l pa f -tm = B ,, (46) 

当叫时，取 A — ㈤I *就有 (44 )式癍立，其中^是域 F 的单位元（在其他地方我们把^ 
记成1，这 里为濟 晰起见，不把 e 记成 D •从丽有 < 4 1 X 式成交，即 


(- { 2 e }~ fia + HVB ^ ( 2 ^}- fia t H ) = B -, 
tt 形 I B , "了逆。则在 U 6) 式和 (!7> 式两边収行列式可得， n — 
一^>省，十/^都培可逆矩阵，从而 . 


(47) 

c) in. 


s* 2tB t . 

情形 2 B r 不可逆，设 rftnk ( B 」>= r 』 Ug (38)《: fi |. rank ( B s )= r , 

设 W 是域 F 上的 W i 维线性空间，取 IT 土的双线性函数仏,使得沿在 w 的一个基下 
的度量矩阵为艮，由于 a 是对称矩阵.困 此&是 对称双线性涵数“于裹职中存 
在-个坫■使得仏在此基下的度貴矩阵为对角矩阵 diag 彳 , 其中岛是 r 级对角矩 
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第 io 摩 的线性贷间 


’V [Jf ! it H ufl 1 如…華批 ▲ 

4 士… 4 ■^一 sj-t 

其中 G < j &< r + 0< g ^ r ， r ^ i »， 不坊设 , j$J 


# * # 


-y s , 

一 d 


[I 



一 


— f 卜 4 

Orr 

K 


j 


两次用据 Win 消去定理的推广，得 




- I ， 


^3 ~~’ 


于是存在 g 级实可逆矩阵 C •使得 

J 一 


假如 a > v 4 I 


d /: 


Si 


J 




-1^ 


El 


if 


矛唐 n 


£] i-Cl^O^ 二一 < 0 , 

因此 p ^ q , 这置明了 X f AX 的规范形是唯■的， 


(5 ： V) 


(r> i! 


(55J 


(56) 



七、双线性函数空间 

设 V 是域 FJ ： 的一个线性空间，我们把 V 上所有双线性函数组成的集合记作 T 2 ( V ). 

容易验证 f r T ( V 】 对于函數的加法与纯董乘法成为域 f 上的一个线性空间 e 称乃 CV > 是 v 

上的双线性函数空间。 ' 

- 现在设 V 是”维的* V 中取定一个基 OU _，”■ .〜■ 则 的现线 性函数 J 到它在基 

众 ” a .…， A T 的度 M ® 阵 A 的忖应是 T : (vm w ， f 厂> 的一个映射， Ji 它是单射， 也迨满 
射，从而是双射 s 由于 

W ~h ff ) ( fir ( taj > = / f a t * a r ) H " 尽 （ a ! ，〜 > • 

*crji ) = vA Jf to, ) w J 

因此上述双射保 持加; 法和纯母乘法 t 从而这是一个同构映射.于是 

Ti ( V ) ^ MAFU dim T . CV ) - n l i 

又由于 

M b ( F ) ^ Hom < V , V >, 

H 此 T s ( vy ^ Uom { v f v ) 9 这表明 v h 的双线性函数与^上的錢性变換之间存趣彎 w 对 


(57) 

(58) 
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沿 io 拳挑杳度 m 的线性空间 


有了线性兩数的张量积的概念，很自然地会想到；在?1/中馭一 个基 CT | . 南 * …_，它在 
V - 中的对偶基为 A ,/ a +•«,/„• 考虑 V 个双线性函数 

/♦ ® // * “j = IfZ. — .n 

我们象证明它们线性无关，从而它们就是 7*.( V > 的一个基 8 设 

J ” II ?• ，雪2@/| = 0. (62 i 

„ v ‘ i = l 

考虑 <62> 式两边的双线性函数在 t 〜， 仏>上的值，得 


由 (63) 式得 


2 ) 二❹ 


(63) 


^ti = 0t r，i = 1 I < 6^1) 

因此彳/^@/ # 卜4，1，2,*_*,|1}裁性无关，从舟它们是 TVOO 的一个基， 

任产/6 TAVy .设/在 V 的基 a i , 0 ” … ■〜 下的度量矩阵为 A =:我们東求/ 
在 KV ) 的上述基下的坐标 a 设 


则 

因此 


a _m 

/= 山 

j ^1 • 

m n 

= /te r t « i ) — 2 /*(ffr )/| (a*) ‘ 


(65) 


( 66 ) 


_ _ 

/= S S ““/, ® /A (67) 

_ 麵 I s m t 

上述我们证明了： 

定理 设 V f 是城尸上 J 7 雄钱性空间， V ，中取一个基 , a .…， ap 它在 V ，.中的叶满 
基 ifr / i ，/*,，’_■*/_*則 {/,® i , [ ivj ~ 112 * …， u } 是 TV { VO 的一个基•设 V 上的双域性連数 
/在 V 的基 a E …，下的度量矩降为 A = ( 〜 * 则 J 在 7 W ) 的基 /) ® f , , /, @/,， 
… */ i ®/ ■，…，…， /_®/_ 下的坐标为 

争 vltciix f an f ### tOu t ，这 2^ •…， •“ fa m f f ( Sg> 

即令 •. ^ $ ， I …广 v ‘，， ： . - r . 


、 = 娜瓜® 从 • ^ (69) 

i ** t j ™ I 

设 / 是城 f 上线性空间 v 上的一个蹀我性 * 教， v_ 的子空间 < fft , 热 f | a ，多 ev> 称为 / 
的秩空间，它的维數称为 / 的秩，记作 rank 八下 面来求 / 的秩， 并 JL 付论它与/的矩降秩 


有什么关系， 

设 e 士是 V 上的一组线性函数，如果 V 上的双戏性函数/能表乐成 

/=- ⑽) 

那么称/能用 6, ,6,…，6 张* 形式表 示_ 一 

命题 i 如茱 v 上的双线性函教/能用 v 上的残性函數 u . … . e 张量形式表禾， 

那么/的秩空间 W &含于硌，卿 ㈣ 
证明由已知条件得到式成立.任取 O € 

a L iff ) - fia .0 * 

■r i# 

= S(SM-( a ))e , (辫 

，琴 Jl |i_I 


f 


p -. ^ r( •♦- % •!? "J j,-.L - 

因此吖亡冗(乏于是 ar. e 味…七） E 同理可证伽6 (H •…七、©此 


W [沾， fc , …， ■ 

由命趙 1 立即得到； 

推论 I 如果 r 上的双线性函数/能用 V 上的 r 个线性函敫张量形式表示，那么7的 
秩不超过匕 鳙 

II 雄裁 性空间 V 上的任一双钱性函躲/是带能用 V 上的有限多个线偉函数琢*形式 
表示呢？回答是肯定的，即我们有下迷命题： 

命题2 w 維线性空间 V 上的任一双线姓函數/能够用它的枝空间 W 的任意一个基 
张量形式表示 H 

证明在，的秩空间 W t 取一个基5 …它扩充成 V 的一个基…* 

I **-* e .- 设它在 V， t 的对偶基为 a 厂 . a ： ' ••“，《;* ，…-‘、把 F ， - 与 V 

等冏•則 gi ， g ! •…， a r ，如:1 1 … turn 是 V 的一个基 . 当 时. 对于 Ki 矣 r ■有 

& C ^) = a； m C6)：=0. (71) 

由于 at & W ,因此 aL =ii6+A|&+ … +M” ，乎是从 (71) 式得 ，& L ( a t ) "0 , /(« *^> =0„ 

同理，由于洳 t 叹，因此 ▲） = 0,即 fia t ^) = 0, 从而/在 V 的基〜 a . , … ，〜 I * … * 
c •下的度董矩阵 A = (^> 形如 - 




582 




m ic ^ u 有 度_的 线性空 n 


A 


j\-l 泰 

f 0 0 


( 72 ) 


其是 r 级矩阵 _ 于是据定理 9 得 


r 


(73) 


■ 


f= 

这表明 / 能用 w 的—个基右"条，张量形式表示 * 

从推论〗和命題2立即得到： 

推论 2 ” 續戌性空间 V 上的仅函教/的秩等于能够用张&形式表示 f ^ V 上 

线性函數的最小教 U , 


■ 


从命題2的证明过程中看到: 


r 4 -ink w J rank(/\> rankt A t ) < 


dim W =- rank /- 


S 此我们得到： 



琴 


推论 3 w 维残性空间 V 上的双线性函数 j 的矩阵秩不超过/的秩. 

存在双线性函教 /* 它的矩阵秩小于它锜秩 • 例••在2維线性空间 V 中取一个基 a 3 , 

它在 V ’中的对偶基为/!，/」考虑/ ^；,®据定理9可以立即写由/在 V ’的基 
把下的度量矩阵 A 为 



园此/的矩阵秩是 U 由于/可以用 /^/ a 张量形式表示 • 因此 rank /(2， M 如 
rank /- I , m /的秩空间^ h 据命题2得，/ =帕③ f : _任取有 

/ Cfl £， 浮）= = /( 沒 *0)， 

于是/是对称双线性兩数 I 从而/在基⑴曲下的度量矩阵应当是对称矩阵，但是 A 不 
是对称矩阵，这个矛瑜表明 rank /式1„从而 rank /=2^ 

定理10没/是城 F 上 w 维线性空间 V 上的对称双线性袅教 ，则 /的矩阵秩等于， 

的秩： iVi /"JR 

证明由于 f 是对称的，因此“•沒€卞_有 

办= f ( a . p ) - /(^) - ^ 

从而办=风.因此/的秩空间 W - ( & l [ a 6 V) t 

H 

在\’ t 取一个基々 "奶 ，■“必，设 a = t 则 

i^ii ^ ^ ^ 1龛荡 Uj • 「 A 

• 




> 


m I 


# 


183 


n 

® 此偏 = ■从而 


=i 


W 




( Cuj }/.»Cci )t i *** * Can > 


设 n ，. 财， •“也秦 V _ 中的对偶基为则 




C 74) 


(75) 


UU = 2 C«,) t («,)/, = 2/^ *^>//< 

(75> 式表明：在基 f 下的坐标是 

. 4( f ifti tffj -} ffim ius > /(oj fan 

设 / 在基 a I * o f ，…下的度量矩阵为八，则 

禅游 = rank (/\) = dirn(<oj )t t ( os >l t * a# * Cet M ) j ： > 

〒 dim W — rank 

定理 LO 对于， I 增线性空间 V 上的斜对称双 线性菡 教也成立 3 证明方法几乎一怦仅 
有的改动之处为 



— (一 ,)t 


■■ 


10, 1,2 典型例题 


9 i 1 在 中■设 pjj % Xg * Jt 4 *： y ” A » y 4>’. 令 

—立 i 力 +^$^t + ± jy 3 - r 4 . 

U > 说明 / 是 K ‘上的一个双线性 函数； 

(2) 求 / 在标准基 £ , ⑷ F 的度撒矩阵 I 

(3) 说明/是非退化的： 


(4) 说明/是对称的, 

(5) 求一个向量 u 关0,使得 /( c . cr ) = 0* , 

解（1> = ^ iy \-^-- r^yi +^ jy ^ — fv * 



因此 / 是/^上的一个双线性闲数： 

(2) f 在基 mi 下的度 M 矩阵 A 为 


4 -出七 1, K U — i }• 
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C 3) 由于 rank(A>=4i 因此 / 是啡退化的. 
m 由于 A 是对称矩阵，因此/是对称的， 

(5) 取 ad，:a,0,iy， 爾 /Ca,a)=0. 

例2设 : A = 是域 F t 的一个 m 级 矩阵. 设 V =- ACx “ F >, 定义 VXV 到 F 的 
一 个映射/为 / 

f ( GpH ) = tr ( GAH ). 
n > 说明/是 M_ X “F) 上的一个双线性函数 
(2) 求/在基 二 F 的度 M 矩阵 ， 

解( I )任取 有 

f ( k,Gi 十 irlikyGi +^ £ G £ ) f AH ] 

' =tr[ (辠 G/ 十 k t G ：) AH] 

^= *1 tt ( G ( AH } ^- k z trCO / AH ) 

; 6 fiG ^ m + k . f ( G M j {), 

同理可证 

H, — irj/(G.H]) +*i 

闼此 / 是上的一个双线性函数 . 

m E^^trOSkA E ,) 


ir ( a fl E H y 


A 

0* 


当 k — l \ 
当 s 竽 /. 


因此 / 在基 E \ i ， Eiji ，…， 

an 0 **' 
0 ail ，，— 


B 


m w 

0 
0 


… • JF * ■，… E-i 

0 


^12 

：0 


» • # 


Em F 的度嫌矩阵 B 为 

0 ― 丄 0 •“ 


« I 1 


0 0 


«JJ 


0 0 


4 * fe- 


0 

0 

* 

r 




a lm 
10 U | 


0 

0 


4 


# 

# 


0 




a 1; 



0 

… Of *1 


0 … ；0 



； 0 

… 0 

0 

*■ 

^i»y 

罾 

… 0 

* 

* 

0 

■ 

m 

议稱 i 0 

s : 


0 

■ 

m 

• _ • Q 

# 

，二 

0 

眷 

0 

m 

… ^«1 

m 

0 

• _ 

0 … fit wi 

# * # 

# 

# 

0 

■ 

■ 

0; ’ 

w 

* 

… d 
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r au L 

a til. 

^li 

A 

• 

c* 21 fm 

A 

■i 

* 

J ， 

_ 








其中 A ® K 表示 A 与 K 的 Kronecker 积 C 参看 《 瘅等代数学习.指导书< 上册 n 补充題 ffl 的 
第邡题）* 


例3 定义 / VUF ) X F 的个映射/如 T : 

fiAJi ) - xr ( AB f h 

亚明：/邀 ( F 》上的一个诈退化对称双线性函数 

证明任取 A , . A , , U : , 爲， Be 蚝 ( F > ，心，蛤 e F •有 

fikiA , 十 tA 2 . B )= irlik ^ A , + k 2 A ,) B ^ 

—凡 J 3' 十 j 

= I tHA . B ') 4 - k t 


= Jfe,/CAi tBJ + fe /( A ? , jB ). 

同麵征 ./(A 齊 A,B t > + h /( A, 迅），因此 / 是 M, t F> 上的一个双线 
性函数，由尹 


- - xraBA ^') 

因此/是对 称的. 




I r \. B A 


J ( B . A ) 


* 


fd - E M > srf ' E , Ej ) — tr ( E ^ E {t )* 


由于 

因此 



当^“ 


n e , , e , > 



^ ^ fl ^ =- j i 
其他 ■ 


于是 / 在基 Kn ， E i: ■… * E . ，，…，匕 下的皮置矩阵为 d 级单位矩样厶从 M /妃 II 

退賴 • ■ 

例 4 诎明：当V’是域 F L 的柯限维线性空间时 *V t 的双线性函数 f 的左根与右根 
的维数相等，都等于 


dtm ： V — rank ^ J \ 

证明 v 中取一个基 a 设/在此基下的度 m 矩砗为 /u tt 取 ce vv 设 

， 化 •…， a „)x 据定理2的 i 止明 acu v >当且仅当 x 是齐次线性方程绀,\夕 




- - 第 ID 取具有 度醆的 线性空_ 

的解，即X属于/ 1 泫= 0 的解空阏I ,由于 < r 对虛到它的坐标 JT 是V到 P 的一个同 
构映射，且 作也（\0 在此映射 f 的象为撕，因此 

dim radjL(V’） = dim W — n — ranfetrankOl) 

=dim V — raafe m f. 

同遡 n 『证 * dim rad|f<V> — dim V - rank™ / . 臟 

例 5 设/是域/ 7 上》维线性空间 V 上的一个叹线性函数 a 证 明： 

U ) 映射 L / t a h 适 V •到 ■ 的一个线忭映 射； 映射义 ：… - ^ 是 Y 到 V ’ 

的一个线性 映射： 

(2) Ker L f = rad^ V * Ker — rad ft Vt 
【 3) rank i./ = rank w / = rank R ,； 

⑷ / 慕非退化的当且仅当 L〆 或仏 >是线性空间 V 到 V* 的一个同构映射， 

证明 ci > 任取 hyevjeF . 有 

Lt ( Q + 7 ^ 0 = y)ifi ^ /(o-h y . fi ) = /< fl ， 识 + fiy.py 

=QL + 7t C^!) = Cot + n )/3f 
因此 L f { a & yy =^ ai i - y L = l f ( a ) 十 L, ( >0 e 

= ( ka) L fi =r T ^) = k /( a * fi ) = 

因此匕 / =亂/“)•从而 L / 是 V 到 V * 的个线性映射 

同理可 SE 仏是 V 到 V 的一个线性映射. , 1 」 

C 2 ) 06 Ker h t « ffL ^0 

㈡饵(芦 >=0,. 

㈡ fia ^ 0 )= Q , 

㈡ 6 radj. V\ 

因此 Ker L/^radi V B 

同理可证 Ker Rf — rndfi V m 

(3) 利用例 4 的结论可得 

rank L f = dim 1m (上 ，）=dim V — dim Ker(L r ) 

=dim V — dimCradf. V) = rank, /, 

问理 n J 证 i rank R f = mnk_ /. 

( 4 ) / 非退化 ㈡ md L V = 0 

肖 Ker L^—0 

^ 是7到 V _ 的单射 
㈡ MJfeV 到 V 〃的满射 
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㈡ 是 V 到 V 的双射 
㈡ L , 是 V 到 V 的同构映射 * 

同埋 可证: /非退化 ㈡ 是 V 到 W 的同构映射 t ■ 

点评从例 5 的第 （4 > 小题看到，若 h 维线性空间 V I :的一个双线性函数/是非退化 
的，则 L , * 一 0 ,.是 V 到 V 的一+同构映射•从而当 u 跑遍 V 中所有向 ft 时， aL 就跑遍 

V 上的所有线性函数 ，这 表明从 V k 的一个非退化的双线性函数/ * 可以穰到 V 上的所有线 


性函数•特别難*对于尸的点积 <* •?= ；^“表*它在标准基 A 下的度働矩阵避单 

位矩阵 I ,从而它是非退化的胃根搌上 述壤论 ，当 a 跑遍 F " 的所有向童时 , a t 就跑連 P 上的 
所 W 线忭喊数，这说明从产 W 点积 ff 可以得到 P 上的所有线性函数.这个结论有实际 
应用， 

洌 6 设 V EL 复数域 [m «维线性空间是 V '上的一个对鄉双线性函数 
证明； 


n ) V 中存在一 f 基&息 ，…成，使得/在此堪的度量矩阵 A = di 存 gU • 】 . …,1,0 


…， Dh 


令 


(2) V 中存在非零向量？ . 使得 /(f ,0 ^0| 

<3)如果/是非退化的.耶么存在线性无关的向量 f ， V , 使得 

f < ff) & 1 1 / C $ *$) ~ / 1 夕 1 咬 .）= 0. ' 

证明 U ) 据定理 3 、 V 中存在一个基 …，％ .使得/在此基下的投糙矩阵为 

dbg { f/ t ， A .…. </ r “3 ■…， 0} ， r ^ tt . 




f = 1 … * r ? 


為；负， jf ~ r -f I .« f 
显然為也是 V 的一 个基，_于 m 


/ m 、= = J-/tf i ^> — = 1 ， 


/(K 】 = f(tj ( , y,) = n. 



f{$^ *dt)= ^ ^ ~ /j-^3 1 • f~f^ k 1 : t_ ’ 


二 jt ,，,）； o ， 




啟肖存度墒的 a 性空間 


其中1 r < i^n _ ./ 在塞糸 . S e ，‘" 表7的度 贵矩阵 

A = diag (1 ， 1 ， "* ， 1 ， 0 … .()}• 



C 2> #/= o __ Vtfev ，. /<^ fl)=L 下 》/# o 。 据第 n > 小蠼 , v 中存在一个基 
， A ，…•使得/在此基下的摩_矩阵 A = dieg ({ l ， li … iUCU …_0) . 设在 農氣. 


F 的维标分别为 



f X 


r . 


A V ， 


(•Vj ，… V ’， 


则 / 在此基 T 的哉达式为 


f(a*^ — JTi y % +a: 2 , 2 屮 .•- -|- x r y f . 

其中 r = rnnk m f m 

巧 r ^ I 时， / 的表达式为 / fo 屬设 I 在基 H ” •，良下的坐标为 （0 :*H 
…, d >. 则 / d )= o 0 

当 r 為2时•设$在上 述基罗 的坐録为 ( 1， *■ • G ，…, 0 > 、刪 /($* 夸)=1 2 十户=0, 

(3) 若/非避化.则/在上述基表為，…•艮下的度量矩阵为 /■ 从而/的表达式为 

fiar ^} — Jr * y \ +』2力十 *“ 

设 f ?在基办【， 灸，… •夂下的坐标分别为 


y 


，f 


0 


t 


w$§ 


f 


m 


/ ( ^?>= y X +(^ fi )[-^ i ) 


— -+- 
2 十 2 


t 


/cl (譬/ 

/(" 卜(譬） 



1 


0* 



f : 


7 



例 7 设/ 培特征不为 2 的域 F 上线性空间 V 上的双线性函数， 证明： /是斜对称的 
充分必 要条件 为“对任意 ff € V \ 有 /{ a , ( j ) =0' 

证明必嬰性设/楚斜对称的 •则 对任意•苻 = —/ Uw )。 从而 2 fU f 
a ) = 0 ,由于 char fVd ， 因此 /( gwXL 

充分性设对任意 a 6 V \ 有 /( ff ， e )=0* 则对任意 ( ^£\/,有 

0= /Co + 岸》0 + 身） 

= / Cater ) +/( o v ^ +/< fd > + fX .0) 
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/(*. 卢） +/ 如 >* … 1 

* 此得出 ，/UJ ) = — 因此/是斜对称的,_ ■ 

例8设/是域 F 上线性空间V上的对称或斜对称双线 性衡数 .如果V中两个向董 
满足 /U, 辦=仏那么称 it 与 j ? 正交 • 设/ 是: V上的双线性函数 C 不必是对称或斜对称 
的〕*识是V的一个子空间，把/限制到 W 上，则 /I W 是浓上的玫线性函数。财的子集 

U g w [ f(arp - 0, e w\ , 

称为 /I 说的左根，记作 rack 评。类似地.可定义 /IW 的右相，记作 rad« w. 显然 md L W 
和 W 都是 W 的子空间，当/最对称或斜对称的双线性函数时， rad,. W - ra4 记成 

md W •简称为 f|W 的根 ♦ 

设 char F -2,/ mV 上的付称或斜对称的欢线性函数 . W 是 V 的—个有限锥真子空 
网.设托 K 穿 W,ii f 与 rad W 中的向釐都正交。证明 :在賀 的陪集硏中存在 9 尹0, 
使得 / {^-0, V ^ W . 

证明设/是 V上的对称双线性函数•则/在 W 上的佩制/ 1 W 是 W h 的对称双线 
性函敢，若/I说 4), 则 ml W ^ W , 于#对任癲界评".有 /xe, 兵 >=0* 从而对于 f+W 中 
任一向董 f + y<ye 说）有 

/ c - f + r，0) = / te，p 4 - / cr ， jff > - o , 

下面设 /( 祀关 o . f 齒定理 3 擦 , w 中存在二个基•痤得 jfw 在此基 r 的度瓧 
矩阵 D 为 

D = diagl^/j uii 、 … 考 d* .0、..* -tH ， 

其中 斌 #0，/=1 .2 •…，•令 


财当 1 </<广时，符 



/( gtfflrf ) 

f ( a E * di )° 


/( 卜，〉= /( f - ^ t ) 

= fi^*a,y — /(f ，★ ) = 0; 

当 r < 时，由于 a , tffj ) = 0 . . 因此及』运: rad 取，从师有 

4 = ■厂(芒， flj ) = Ot 惠卜 v 

因此对子 W 中任一向量# ; 说 "有 丨， • r i 

mM I.,, || 』： *1 t 1 彳的 ， f 場 Mr ” 

n iu h ii ^ iri! V y ^ ^4i-l u ■ 士， 4 m, I |丄 i r » m 

f(Tf*0) = /(^yj^a,) = y^4 /c^^> = o* f 

i (/* I 

设 / 是 F 上的斜对称双线性函数•若 / jiWsCK 则与 / 是对弥双线性函数情形的证明 
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一样 .命题 成立。 F# 设 / Hi dim W-m ? 据定理 4 得， W 中存在一个基 

S ” h ，，，•，良 r n & 

使得 / 在此基下的度散矩阵 B 为 

B=diBe ((-i :.) •…， U o)^r 

m ~2 r 

-其中今 

r 

7 = f + E [一 mu '+ f (^ d , u.i 

则当 】0<r 时*有 ’ 

r 

f (，，&，、= f ( S . S ) 十 XI [— /( fD/(A ，$> 咛 /<?, 次 ）/d，ft>] 

I- J 

二 ) 4 - f(H )(^ t) — 0, 

jr 

^ /(n,> + S [—/($.<?，>/c 象 j ,) + ，>] 

^ md t y — o, 

当盹.由于/(參•辦_， V 拆咿 •因此 9j erad 从爾于是 

- 0. 

综上所述 • Vpew, 有 f ( n 凇味 ■ 

点评例 S 中 9 的选取分别是受到定理3的证明中也的选取 * 定理4;的证明中焱选取 
的肩发 .这是例 S 的证明的 关键. 

例9设/是域 F 上线性空间V上的对称或斜对称双线 性蔌数 ，设 W 是V的一个子 

空间，令 ' / _ 

■ 

W -^- ia 6 V I fia f 0y ; 0 • Vp e W}, 

称研是 w 的疋交补•证明： ,." ^ :-, ; 

(1> W ^是 V的一个子空间; 

C2) rad W^W ^ ,rad W = Wf \ W 1 „ f 

证明 nniiTfi o^)=c>/(0^)-o, VjS€KV 因此 oe 从而 w 非空集 @ 秋 

讲」对于咖 _ 剛乘法猶, _ w 省的—个子跳腿非魏纖 

⑵由 rad 说与的定义立即得到： 



HU , 双线作廉败 
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U rad W t < rad W = fl * ■ 

m tn 设 v 是域 f 上《維线 性空间 •/ 是 v 上非退化的对称或斜对称双线 性函歎 v w 
是7的一个子空间-证明* 


(1) dim W H-dtm W —dim V r ； 

(2) 峰料, 

_• 证明 <1>设/是 V 上的非退化对称或斜对称双线性函数*在 W 中取一个基 

_把它扩充成 V 的一个基 ■ … ， a w 〜十_，…•，设/在此接下的度量矩_为 A * 
由于/非退化，因此 Z 满秩，对于 V 中向量 £T = (« t w … .d 

^ 0, V /96 W 


㈡ /(or*ai ) — 0* i = I t2 , … 

㈡ X ^ Aei =0， t = 1*2 , …， w 

㈣ XVl 南，…， i > = 1() 


㈣ ( C | fE ：> -…， = 0 

@ X 是齐次线性方程组 

C^j * e ^ f p * s )^A Z = 0 的解 


把上述齐次线性方礙_解空闻记作 X ； . 则贫呍 W &当且仅当 a 在 t 述基下 醜坐标 AT 6【/ 
由于__的■个同构映射，且在此同构映射下的象是 U , 因此 

dim W L = dim U — n — rankC (si .Cz» … ) 


=n — ratikC (fij •£”*•• te4，)i ) 
=h — m = dim V — dim W , 
从而 dim W -J dim W L = dim 1^* 


( 2 > 任取对;一切■有 /( ff . W 二 CL 由于 / 是对称或斜时称的.因此 
/(/ t 4 )= o . 从而于是)、雜 w : 用第【 1 )小霜的结论，得 

dim W ^+ dimCW 1 ) 1 = dim V . 

与第（1>小题的公式比较*得 dim W = dim(\V r ■ 因此 WstWM、 _ 

点评例 U) 的第 （1) 小題虽然有 dim W + dim W 二 dim V成立，但是由此推不出 
W@W — 例如* 在 R 中，设 a = (JT S “r” 』” A ) * 渾，）、令 

jc^yi — x Si yi — x%yi 一 ’ 


由于 





- —1 
= Cxi iXj fX*) 


I f ^ t 1 ! 


V ^» 



叫 


Mil n\wm 




^ 14 有廬 # 的线性 空 _ 


因此/是上的一个双线性函数，且/在标准基心％ w •备下的度量矩阵 A=<liiign 
—1.—1_ — 1 e ?是/是非退化的对称双线性威数. J ^ y = tl , K 0*0 广令 

由于 ,\ m \ - m "!. 




/(r*r) = r - i 2 — o ? —o*^o, 

因此 /( r ，^> tA /( y ， r )= o , 从而 rew 1 . 由此推出于是 wnw 1 二货.这 
表明识不是直和 ，且 ‘ ，.' 

例 II 设 V 是犄征不为 2 的域 F 上的《维线性空间 ■/ 趣对称或斜对称的双线性 g 

数， 设 w 是 v 的一个非平凡子空间 • 证明：7=你©«^的充分必要条件为/在 iv 上的 
限制是非退化的^ ^ 

证明据例 9 的第 （2) 小题得， WflW^srad ^ ® WCiVV ^0 ㈡ n,dW = G 

㈡ / I 出是作返化的 i 由此兑即得出必要性‘下面架证充分性,.设是非退化的，由 
上述知 妒(1 评于是只要 E 斯 

先考虑/是对称双鱗性函数的情形 ■ 由于 rftai" F#2, 且 /|V 是非退化的.因此 W 中 
存在一个基 a , r 的•…，如，使得/ 1 硏在應基下的度釐矩阵 D =-diag{^ ，述， .,* ，么 } •其中 

j t ^ 0ti=U2t ^ mma _，卽…為扩充成 y 的—个基 l ，⑴ •…， &m ，说•…，疼…令 

% 4■一 £ 7 ^^ 

纟_1 ■ U '®/ - fl , J 

则对于 1 ， 2 .… .w •有 


* a t ) = - 2 矣 ，山) 

="fifii - ^ *^ r y / Cg f =0. 

从_ € 『 ，卜 Hu 帅 的定 X 可看出心必，…,％孕，…立 晖与贫 ■ w, 
4 _…為 m 等价，因此 ai 吻，…-知 ，爲 *■” .成-_也是V 的一个基.从而1/写在，…, 

A 晰>•于是从得 

dim(W 十 W ); dim W + ditn Wig dim W .… ，良 ， > 

=dim V . ' 

*>|l 

由此得出， dime W =dim V m 因此 W + W 丄 =V ，从職▼法^丄 

现在考虑/是斜对称双线性函数的情形 ■由于 c ] iar F 式2,且 /| W 是非退化的，闲# 
研中存在一个 A , ■■ ■忒使榑 /I W 在此基下的矩哞 D 为 




W 的这个沾扩 fc 成 V 的一 ttt 







3t»_ i fit 鲺性函緻 


S 93 


Si f f5 I t * " * • 


^ Ir 


令 


f 


龟 + 2 [—八 ％ ，在 >tf ,] i 


U 2 — 2 r _ 削对于 /=1,2 •- “* r , 有 


r 


m /( 切， A ) + V [ - f ( Vl , a . + /( ^ ■&)/(《，.*>] 


^=1 


= 八 ％ ，D + /X 免 _ & H — 1) = 0 * 

^ |3 = /Cijtp _遂 • > + V [- fitly ,S t )/(#_ ) +/<平 ，A )/(U ,.)] 


一 r ■… ， yj^n-lr *S J 


.• — M^}j *^-ni) — /f % i> * i — 0, 

因此电 € W f - ，片 12 r , 从包的定义可看也 ，4 a ，■ 

… *o, • ’ ， •，… * 今 ' ‘， 每价 * 十适在 * 占 J *’*. ， lir ，在 ， ，> ■… j 也足 V ’的 一 ■ 个稱 L 从时 

V = W © (參 -… ，亏 •‘ 2r). 

于是从^得 

ditili . -)- W } = diin U + dim IV :在 din > W " dim ( 3ji : .…，■亏 ■—£>.〕 

— dim V .. 

闲此 dimtU ^ > — dim \ ，从而 IV + W 4 二 V 于是 H ’ 住) W 1 = V - ■ 

点评例 II 表明：对于特征不为 2 的域 F 上 n 维线性空间 V J ： 的对称或斜对称双线 
性函数，不管/是否非退化 ，只要 / jW 是指退化的，就有 V = W©Wi _ 

例12诳明：特怔不为 2 的域 F 上的《级斜对称矩阵的行列式是 F , 中菜个元索的 
平方 + 




证明设_.\是域 F 上的》级钭#称矩阵 a 设 V 适域 F 上的《维线性空 m].v 中取一 

ffi <?( > a ： * * T * ia * * 对十 a _ * 奶，… *a« )X* ■** ,fl„ )1’ *令 

f ( n ，0 = 7 ^AW ' ;: 

则 / 是 V 上的双线性函数。由于/ 在基化 •物，…，屯下的度置矩阵 A 是斜对称矩阵，因此 
/是斜对称的.由于 char F 关2,因此V中存在一个基^ …•，卜和，使得 

/在此基下的度量矩阵 B 为 


B = disg 



0 1 
I 0 


* - * 


* 


0 1 
0 




n 




• 0 






说基的*11 3 ,”，，〜到基 A ，衣-”_■•， 良 ，$-•， .…，爹私的过渡矩阵为 P , 脚 • 从而 
A = iP f ) l BP ~\ 于是 I A I ;丨（ 〆 ） ' BP~ l 1*|J3L 




__ J 典#度量_ 性空网 


若2，<«*则|£*1=0，从而|力1=0 1 

若，则从而丨 Al = ! P ■ 

例13 M : 明 t 持征不为2的域 F 〖.两个1级斜对称矩阵合闻的充分必要条忡是它们 
有相同的秩. " 

证明必要性是显然的* F 面证充分性. 

U 与 H 都适"级料称矩阵•旦 mnk ( yU ^ rank i B) a 从例 12 的证明中看到 
t-har F 幸2 时^绂斜对称矩阵-定合同于下述形式的分块对角矩阵 £ 


ding 



I 0 


0，… *0 


曲于 nmkU ) = rauk ( B ) •因此力与 B 都合同于同一个上述形式的分块对角矩阵 


从而 


点评从例 】3 看到： 特征不为2的蛾 F 上两个《级斜对輙矩阵只要右们的秩相芩，它 
们鳒合 同。因此对”级斜对称矩阵组成助集合进行合同分类就很容易*秩为0的（即零矩 
阵》组成…个合同类•秩为2的组成一个合网类,，•，，襄为 z w 的组成一个合同类，其中 n—I 

注意：从斜对称矩阵 合同于 上述形式的分块对角矩阵看到，斜对称矩阵的秩一 
定是 偶数， 此外，我们在€离等代麵学习指导书 (上册 第 4 章 u 货的命 | 7和第6章 d . 1 
节例 W 后面的点评先后两次证明了 M 斜对糠矩阵的秩一定是偶数' 

例 14 设 V 是域 F 上的线性空间_/是 V h 的吋称或钭对称双 线性函 数，” W 是 
V 的两个乎空间， 证明， 

ti > 若 ％[取 = ,则 , 

⑵若 /是#退化的，则 

证明 ⑴任 収此 w . 则付任意和％，有 /(a * p =0 w 由 f w , or : ,因此这 e % • 
从而 ％ ! 

由 puvsw ” 因此％ _ 假如 W 卜 由于/非退化 ，因 此从例 10 得, 


W 


( W ^) 1 = (Wi ) L -W 


% 


矛盾 • 因此 • , ■ 

例15没 r 足-域卜■上的线性空间，/是 V 上的对称或斜时称双线性函数^阶!是 
V 的两个子空间•证明,如果 那么％ 

证明由于％因此据例 li 得 , H ■从例 10第 (2) 小题的 ffi 明中看 
出 - P •園此 Wf ^ W j 9 ■ 

*例16设 V 是域 F 上的线性空间，/是 V t 的对称或斜对称双线性函歎纟谀^识. 




10. I 双线 r 性硇数 


獅 • 


遒 V 的子空间，旦■令 

a: w ； — W, J 

- _ ’ ， m g »* 

其中 /< o •辦，训.明: ^是撕， 到 w / 的一个线性映射. 

证明 设 a , yew ， JfF , 有 

fj ( a ^ y ) g^i a ( hx ) ^ . 

由于 

細 iff >= fiu -f Y * fi ) - /< a ^>+/ tr ^) 

= ^^}+g r Xp) = <#* +^Mj?>f V/? G W,| 

私 <fiy= /m = kf<a ,0) ^ kgj0> 

- ikgjipu v^e w ;t 

因此&十心从而 

!7 (ia + y ) = % + Sr = aCa > +，( y )» 

- ~ gk , = %, ferCtf ). 

于是 0 是 wf 到 v ^ r 的-个线性映射_ _ 

•例 l 7 设 V 是域 F 上的 《 维线性空间 */ 是 V 上非退化的对称或斜对称双线性_ 
数； WV *% 是 V 的子空证明；‘ 

w ； /w^ ^ (w./w^r. 

证明令 ir ! w — 


. Jlii ; 

其中 M/H w』 >一/(«,炉， v\ e w. w 如果於 i 叱二展 + iv" 那么 p :- 其 e 
从而 ^r- t" 

+ 州 i) 一 A, (译 + W, )^= fi Qm 0 A f 

d :: =/(〜 於一典）气0， s : r 

这 ffi 明了上途对于 t 的定义是合理的 £ 

类似 f 例 IS 的证明•可骏 &t r 是到 （ 说, UM ■的一 个线 性映射 s 由于 

cr ^ Ker r ^ A a — 0 ' - i 

切 A tf g? + W|> ;o, f w, e w z /w { 

㈡ fU .0> = 0, v ^€ w s 

^ ^ w t * 


m 





_ 


rm 


帘 10 章具有度敁的线忱：叫 


因此由 f / 非退化，因此 

dim(Im r ) = dim W ; — dim Ker r — dim W 「一 dim W 

=fdim V" — dim W,) — (dim V —— dim W 2 } 


从 ffti 


— dim W z — dim W , 

二 dimCWj/Wi) = dlm(W t /W t )* , 

} tut = ( W ./ W ,}* * 


因此 

W l / w , ^ ( W ,/ W,y ^ ■ 

例 is 设 V 凫特 征不为 2 的域 f 上的 it 维线性空间. V 上的 r ; 次函数也可以如下定义 s 
V 中取一个基 fl 3 m a _ * V 到 F 的 一 个映射7称为 r 的一个二次函数 •如果 对于任意 a 二 

Jj— 

6 V ， 有 

»■ . _ 

妒 o ’ g a n = aiii • 

i*-l /- II ； 4 I . 

換句 话说: V 上的一个函数心如果它在 v 的一个基下的表达式是„元二次型，耶么称 g 是 
V 上的一个二次函数_ 证明： 这个定义与本节定义5等价 ■ 

证明戊 g 造按照定义5来说的二次函数，则存 ft r 匕的1、付称双线性函数/, 

使得 


夺 Iff ) = V « & V . 

在 V 中取一，个基 a ! ，吻，•■••!? ■•设 /在此暮下的度量矩阵为 A = (4) •则对 V 中任意向情 

m 

1 1 m l ji . _ ，一 *^ ix ' 】 IhI Im ! ISI 

由丁 ■ a M 对称矩阵.闲此 〜=〃• r _ 造 f/ 适按木题给出的定义来说的二次函数 

6 U 是 V J : 的一个喊数，它在 V 的一个… 4 下的表达式为 qU ) = 

广其中〜二 a •令 _ v = <〜,）， 且对于 ff 二 （ C1 , fl £ , …， 磺 = ( aw ” …, 

fl „ ) Y . 令 

f ( t 2^) = X r AY , 

则乂是 V 上的一个双线性 3 数■由于 A 是对称矩阵，因此 •/ 是对称双线牲函数，且 






, 


/( a.d — D ^ qict ) t 


W V . 


因此 g 是按定义 5 来说的二次函数* ■ 

例19设 v 是域尸 t 线性空间 V 七的一个二次函数，证明： 

i ^ ibr ) => ^ qia ), \fk € F,« t V. 

证明据定义 5 得，存在 v 上的一个对称双线性函数 ./ ,使很1 u ) = / ( o 0 ) , V ^ ev t 

从而 

qi ka) = fika^kit) — k £ fCa^a) — k 、 q(cth ■ 

例 20 设 V 噩实数域上的 n 维线性空间 ,.(? 是 V 上的二次函敗 p 如果那么 
称 f 最今的 零向量 证明;如果的表达式是 f 定的二次型*那嗥 V 中存彳 Uiu 的岑向 
撤组成的一 个基， 

证明由于如 d 的表达式是不定的二次型 • 因此 V 中存钷一个 基 01 吻. … T 〜便得付 


P a ^ y^Jr,a t ， 4f 


17(3 > = + …+ 4 - x Ui 


* 


It 中 'I * * 令 


显然 


W 此 


” r = fl/ ffu fl ， t = 1 

7l = —叩 + %， j ^ p 

坳 =n" k = r 

T f … T %可以由 £1 .a •…线性衷出 • ill F 

ff] — Q} + * 

\ m + a^j i 

1 v i 

位 i 一 參 窄, ▲■ 》 . 这舞， I 一 *，（ 》 


1，2 * 夕 f 

夕十 1 w i 

r 4 - J ，… 


F 进 从丨， 7, ，…，屮 的定义式 得出，〜 . …， or ,， ni 以由 jy ，…线性 表出 .从 而它们 等 
价》因此尽， JJ ； ，… . 7-是 V 的一个基当/二1 . 2 * … 时 






'-i j 二 P H •… BiJ ■，辟 q (丨 ）=( 一 _ 卜 ^ O ； ^ k r4 I * •» 时，有 q( ^ > =P ，尚此 々 i 、 
浐，…■警都是 f / 的零向 摄 + I : • 1 >， … _ 

例 21 设 V 是实数域上的 u 维线性空间0是 V 上的 〜个二 次函数0的所有零向看 
组成的集合 S 称为 g 的雩锥_ 证明： g 的零锥 S 是 V 的一个子空 间的允分必要条件是, 
0 a ) 的表达式是竽正定的或 者申负 定的二次型. 


证明必耍性假如 gia ) 的表达式不是半正定的 * 也不是半负定的 * 则它是不定的 






* 


59fi 


荽 lo a 賊度 w 的_性仝间 


次咽据阀201 V ’中存在山 V 的零向矶0 _免.…，组成的一个基„由 ： Tn •…，％ 6 i 
且已知 S 是 V 的一个子空间•因此<免，，•_，，>&?•由此得出， V ^ S * 从例20的证明中 

得，7产 A 十〜3令•产一 ftj + a^r 1 ^从而:^ > D 于是 ‘ 

q ( , 7 rt-i ) =^2" — — 4 7^ 0* 

因此切 H ~ 7奸■这 S ，矛盾 * 所以兑 ( a 》的表逮禽是半 ii 定的.或者半负定的 
♦ 充分性设的表达式是 ME 定的或半负定猶二次型，先考瓛它是半正定的情形_ 

& v _ 中存在一个基 a ! . a : ，…， Cl , _使得对于二2 - r - o - ，有 

q ( a ) - xf + jcf ^ — + xj , n ^ 

其中当 f <« 时， 

㈡ 4 + ^ + … + 每 0 

㈡ 々= JT t =…= X /= 0 

^ a Xaj ff ㈣ I f ■•屬 -h 

㈢ fif € <0 P*t t *■* *0,, > #： a 

因此当 r <» 时 ， S = W rM ,--, fljl > a 

肖 ” 时，由」 . 述推导过程看出 ：a e 汾 =?b = ，从而 S — 0^ 

对于 v («) 的表达式进半负定二次型的愤形，证明与上述类似 ■ 
_例 22 设0是欧几里得空间 R __ 上的一乎二次函数，证明 : g 的零锥 s 包含 IT 的一个 

标准正交基的充分必要条件是 W 在 R ™ 的一个标准正交基（从而在 r 的任一标准正交基> 
下的钜阵的迹等于零， ' 

证明必要性设 g 的零锥 S 包含 IT 的-个标准正交基 H , …，据定义 s 存 
在『 上的 一个对称双线性函数/,使得 

句= fia^aU Va € K \ 

/ 在基 i|i ，彻， . 〜咏下的度量矩阵 A = (/1 屮，氓）> • A 就是 t 在基 《! ”哦 ，… ，卟 fr 的矩 
阵，由] ■ i| f 6 S + 因此 /*( i | * ij , )cjf rj t > = G w = 1 ， 2 ■… * ii 2 从而 

Jif 

tr < A ) = = o . 

MLi I JLUJB ••- *，*; * _ 隼 I •一 K 

设 { 4 ，… H K 的 ffi — fe 准正交 843 IJ , 到 A 各的过渡矩阵珐 

P ^ im ， fl 由于 L …，卟是标准正交基•因此 f ( g , { 卜 a ; a ” 由无 n 
… ，氡 是标准正交基，因此 二，. \ 

a ； a ^ = )= 3 ^, “ji = t，2*-'in. “ I : r 

从而 P 是正交矩阵，设/在基黍 *&* — *{, 下的度量矩阵为 B ,则 B =? P ^ AP ^ ll ^ AP . 



« 


J O , I 欢线 性舰 


m 


珊 


_ 


因此 ' 

充分性对维数《作栽学归纳接 , i m ，已知 q 在 K ] 的一个标准正交基屮 K 的矩 

阵 A = U > 的迹等于 0. 于是 Eft 于 A 就是賴应的对称双线性_数/ 在基屮 T 的度 
級矩阵，因此从而 t 是％ es , 一― 

_设对于维时命越为真•现在来看 it " 上的二次函数 L 已钿分在 R _ 的一个标准 
正交基争，… ，屮 " F 的矩阵 A 的迹等子0,设々相应的对称双线性函數为则 A 瘙/ 
在基平_%•… .11 •下的度撒矩阵，于是 

if 

0 = lr A ^ 2/( if, *i| s >* 

I 

如果 n .•..•〜 不令 W 于 s , 邵么 /( f| T ， ）, ■■‘ ，/t fy.. _ I ^不全为 0, 从而存在 n 
使搏 

/c ij c , ij. > > o> f(7t, < o. - i .i ； 

令 { r "" n , + Ai /,. 其中 A 棟定使得&海 雖向 M •且 （€ S . 

0 — Q<n + Aff p > = /( fj , + Atj ^ % + Aif ,> 

=/(!?■ _ % > 十 2 x / (, i| P >+ y - /( ij : 

_乎02/<||,啷）] 2 —4/(||』,||,>/(咏,1|_>：>1周此存在餓4使撙•把屮十 
扣单 位化后 iiifl t , m </ C|i )=0 ^IJ 4 € S , 把吞扩允成 R 的一 1、 标准正 交嵘 j 、 
…， 令职 = … *匕>,则 

R - - <4，> © W . 

设/在基 fW & ,••%&下的度 M 阵为 B ,设基 f |, 到基6，…4,的过渡拒阵 

为 p rti 于 ifim …和 u ” …，§都是标準正交基•財此 J 3 遊槪交 矩阵， 于是 

B - P f AP ^ PH 

因此 u(B) = tr ( A > - 0•由于/(专”各> = q(i： ) ■因此亡 / C 尽 •§,) = I 于 JI /1珥在 W 的 

_ _ J 3 ■ , t _ 

—个标准正交® I,… .5 .卜 W 度的迹等于 （ uf •■就 Id 妮在 u ，的 fe 准 屮交基 g , 
…，€■ F 前矩阵 •搌 归纳 假设考 fW 的零锥包含 W 的一个标准 B 交義氟 ，…■良•易知 • 
…忒是 V的一个标准正交基，且它们都 ® 

根据数学归纳法原理 ， 对•切正整数〃，充分性的命题为真 .. ■ 

点憚从例 22 的必要性的证明中看到：若 R， 上的一个二次函数斗翁零锥 S 包含粑 
的一个基屮，，…，么兮在这个基 T 的矩阵 A 的主对 fft/ti 仝为 cu 例-避把解析儿 
何中 f 述命題推广到 w 维的懵形，在直角坐标系 Oj：yz 中，顶点在原点的二次锥面 

11 +<ftr〆 + * f ~4 - 3 |^' Jlj '■ = t ^' Zdj |, j 3-4 - 2 iiia yt — fJ T - .* 4 || ^^ P ! L ；I 
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有三条互相® f ! 的直母线的充分必要条件是 ojj + + a， r =() ■•’（ 参着丘维声编《_析屝何 

C 第二 .> J 鑲 H 7 JS 的第〗3题>. | 

例23证明, fr | R 寒财称矩阵 A 疋交 相似于主对角元全为 G 的矩阵、1且 K 1 ir ( A ) 

—Qm 

证明必要性是 Jil 然的 • 7面 IE 充分性 a 丨：: ^ , J , L1 

设《级实对鄉矩阵3 =(〜）的迹等于1对于 K 屮《 二,(》 

'令 


» n 

则 /是 上的一个对称双线性阐数。 / 在祛 n ，.. ， 仏卜 m 度沾矩阵为 u 

— f(a,a) ♦ Va t R\ 

则 g 是 R _ _ fc 的一个二次涵数•它在基的， e " …下的矩阵为 A = 由于 tr < A ) = Q . 据例22 
的充 分性得 , 7 的；锥 S 包含 ir 的-个陆准正交，屮设/在基 ij …■小 

下的度關矩阵为设基 fi , it *. — .6* 到基屮.％，•••*攀的过讀矩阵为 _ P ，由于这两个基都 
是标准正交基 * 因此 Pj | 正交矩阵。从而 

B = P f AP = P ~ AP \ 

瑚 A 正交相似于 B •据例 23 盾面 的点评，由于 B 是取在越 平 ■ •■.■ ty , IF 的矩阵 * 因此 B 
的主对角元全为 0* a 

点评的充分性是第9章补充題九第 3 麵的特殊情形，但结论吏强.补充题九 
的第3題是:: 4 *设 A 是域 F 上的 n 级矩阵，证_ :如渠 ir ( A ) = 0, 那么 A 相似于一个主对角 

元全为0的矩阵％例 U 的充分性»对于实对称矩阵為来说的•如果二0 •那么 A 正 
交相似于主对角元全为0的矩阵 ■ 


例24设都以《级正定铒阵_证明: AB 的特征值都是正数_ 

证明由于 A . B 都是?!级芷定阵•因 ift 存在 n 级实可逆矩阵尸 、 Q , 使得 


^ = P'lP — P r P , B Qf lQ ~ Q * Q m 

f 避 AB = P PQ f Q 由于 p 、 PQ Q ) }q ( PtfQ ) r 有相间的非岑特征值 * HJ PQ f Q) P f = 


( QP 丫 < QP 。 是正定矩阵•因此 PCPC ^ Q ；) 的牵零特征值都是正数-又由于/^(叫如可 
逆 - M 此0不是它的特征;値>从而 〆 ( PCQ > 的輸征值都是正数，即的特征值都足 


正数 4 ( ■ m 

点评例24指出，如果都是 n 级正定矩阵•那么的特征值都是正数 & 虽然当 
AS # BA 时 . AS 不是对称矩陴 ，从而 AB 不是正定矩阵，但是 AB 的特征値都是正数 k 这 
说明特征值都是正数的实矩降不一定是正定矩阵，只有特征值都是正、败的实对称矩阵才避 
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正定矩阵. ▲ 

例25设 V 是域 F 上的 n 维线性空间都是 V "上的双线性函数，证明：如果 
TBuk„f = rank , g ，那么存在 V 上的两个可逆线性变换 P ■{?. 使得 

fiPi ^. Qip ) - g (。办 Va #6 V - 

证明 V 中取一个酱 a w ， •亦设 /. R 在此基 T ? 的度黌矩降分别是设灞要 
浮找的 v 上的两可逆线性变换 p ， g 在此基下的矩阵分别为 P . Q (待定任取 V 中向撤 
a ~ J o t » . a .. 二 la ii ., fir . ■… ” i n .有 Pia ^ = la < *a * … " j,, 〕 Q ( .戸 1 = W / ， a 」，…， < J n ) 

QF , 由-赛求的等式榑 

iPX) f A(C») = X r BY, 

即 ^ P ' AQY ^ X ' BY . 

由于 rank . / = r « mk 胃滅 ，因此 rank <, A ) = rank 从而存在"级可逆矩阵 P . t ? ■使得 

PV\Q = JB . 于是可定义 V 上的线性变换 P 4 满足 

P ( a 『， ii 2 ，…~ (<Ti »cti ■ ***，《 r M ) P ， 

G (⑴，众”… > = (< n ，史，… 

则 t \ Q 即为所求的河逆线性变换* _ 

«26设 t ； 和 W 是域 F 上的两个线性空间分别是 U , W 上的双线性函数,令 
V ^ U + W m 迫义 VXV 到 F 的一个映射/如 F ; 


dii 


g(w，* wjf) + h(w\ > 


/C Ciij * u j i ) «(iij + t ^ j )) 

证明; (1> / 是 V 上的一个双线性函数; 

(2) 设 char F 约，若 非退化，则 / 非 退化； 

<3> 若 g - h 是对称的，则/也是对称的； 

若 是斜对称的*则/也是斜对称的 I 

P - .K 

(4 ) 设 dim [ r Ti , dim W = m 3 若 g 在 [ 的- 1、族 a * a 」 . … F 的度 W 矩牌为 B 
在 w 的一个基趴 A ■…必 下的度曩修阵为 C _ 則/在 X 的一个基 

(&i *0). (a: ， 0>» ‘-* t (a* »0> * C 。 ij3i ) t — ♦ (0*^L % 

f 的度 a 矩阵 a 为 


k 


A 


B 01 

o e 


证明 （ 1 ) 徹 W i • W | > • U * ” WY J f ( li * ULh > & V ， 焱 "& F t 有 


/< ki(lii ) + k s i Ut tWa ) . Wii )) 

/( ( ~ W! 十是！ A .kyUh + kiW2 i . ( W , t Wi )> 


— #Ci|iii + k 7 Mt tU 3 ) + h (kx Wi t£% t Wi ) 



—是 Ui •«■) I iMi) + A, h(Wi 雜 > + k -hiztb .Wi ) 

產 it 总 （A hi Xi^i ， ti，，>」+ A 3 [#(m: _wH h{%ui ^,W ))] 

二 h /(ti : ) T (^ /Xu ： ,w*} titty ,Wi >)_ 

类似地，可证 / 对第二个变最也是线性的 _ 因此/是7 h 的一个双线性函数， 

(2) 设 U 非退比 I设(《 3 ,u.v>erH. V••則难于V申住 g 向通 ( Wl a . K 有 

0=" /(( f /^ , xL^)*i ti e ’Ws > ) is = tfl; ) 4- A (^| * u < T ) * 

0 （ K| * ) » ( f< ： * Itv ) ) S=r Ul * It ： ) ^ /tXtlTj # 一 ) 

= g(ui , Kj ) — h<Wi * w z )* r r 

把上述两式分别相加、相减得 

2 jf C w t , «= ) « 0* 2 h (ivi * W |；) — 0* 

由于 rhair F 忒 2 .因此… ，“.）= o ./ Kh . u . > = 0 0 由于 《 3 、斯分別是〖 _ 说中任意向 _ 

因此《，€_」[；，€阳4撕. g 知 |f.A 非退化，于是《产 0 •斷 从而 n^ F=0。 
类似地，可 SHrscU V = 因此/是非退化的* 

(3) 设发 ，A 对称 t 则对于任意 ( ，斯 ）.（ w ” 叫）石有 j 

；j^( ( jW ; ’ W|;) t (llj tlUf ) ) 口 jtf ( «I * tij ) ) 

—戽 （ 《” ⑷ ) 十 A ( u ^ f Wi ) 

’ W 挪 ( t£ t iU^ ^ f (tii iiti|) ) # ， 

因此 / ft 对称的 3 

类似地可证*若 , /! 斜对称，则 / 斜对称_ 

(4) 由已知条件得 *o r >) ,C= )).-, 

/Cttf l .O) f (^,0)J — gw ， a t ) ^ 容（叫 O ，： 

/C(0^).(0^)) 每增 4), 

/( C ffi ,0),( C ,^>) = K ( a,，W + A 0)^) = 0 f - 0 - 0 , 

*0)) = g ( Q t ( j Jk ) 1 0) = 0* 

因此 / 在 V 的个基 ( ai _(》>々”03，， （ 0 』>从译>,..、 （ 0 4 ) 卜-的度跡阵 4 为 

免 J ” 0 \ 

A "k c } ■ 

点评例 26 的第 ( 2) 小题中*若以 和’都 遒有限维的，则从第 u> 小题可以推出第 u) 
小 ■ 的结论1 W 此不必加“吐奸 F¥2"_ 条件 • 但是对于 LT 或 W 是无限维的情琅，餺要在 
第^小題加上 “char F^2，， 的条件，例£6给出子从两个线性空_ u 和IV 上的双线性函 
数构造它们的外直和 U4W 上的双线性函败的方法，类似地 t 给了 V的两个子空间 U.W 
L 的汉线性涵数及，4,如果■那么可以构造 v 上的双线性函数/，兑要令 
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/( + -Wi f M ： -f =™ g(u ： w U ： ) H" h ( Itf*) • 

则与例？ 6 —样地可以证明相应的各个结论, 

例 27 设 V 是域 F 上的》维线性空间 ■ /是 V 上的一个非退化奴线猶風鳜，证明 3 
( 1 >任给 V 上的一个双线性函数心存在 V 上_一的一个线性变换 G ,使傅 

- - - - - -仏则泛是 H 0 m ( V,VO 的…个同构映射， 

证明（ I )对于 V 上的双线性函 数心任 意给定 fl ^ V _ 可得到 V 上的一个钱性函数 
气•使得奶./(卵一贫以，#. VjSev . 由于/是 F 上的■退 ft 双錢性函数，因此覼例5的第 
(4) 小庙爆 ，财于_，存在唯一的 sev , 使得 

M- 

从而 * 辦， v^e v . 

令 g ^ v — 

a I—a, : - 4 - 

其中5_足以 4 =心"由上面的议论知道不是1^到 V 的一个映射 I 现在求证 G 保掩加法 
运舞 。江取 a.yeV &a + y =^ 则 <7( a~l y ) = G < ? ) ^ a ( a)^a .(；( y > = f , 对 1 MI : 意 

卢 ev , 有 

11 M %(py= ^(j?> == = g(a-^t*0 I 

N ^ = at t iff ) t y 、(0} 

=( a Lt + n t Up ^ ( d Lf i - 

因此參。 =&,+&,• 据例 5 的第（！>小题得 

= t/ia ) 十 L~(7 ) 写 L; <ii+ ?>_ 

据例 S 的第 H ) 小题得于是 

GCa + y) = G(u) + Giy}, .1 

赛似地可证: Vaene - F ,. 内此 c 是 V 上的 … t 线性变换，且使得 

岛 (m *0) = f ( G ( n ) */3) 1 tfir ， 沒 V * 

假如还有 V 上的一个线性变换 W ,使得 

gt & iP ) — f ( H ( 杈） ， p ) ， V aVjEf f V . 

则 0=/( GC ( i > — Va , fieV s 

由 P / 非退化此从上式得 

GCcr )- H ( a ) - 0, Va 6 V . 

由此得出 * G = H * 因此唯一性 成立. 1. - 

f 2) 取定 V 上的一个非退化双线性闲数厂令 
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。： ThCV) — Hom(V,V) 

K f c * 

其中 G 是第 （1) 小逝中 定义的线性变换*它满足 

gics ^) — f ( iG ( a ) ，尹)， V a * 芦 € V' 

由第⑴小麵的结论知道 d 是 7V(\0 到 Hom(V_V> 的 ■个 映射，设 a</0=H, 若 刪 

匕 /(«(<>) ,0) = /{Gia)^ =g( a *0>, v«^e y. 

由就得 出鴻耷 g, 曄此是攀射 „ _ 乎对任奪 《 •胺V，有 

Cg it a 咖破 + h 一、珍 

- f ( Gia )^) f CH ( a >^> 

"J ^ CCa) ^ HCff) «^J) 

^ /X CG 十 HKa) -p), 

因此据疗的定义以及第 （i) 小题中的唯一性，得 

a (尺十 /i) ; G 4 H = cig) +ff(A}. 

类似地 可证: V g 6T t cV)_A6F* 因此 T,(Y) 到 Hem(WVl 的一个钱 
性映射.由于 

dim TiiV) = if J = dim Honi(W> t 

因此 ■ 从 c 足单射可得 c 是满射 . 从而 c 鹺双射 • 因此 a 是 r. r V ， 》 到 Horn( V • 的-个同 
构映射 ■ _ 

点评例2 7 在 TV(V) 与 Hom(V*V) 之间直接建立了一个罔抅映射，不用矩阵作为纽 

锥 s 关键是用例 5 的第⑴小题和第 (4) 小騷的结论，迎 明了对 于V" J： 的职线性函数尽.存在 
1上唯一的一个线性变換 G •使得 ~ 

fl(a^0) — /CCCcr) , Vci - 尹 t V. 

从而把 IT 对应到 G 的映射。是7 «V]到 Hom( V t V)助一个同构映射 

倒 2S 设V是特征不为2的域 F 上的 ff. 维线性空间 i/j 是V t： 的对称双线性潘数， 
其中_/ i & 非退化的*设 G 是V上唯一的一个线性变換.使得 

只 (a，^) = f(G(a) *0y * V q-fj? & V , 丄 , 

证明少中存密一个基使得/，貧在此翁下的度量矩阵都是对角矩阵的充分必要条件是, G 
坷对角化 • ’ u 

证明充分性设 G 可对角化 * 则 

^ = Vi 3 © © V K * , 

其中 i … ■ A_ & G 的全部不同的特 征值当 时，对 e y』j e v ，有 

Wm 、 = / ⑷（争 ）*7,) = J A, fin 、、 
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Tf , * fft ) 、二 /( g (.令 }'*^^ ~ n % ，外、 

— XJ irj^^ ^ A f /C 7 , >. 

把上丽两式相减得 

0— XJ ( 平，切 > — A,jf (亨， 7 , ） 

1 丨 1 I ' k = Q , — A , >/ Cf ，切 >* . 

由于 A _ X ，因此 /(7, ，免)=0, 从 [ f!f 兑 （ V _ .免） 二 CU 

由于 f \ V \ m V , t 的-个对称双钱性函数 •& char F 科,因此在中存在一个基 
_，时,… , ift 得 /I V %在此基 T 的度*矩阵人= ( f < a ^ a u >>为对角 矩阵。 于是当 

时，有 /( 叫，叫 >二0,此时也有 

客 （知 *a v ) — /((7(a# ) *e r ,) k J (A,a# fa^ ) 

~ A if f ( a ^，Dfg ) = 0- 

从而在基以 …必 f 的度 ffi 矩阵忱也 a 对角矩阵_ 

把 wa lS ， ~ ( i_=l *2. ….,、）合起來成为 v 的一个基■综卜_所述将 * / 在犹填 下的度 

量矩阵八为 

A = dia 拓 {Aj … * A ,} ， ’ 

g 在此基 T 的度 M 矩阵 B 为 

B — ding { _ Bi . …，氏 } ， 

.4 和 B 都是对角 矩阵， 

必要性设/和只生 V 的一个基 n ，…必 F 的度®矩阵都是对角矩阵，则3 r ^/ 
时，有 

J \ a ,， Q〆 ） 0 . 及 (0^*€ ly ) ^ 

从 jftili *0/) — 0 择出 . a . t ( 0 M 1 … ，0 r 卜 1 . fljif " … ， H -》• 由于 

0 = ^( ai * aj ) = j ^.0( a f ) )» t _ j ， 

因此，〜由 T / 是非退化的 _ W 此据例 lo 的第（|}十8_的 
结论得 I - 

dim < a.arj . flr + i ’”，•!！■> 丄 / f i I :, 一- e 一 . ,；v \t 

=dim U — dim < a " … » e^j -… ti ^ > y ‘ |，j “，" ： i 

= tt ™ Cw — l：S = 1* 

从而 （ d 】 .… * a,-^i I f "" f <3* > L — ia f ), 

f 是存在; L £ F . 使得这表明 A , SG 的一个特征值 ^ 雇 G 的属于 # 価值 A , 
的一个特征向量.从两 G 有 n 个线性无关的特征向童 ffl , 给 ，■- . a .. 因此 G 可对角化_ _ 
例29 设土 e 都是恃征 R 为2的域 F J . 的《级 if 称矩阵 * 且 A M 可逆的 H 证明：存 
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在《级可逆矩阵 p 使得和都为对角矩阵的充分必要条 件是歲 -* 在可对角化 A 
证明设 V 是壤 F 上的一个，|廳线 性空偽 】 ，v 中取一个基，任给 V 中的向 

M ： iai ^ ai ，…，(的 .…令 

。 X ' AY . gia ^) - X ' BY , 

则/和都是 F 上的对称双线性函数•它们在基免，免，■下的度董矩阵分别为為 ，艮 

由于 A 可逆，因此/鳥非退化的 • 据例 27 的第（1》小题，存在 VJ ： 唯一的一个线性变換 
G ， 使得 ^ 


g ( a ， g > = f ( G ( a }, p ), Va ^6 V r , 

设 G 在基 m ，化■…， i 广的矩阵为 G •则从上式得 

iGXrAY = JC # (G^L>r, VX*F 6 F*. 

于是 B=GW 从而 B ^ AG , 闲此 G =/\ 据例 28 得 

A B 可对化 
㈡ G 可对角化 


㈡V •中存在一个搖？！…，使樽/,贫 ft 此褪下的度坫矩阵部是对角矩阵 

肖存在域 F 上的，级可逆矩阵 P ( 它是基，…％到基.饵的过渡矩 
阵> .使得尸 V \ P 和 P ， tiP 都是对角矩阵 B ■ 

点评例的给出了持征不为2的域 F | 两个/!级对称対，■阵八与 B (其中1可逆）能 
-齐合间对角化(指存在同一个可逆矩阵 P 使得 PV \ p ,^ 0 p 部为对角矩阵）的充分必要 
条件是 A 可对角化（靖一 1 B 相似于一个对角矩阵在《高等代歉学习指导书 < !- 
册>》第 S 章 fi _ 1节的例！5和节的树10分別给出丫两个 n 级实对称矩阵能一齐合 g 
对角化的充分冷忾 * 其中例指出:“如果两个 n 级实对称矩阵4 与忍町交換.那么存在 
一个 n 级正交矩阵 T ■使得 TAT 与丁，都为对角矩阵"，例 10 指出广如果力与 fl 都是 
n 级实对称矩阵，且焱正定，瑯么存在《级实可逆矩阵 f :, 使得 CVWT 与 C ， HC 都是对角矩 
阵’本节的例2 9 是利纖对称双线性通数的知识 ( 本节例打 和例如 的 结论） 来解决的由 
庇体会到 * 对称双线性®数.对称矩阵_还有二次函数■二 狹塑谜 几个櫬念有着密切^系* 

梟特征不等于 2 麵 F 上的 " 维紐麵•则下述图表播示了对称双线性函数，对^ 
矩阵 * 二次函数 • 二次型这几个概念之间的内在联系。 

冽 3 D 判断 F 列两个2级实对称矩阵/^与打是否可.齐合同对 角化- 
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因此 + 从而 A 1 +1是 G 的一个零化多项式.由于 V +1在 R 上不可约，因此 
A a +1是 G 的最小多顼式 a 由于 f 十1在 R [ A ] 中不能分解成一次因式的乘积，因此 G 不可 
对角化.从而据例29得，八与13不能一齐合同对角化. 


点评例30中，由于 

AB ㈡ 

因此从時爾 f _ 等代数学习指导书（上册)1节的例15无摩判斯 A 与 B 是否 
可一齐合鬨对角化，由于為鞠 B 都不是正定矩阵,因此用 C 髙等代数学习指导书（上册 )* 
心3节的例！0也无法判断 A 与 B 足 S 可一齐合同对角化 .. 而利用 本节猁 29却可以判断 
A 与 B 不能一齐合同对角化 * 由此看出例29的威力*例29要求 A 与 B 至少有一个是可 
逆矩阵.如果 A 与 B 都是不可逆的对称矩阵•癉么如何判断它们是否可一齐合同对角化 
呢？下面的锏31回答了这个问题， 

例31 & A . H 都是特征不为2的域 F 上的 n 级对称矩阵， 证明： 若存在心 E F , 使得 
AHB 可逆風 B 可对角化.则 A 与 B 可一齐合同对角化 * 若存在 &6 F , 使得 
A + A e B 可逆 iUA + jUBKj 不可对角化■则 A 与 B 不能，齐合同对角化__ 

证明设 A 十 A U B 可逆且< A + AJSr 1 ^ 可对角化.则据例29的充分性得.存在 it 级 
可逆矩阵 P * 使得 〆 与 KBP 都是对角 矩阵, 由于 







蜃 


刪 


響 
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P\A ^ A B)P - P AP 十 ; U P'BP * — — , 

因此 P1F 也搪对角矩阵， 

设 A 十心 B 可逆，丑 （ , A + XoB ) B 4 ^ n 对角化.假如 . \与 B 可一齐合同对角化，则存 
在《级町逆矩阵 P ， 使得 PV \ F 与 P ' BP 都是对炻矩阵，凼于 

I y iA ^ XuB)P ^ P'AP + ^^BP, 

因此 P r (A+AoS>P 也是对角矩阵，于是据例绌的必要性得，（/1+义〃6>「 1 3可对角化，矛 
期\因此 A 与 S 不能一齐合两对角化^ ■ 

例32判断下列两个实对称矩阵 q B 珐否吋 — 齐合同对角化 = 若可以，则求出— 
个可逆矩阵 P t 使:〆 AP 与〆都为对角矩阵_ 

^■0 

0 — 1 


A = 


B 


解由于 


A + B 


显然 A+B 可逆*且 



G- (A 十 BrVB 


0 



\kI-G\ 


X 

0 A 


0 0 
0 — I 

= KA — D 


0 

0 



- K 9 S 


由于 G_，G#J ， 因此由上式得 {的最 小多项式机⑴气从而 G 可对角化于 
是据例31獬 M 与 B 可一齐合同对角化 • B 


于逢 


f 1 1 

I) 

A ! 


rl Os 

] 1 

③ + a>* t-n 

— ； — - — >i 

0 0 


0 0 

1 a 


1 a 


i ^ i ： 

0 1 

1 

G 1] 


0 1: 


P 


— 1 


0 



P f AP 


从而 


1 a 、 • $ 

0 、■& J ’ p ■卜 , \ - i ' \ ' I 5 - h 

1 CM 


P f BP 


— 1 


0. ,0 Q 

o — i o 




一 1 


0 

O'l 


r > ,i 良 I" :找 

0 、 ：； 

t fh ST ; - 


点评例抑的 A 与 B 不可交换，且 3 与 J 3 部 F 是 K 定矩阵，因此用4高等代数学习指 




- - - 


_ 

导书（上册） W , I 节的倒！5和 6.3 费的例10郡无法判断 A 与 B 是否可 - 齐合间对角化 
但是用本节的例31却判断出/\与朽可一齐合同对角化_ 


彎 


习题10, 


L 在 K* 中，设 ff= 【 A ， ， x 3 ， x* )',p- (v, t^a *.v^yi〆* 定文尺 1 上的一个双线性 

函数 

f(a,fi) — JTi>i ^ 2x^y t +^rj>4 — 3x 4 y a - 

求 / 在基 

a , - ( l . ZAAy.m = <2,3,1,0)% 

a . = (3,1,1, - Z >\ a , -⑷ 2, — 1, — 6>" 

下的度量 矩阵， 

2. E 明： M ,( F ) t 的双线性函数 mB )= rKAB ) 是非退化的 M 

3. 设 V 是域 F 上的 n 维线性空间， /JiV 上的一个对称或斜对称双线性函数 . U、W 
是 V 的两个子空间•证明^ 

⑴ （ u + wo 上 nw 〜 


( 2 ) 若 / 非退化，则 + 

t 设 V 是域 F 上的线性空间 */ 挞 V 上对称或斜对称双线性函数：旺明：如果有 V / 
1：的线性函数发丄使得/(〜炉 ^ zia > h { fi } t S / a^eV ，那么存 ft V 上的线性函数/和 F 的 
非零元 t 使得 

/Ca.j?) = ， Vff^€ V. 

S. 设 V 是 《 维实线性空间， Q 是 V 上的一个一次函数， Q 在 V 的一个基下的表达式的 
IE 愤性指数为 p,ft 惯性指数为 t ffi 明的零锥 S 包含的极大子空间的雄数为 n_max 

包含一个维数为 H —max<p， g j 的子空间 W •且荐诠， JUU} UW 生成 

的子空 

6 - 设 7是，I维实线性空间 .Q , 和朵是 F 上的两个二次函^_证明：如果 ft 和 ft 分 
别在V的一个基下的表达式的正惯性措数都小于那么©屮兑在V的一个基 T 的表达 
式不是正定的， C 注〆 

A 判浙数域 K 上 T 列两个斜对称矩阵是否合同， " 1 - ' 
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[a 

2 

1 



0 

1 

4 

- 1 

A = 

— 2 

0 

4 

5 

， B = 

一 1 

0 

3 

' ■- 2 


— i 

— 4 

0 

—1 

4 

_3 

0 

XI 


3 

一 5 

I 

0j 


,1 

— 2 

一 11 

0 


4 


队 判断下列4级实对称矩阵能否正交相似于主对魚元全为0的矩阵 


A 


G 


6 — " 3 
3 -7 


5 一 ;3 ~ 1 — : 

9■下列两个实对称矩阵能否-齐合同对 ff 〗 化 ■? 



•- , 

3 ； 

1 0 z 

罾 

B - 1 

1 - 

0 

-r> 3 $ 

3 4 8 

if 


2 

6 8 一 2 

j 


A 


0 


B 


0 


10. 证明*秩为丨的两个 2 级实对称矩阵一定可以一齐合同对角化 


10.2 欧几里得空问 


10. 2*1 内容精华 


一、实线性空_中内积的概念 

现在我们在实数域上的线性空岡 V 中引_度曩槪念，从几何空闸中向撤的内积具有 

財称性.线性性.正定性等基本性质受到启发，我们在有了对称双线困数的概念之;后•还需 
要有正定性的 概念# - 

定义1设厂足实线性空闸 v 上的对称双线性函数 ，如果 对住意 a ev , 有 / (£ r , a » o . 
等号成立当且仅当0 = 0,那么称/是正定的 t 

命题1设/是《维实线性空间 v 上的一个对称双线性函数在 v 上的二个基 ai , 

取*…下的度量矩阵是>\ .则/是正定的当且仅当实二次 smr 是正定的 * 也就是& 
是正定矩阵. ^ 

证明 v 上的对称双线性函数/是正定的 
㈡ 对于 v 中住意非零向垃 
㈡ X ' AX >0. 


^ i J 


㈡ 


o — (aj faj 

vxett ^ fix^o 

x ， ax 是正定的 


， tt_ 、 X ， 有 J (a - a )^>0 











10,2 I * 儿釀得 空间 


* 
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« A 是正迠 矩阵. ■ 

命邇 2 设足 1维实线性空间 r j：. 的一个正定的对称双线性函数•则V 中存在个 
基切.办•… ■屮 •使捋,/在此.基 F 的度 U 矩阵为/ •从而/在此基 F 的表达式为 

/(<!•#)= £% yi 十為％ 十…; I 

I ■— A ； 

其中 a =篇表， = 奪刻“ 

证明由于/是 v 上的对称双线性函数.因此 v 中存在一 个基〜 ，勿.…，〜，使得/在 
此堪下的度 tt 矩阵为对角矩阵 dia|d/U.i ‘ * 

由于 J 是 jE 定的 f 因此 fia4 f&f ) S?0»I = ] 12 ， … ， w u 令 






^/fiog 二） 


i ， 2 * 


fi 


则 7* .供，…•摩与 _"as • ….仰等价 •取而 奶，取.…也•是 V的一个基•且 


八 ^⑽ ） /( 此 • 合 ; 




】.2, 


鼴»醱 


ti 


/( 孕，％ ) = 


v _ ，/ (iJi * et , ) sf J 


:/( a a * ff f ) = 0 



因此 / 在基％嚙，…，下的度量矩阵为 I ■ 从而/在此基¥的表遠靠为 

I ^ 

= X J I ¥ — X'Y ^ M 她十 Say $ 十…+ x m y n f 

其中 a^i^i t Tffi * … p ( 々 1 ，％ * … * 3^, )V» 

X = h ，J7” …， ■!：_〆，K = (A •…， 3V 广 _ 

从几何空间中向 w 的内枳的基车性质受到启发.我 『 n 在实数域上线性空间中也引进内 
积的概念. 

-定义 2 设¥是实数域上的一个线性空间, V 上的一个正定的对称双线性函数/称为 
V 上的一个内租. 


乃惯上把内积/ ft: 有序向 s: 对 ( • 和1 . 的函数値/【 a , i ^简记成 (心和 ，队而把内积/ i 己 

成< * > •或者记成 u ,$>. 一般来 说， v 上有许多内积•为了区别 v 上的不间的内积可以 
添写下标•例如，写成 C t U ， h 辱 B 

定义 3 设 VV 是实数域 i: 的一个线性_ _ 如果紿定了 V 上的 一 内轵 ■.那 么称V是 

一个实内积 空间. 有限维的实内积空间V称为欧几里得空间•并_线性空间V的维数 

称为欧几里得空间V的维数…’1 •: …. ‘卜- 七1^…> v ；.„ JJ 转 

例1在 IT 中，对于 m^Xxr ”… nX m )\ fi=(yi ，…以）’，令 

(Ilf，/?} = iXi^t +xay! + j ： n y K . (2) 

则 【 a .fl> 是『上的一个内积.这个内积称为 R_ 上的标准内親 R _ 对于这个内积成％ — 
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维欧几里攥空间 C 参 IN 高等代数学习推导书（上册第4章 4.6 节 ） A • 

例2在实数域 R 的线性空间中，令 

, dd 

/CA,B) (3> 

在说1节典盤倒靨齡锊3中巳证/每射称双线性函数，且它在基…， £ T U ， …疋, , 

的度量矩阵为V级单位矩阵 /.K 此/是上 的一个内积.紙 (R> 对于 
瑤个内穉成为一个^维欧几里得空间 t 

例 3 在实数域去的线性空间0>旧中，令 

君） =l r /(^)^(^)^ (4> 

j ii 

据 lo.i 节内容精的例4“/，容)是 q>，w h 的一个双线性函数.显然它是对称的■又由 
于对任意 /( T) f C[£? ， &] 有 

(/，/)= L/tx>] f d.r 5* 0* 

,«f if 

寿号 成立当且仅当/=0,因此(/⑷是正定的.从而它是 cta， 6 ： [上 的一个内积, C1>.6；1 对 
于这个内积成为一个实内积空间* 

二、实内积空间中的度置概念 

在实内积空间V中.砌于指定了 V上的一个内积< ,I因此可以弓I进向 歡的民 度 • 

两个非零向董的夹角，向量的正交肩置之间的鉅离等度量概念 • 

定义4非负实数 v^r) 称为向蜇„的长度，记作 uu 或者 iu ii 

根据内积的正定性，零向徵的 fe 度为 b , 非本向量的 长度皂 JE 数由定义4和定义2立 
即得到 

I *0 i = I ^ I [ ff I ► \fa e V, k g *' (5) 

长度为 1 的向童 称为单位向量 4 如染■那么据 （5) 式得，是 一 r 单位向 fi 

I ； ^ 4 Si I j § ^ a ^ f jh^'w ^ I ? ^ K & 1 im 邏 ■ 

把 o 变成 / FCl 称为把 《 单位化 ，• 

^\a[ 一 二 " of 1 *J ,i 1 j t i : j -f 

为 r 在实内积 空间中 引进两个非零 向砧的 夹角的概念，可以从解析几何中用内輟求夹 
角的余弦的公式受到妇发，但迠首先要证明 p 述结论 ■ 

定理 t (Cautihy^yitaKoiiati^Schwarz 不等式 } 在实内財空间 \ 7 中，对】:任意向量… 

I <Q wfi ) I < | a | J ^ [ j, (6) 

等号成立当且仅当以尹线性相关„ | , 」 人 .，. r 


10 . 2 欧几里 得交网 



证明 怙形 1 a 与 # 线性相关.此 H « = (• 或者/:?二对某个实数 h a = 则 

I W - 於 l-=l 0(0.^) i |= 0 = | 0 i I ^ L 

若卩= 4 ?a * 则 

. I (affl) 1 = 1 ( 0 f4}) I — I k(awa> I ^ I k | | or | 1 — j a I | Jfea \ — \m I I ^ |. 

情形 2 a 与卢线性尤关此时对一切实数 h 有汴土心 认函有 ia — 炉 A ( h 根据内积的 
正定性得，对一切实数 N 有 

0 <1 (4? — ^*ta — 沒）=/: | a I : — 2 i ( o ^ 0 ) +1 r * <7〕 

从而 （7) 式右端的/的2次多項式的判别式小于0,即 

Ma ^ y^i u !M ^ I 3 < 0 . 

由此淋出. kei 4) l < l 6 rl _ 

推论 I 对于任意两组实数〜 * … . a ， 与办』.心 * …，有 


I A 办 i + 化 &: + *“+G 人 ||< ^b\ +£»!+*，， f AJ. ⑻ 

等号成立当 F1.R 当 d .a s . …， 与叫為 •…成 ) 线性相关， _ (8) 式是 Cauchy 不等式,_ 
推论 2 对于住意/,贫&<：[〜幻，有 

,' f^p ； ^ »51 - ^ * - • * *104 * || 1 ^ 4 -^ wf ^ L 1 * ! || 

/ C ^) g(^)cLr < y fHx )( Li：y ( J〆 (: T ) dr >’， (9> 

等号成立当 a 仅当 / 与 g 线性相 关.（9> 式是 Schwarz 不等式 s ■ 

定义 S 实内积空间V中，两个翻寥向釐。与月的夹角: c . 妒规定为 


阴定交5 ffJP 得到 



(10) 


" 矣 <at|3) ^ it 


(II) 


= 0 ㈡ = y , (12> 

于是引出下述 概念： _. . v 

定乂 6 &实内积空间 V r 中1如果.(._<»，泛 5 . = 0，那么称 a 与/3正交》 iC . 作 a 1 

由定义6以及内积的正定性得出，只有零向 敗才与 自己〖[-:交 n 从而若 a 与 v 中一切向 

沾都正交•則 a —定是零向量，即内积是非退化的对称双线性函数(这从内积在一个基下:的 
度-矩阵是正定矩_也可看出来 U 

推论3在实内积空间 V _* 三角形不等式成立 D 即对于任意，有 

丨。+芦1<1 a 朴 | # 1. (13) 

证明 | 芦 P = ( d + j ^ a +01 H - ljffl 1 

< I tip + 2 UI |^l + t ^ l : — f |ai + ! j 3| ) : * 
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从而 JSa + jpl 霉 J 食 | 樂 I 糾- 

推论4在实内积空 M \’中，勾股定理成、 I 即如果 0 与沒正交，耶么 

I a ^ j 3 [ * = I o ) : + 1 j 9 I ". 

证明 la '^1 * —(a + ' a | 2 + 

利用數 学归纳法可以把勾股定理推广到多个向量的情形，即如果 
交.那么 

I fli +切 +* ,# + 0» I 3 =1 At \ & 4^| etj \' 1 + …+丨 

推论 S 在实内积空间 V 中•余弦定理成立 u .即设3个非零向％〜心 y 满足 
r ，?一 a ， 则 

* I y I 1 =| a ( : +1 I' - 2 U M ^ I co^a^>, (16) 

证明 ly| a = ^- 2^0 + Ui 1 

^ UM + |/? P -2| a | ■ 

在数学分折课程中看刭，在研究无 m 性的向嗶时.极谢是重要的概念，爾刻画极限要用 
到距离的概念 • 为了在实内积空间中给出距离的槪念.我们首先给斑距离的定义 • 

定义 7 设 E 是一个非空集合，</是 EX £ 到 R 的一个映射，如果对任意 
•有 



(14) 



• 么两两 IE 


(15) 


■ (i) (对称性) * , ) H ^ .V JH 

U#) 等号成立当且仅当 _r=p y (正定性 h 

(f/Z) iHjc * z )^ t d ( xfy ) - bd ( y f z } (二角 形不等式）， 

那么称 d 是一个距离_如果集合 E 定义了一个距离 A 那么称£是—个度量 空间. 把 j 
( U ) 称为; T 与 J 之间的距离$ 

命题 3 在实内积空何 v 中，对乎任意 crwev ， 令 




;3丨， 


则豸是一个距离•从而实内积空间 V 对于这个距离 d 成为一个度置空间 6 ; 
证明 川 = I —( 月 一 aH = [— II l ^- a | = \ p — a \ = d(^^aU 

dia^g) a —!* v i J 

等号成 & 当且仅当沒=0，即 , . nu ^ i：t ； 


^(a * y> = I a —y I — \ a —卩 + 乒 一 7 \ 

《 I cr 一 j? 丨十 J 并一 ; 7 I ， d ( a ， fi ) + d (乒， 7) ‘ 
综上所述*由〔！ 7 )式定义的 d 是一个距揭, 


(17) 




10.2 欧儿祖得令网 


三、欧几里得空间中的标准正交基 

实内积空间 V 中細量之间的关系，从加法和数量乘运算的角度看，有线性相关与线 
性无关之区分 s 从度世的_度看.有交与不 IE 交之义分.这两#之间有 什么联 系呢？ * b 
命題4在实内积空闽 V 中•由两两正交的非零 向搋组 成的集合是线性无关的. 

证明设 S 是由V中两两正交的非黎_量组成的集合.任取 S 的一个有限子集 U t . 

奶-….知 } * 设 

ki a ； + jfejoj + ”* + k m a m — 0, (18) 

对于任意 /e (U, …物 } ，有 

m m 

( 冷 j 1 fly ) = x j tj (oj <Ot ) = jfei (a, i<s t )* 

又由 （1£) 式得 1 p 


to , ) ~ C 0» a , ) — .0+ 

由于因此(如，你 >#0, 从而九二 0* 0此•**•，〜线性无关。从而 S 线性无关 


推论 ft 在"维欧〗1里:得空间 v # 中，彼此 j [:交的非零向 M 的个数不賴过《 ■ 

定义8在 if 维欧几里得空间V中，由71个两两正交的非零向置组成的塞称为7的一 
个正交基；由 n 个两两正交的单位向量组成的基称为V的一个标准正交基 y 

由 f 内枳楚正定的对称汉线性函数■因此 据命题 2得. V 中存在一个基 7 _士，使 
得内积在此基卜的度量矩阵为单位距阵 I 从而 

(子，％) = A ., ， inj — 1.2.*”-”. (19) 

因此？1 …逛 V 的一个标准正交基 u • 

求标准 E 交填的 算法；取V 的一个基 ，…, ，令 
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S 10 ^ U 有 ffi 着飾线忡空间 


上述算法的证明与《卨等代数学习指导书 <1： 册》： H, 界的定埋 i 的证明一洋 

由 F 在欧几里得空两 V 中指定了唯的-个内积.因批把这个内积在 V 的一个儒 

处*… ，屯 T 的度饊矩阵也称为 01 曲.…必的度童 矩阵. 采用“度量矩阵 ”这 个术谞 的原涵 
是 :若知 道了内 积在 V 的一个基％ 

，(^ ，…， a* 下的度贵矩阵为 .4 ，副可以计算V中任意两 
个向量《与身的内积 t 心识= y， 其中 X Y 分别楚 d 省在基 A ,奶 • … • Q ■下的坐标；而利 
用内积对以计算向量的长度，两个非零向量的夹角，两个向凿之间的距离，以及判躕两个向 
釐是否垂直等 ，即 利用内积可以决度置问最 f 因此把\度董矩阵*% 

在 n 维欧几电得空间1/中果用标准正 交蓰有 T 列优 越性： 

命题5在维欧 / L 里得空间V中， 

基窄…•伽是 V 的一个标准正交基 

㈡ 《孕，7, > = 九 • i * j 二 1 ， 2 •…， w 

㈡基中，*"，，％的度貴矩阵是 J 
㈡内积在基切嗉 •…， r 的表达式为 

(a ， 0i = +Xt 力 + ■“ + w ■ ， 

其屮 X = (X! ，.r. ■ -〜工 J ’ • V; ( ，… •肖 在基 H T 下的坐标 n 

▲“ 1 •.♦'、■- ■: 

从命 « S 看到，采用锌推正交基可以使积的计算比较衢捷 d 

命捱 6 设乎 W ，争是”维欧几里拇空间 V ’的_个标准 Jg 交基，则对于任意 ae V , 
有 


■ , 

« = 冬， 

即 在标准正 交堪 7i ，申 • …， jjl F 的坐标的第/个分 W 等于 ( a ， 7 丄 1 . 2 

m 

证晒设 (F = , _ 


( 22 ) 


* 


JC 




IE 


■ - 

从命鼬 6 看到•采用标准 正交基 可以用内积来求向墩的坐标1 ( 2 2 ) 式称为 0 的 
Fourier 展开.其中每个茱数 (啟 ，眘 > 都称为 R 的 Fourief 系数_ 

在《维欧几里得空间 V 中.标准 JE 交填_标准正交基之间有什么关系呢？ 

命題7设 T ，7 1 ，… . 是V的一'个标准正_交基， 




( 爲，為 * … ，爲 > = ( % ，斗） p ， 

…，戽是 v ’ 的标准正交基当 a 仪当 p 逛疋交矩阵 a 

证明 A 在 v 的标准正交基 p ％下的坐标 i 是矩阵 jj 的第』列 4 于是 


(23； 



1^2 欧几里得空间 • 617 * 


(JS. ) 》 I*; — 1 1 2 1 *#i. (24) 

从而 p " jh ， …，氏 是 V 的一个标准正交基 

<=> f it > — 1 

㈡ YfY 产 v, f ■.尸 l ， 2 rn ， 

㈣ P 的拥徇置组 K …最正交取位向 M 组 

㈡ P 是正交矩阵= ■ 


四1实内积空间的同构 

对于一1、实线性空间^当指定不同的内积时. V 便成为不_的实内枳空间，这样从 
同一个实线性空间 V %可以得到许多实内积空间_至于从不同的实线性空间，当然可以得 
到许多不同的实内积空间 • 对 T 众多的实内积空间 v 如何区分哪些在本與上是—样的？两 
个实线性空间 V 和 V 、本质上相同就是它们之间存在一一对虛■并且这种^一一^对应保持加 
法运算和数量乘法逄 Jf fl 当 V 和圹分别指定了一个内积成为实内积空间之后，它们本质 
上相间自然应该增加一个条件*若\^中的两个向蠹 fll ，仍分别与 W 中两个向置方对 

应，则(奶，这个条件可以简洁地说成，保持内积，从以上分#? R 们给出两个 
实内积空间本质上相同的确切含义 t 

定义 9 设 v 和/都最实内 枳空间 ，如果存在 v 到 r 的一个双射使得对于任意 
«•乒 eV ， Jb 6 R •有 * 2 ，: J 1 ; J ■贰、 i :: : 蜱芩 ' “ | 

a(a ^/9) ^ & ia ) + * 

疗 ( fc ) = f 


Co-^> = iaia) ) - 

禪么称是实内 积空间纩到 V 的 t 同构映射■此时称 V 与/是同构的，记作 

从定义 9 看出•实内积空间V到 V # 的一个同构映射在首先是实缉性空何V到 V y 的一 
个同构映射，其次4还保持内积 • 因此 a 既具有线性空间的同构映射的，切性质•又还具 


有与内积有关的性质』譬如，若 V 是有限维的 * 则 V 也是有隁维的，而旦妒与 W 的维数相 
同 * 又如*若 V 是布限维的 * 则 a 把 V 的 一 个碁睐成 V * 的一 中基 r ■又由于保特内枳 ，因此 


把 V P 的一个标准正交基映成铲的一 t 准 iE 交* . .< 

设 V 和 V ' JS 两个实内积空间，为了更淸晰简明，把 V 到/的保持加法和数置乘法运 
算的双射 ( T 称为一个线 性同构 I 若线性同构 tf 还保持内积，则称它为一个保路同构 u 
定理2两个欧几里得空间同构的充分必要条件是它们的维数相同 .. 

怔明设 V 和铲都是欧几里得空间^ 

必要性由于 V 和 V '作为实线性空间也同构•因此它们的维数相同。 
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第 la 章类有#纛的线性空间 


€分忭在 v 与 V - 中各取个标准止交 I 和彳 

&t V — V ， idi 


* * 平,与 <5™* ，& •…成，令 




= H^n 






则 


『是 V 到 V 的一个线性同构，设史轉.则据江的定义得 dC 辦 e 于是据内 

积在标准 E 交基7的表达式，得 

_ * 二 停 ? 

<£ T ( ff ) •，(#)) = .( 2搞，) = 2 ^^ = (<*， 取 

丄 t , 1 -J - . •• 

周此 o ® v 到 V" 的一个保距 同构。 从而欧几里扣空间V与1^是同构的 ■ 

从定埋2得出，间一个《维实线性空间V,虽然裝备上不同的内积成为不同的欧几里 

得空轉，但是这些欧几里得空间裏同构的 k 而 ] | f； 同的 h 维实线性空间裝备上#自的内积 

得到的欧几里得空间也是同构的 • 特别地，年一 n 维欧几:童得空间 F 都与裝备了标准内积 
的欧几盥得空间 R" 同构■并且一个同构映射*是_ •■.••,. 

a ; ¥ — R ™ 


M 

； # ^4 ffi 


( J! S ，… )/ 


E 暴 

其中亨,，…*7,播 v 的一个标准正交基即 i.i 中每■一个向对应到它在 v 的一个 

标准正交基下的坐标.这个映射是《维欧几里得空间 V 到 R ， 的—个同构映射、由于 v 的 
标准正交基不唯一，因此 V 到 1 T 的同构映射也不唯 

我 fu 在第8章已经知道，线性空间的同构关系具有反身性，对称性和传递性^可以证 
明：实内枳空闹的网构关系也具 ff 反埼性、对称性和传 递性关 于反身性 是显然 的 （因 为恒 

等映射是保跑同构 h 关于对称性•设实内积空间 V SIY ' 的一个同构映射，则 f 是^ 
到 V 的一个线性同构 4 又由于对于任 意；^ 有 j . . » , 

(Yi ™ ia(tr 1 (yO) v ai 0 [ (y 3 )) = (a 1 (Xi ) (^ )> , 

因此 nV 到 F 的一个保距同梅_从而空间 V 与 " V 闻构 B .关于传递性，类似于 
对称性的证明方法可证传递性 a , - i ,,： / 

推论 7 设 7 是||维敗几里得空间，则 V 上的线性变换 o 是保®词梅当且仅当 c 把 V 
的标准正交基映成标准正交基， - n 〃 一 

证明必要性前面已论证过,. • | 1. :间1。 

充分性设政把 V 的一个标准迮交基 H 映成标准芷交基 m :,.... 八，则对 


于任意 


Q 




uy * * 有 








10^ 欲 ; L 里槲齋闽 


■ 


B10 


■ 


i -1 * - i 

据定理 2 的充分性的〗正明得,是 V 到 V 的一个保距同构^ _ 

▲ 

1 CK 2.2 典型例题 


例 1 判断下列实线性空间中分別规定的二元函数是不是该实线性空俩上的一个 
内积《 

(1) 在 M ， 中，规定 

■ I， — 1 4 f d B): 一 tr( AB) i 

( 2 ) 在以中 ^ 对于任意 ^^ 以 … 广廣^^:^:^:^令 

/(a,J3) = — xty t -f 4x 5 > P s 

<3> 设 C 是一个〃级实可逆矩阵， ft R" 中，规定 

fiX . Y ) = X ' C ' CY . 

I 解 ( l)m 1 节:内濟稍华的例 3 _ 嫌， / 是 M “單聽的-个双线性函 |JL 冉 f 
U ( AB ) = tr ( BA ) f 因此/是对称的 • 


设 h 级矩阵 A = dia ^ 卜。 


，(士则 A z =0, 于蕞 /( A , A ) = tr ( AO = G * 这廉 


明/不是正定的,，因此/不是 M n ( R ) 上的一个内积， 

C 2) 从/的表达式立即得出，/是 H * 上的奴线性函数，/在舻翁标准基氮，碼下的 
度暈矩 阵八为 



由于 A 是对称矩阵，因此/是对称的，由于 A 的各阶纖序主子式全大矛 G . 因此 A 是正定 
矩阵.从而/是正定的，于是/是 R ' 上的 一 个内积： 

(3) 从/的表达式立即得出 •/ 是 1 T 匕的-个双线性®数，它在纪的标准基仏.€ , 
… i T 的度量矩阵 A 为； 

A - ( fG . 

显然、 是对称矩阵，由于 A 二 J , 因此 A 是與定矩阵从而/是| 1 :定的对称双线性函数. 
于是/是 R •上的一个内积， ‘ 7 1 C 

例 2 设 V 和 U 都遥实线性空间 . 1 / 上指定了一个内枳 < ，设戊是 V 到 U 的一 

个线性映射，且 a 是单射 t 对于 V 中任意两个向祉 0 • …规定 
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第 10 ^ 有度咖 的韻性空_ 


itf : 明“ 

证明 


>是 V 上的一个内积 _ 


def 

=■= ( ir ( fl ) ，(声 ) i ， 


任取 tin ; 曲 V ^kj * kt kr R * * 

-f- km ： {aik )a) + 丟吨） ( 沒 ) >, 

=< kia ( a t ) 4 - ki 0{^) * a {0) > 


=^ iuia ) > . irC ^))! - hk 3 ( tria *> 

— + k z (aj * p ) * 

因此 < .) 对第一个变量是线性的_同理可征它对于第二个变量也是线性的 • 齒此 

c ，）是 V 上的一个双线性函数 ■ 由于对于任意 0 06^有 

(atff) = (fl(a) ,cr(^?)> l ^ (#(/?> *<rC»)>i — {.a、* 

因此 < ’)是对称的•对任意 a 6\\ 11 由于是 V 到【/的单射，因此 & ( a >^ 

从而 . 


(o #a) — (<r(<r) #^(®) 3 "> 0, 

又有 ( 0 + 0 ) =< tfCQ > *^(0>) E =( t )， G )! 

_此（ ■ )又有 ( 0.0)是正定的.从而 （• >是\ ; 上的一个内积_ ■ 

例3设 V •是《维实线性窀间少中取一个基⑴，〜，…， d 二对于 V 中任意两个向撤 

赢 i j • • _ » _ I ' ^ 

a = - 规定 

fl i^l 


(a^0) — J ： iy t 4-X| t A 25) 

证明 ：(iU . )是7上的& 个内积 f 

rZ} 对十 r 屮住意一个基 i . n …， i ，存在 v 上唯一的一个内积 < , M 吏得 

• ％ f ttpi j = 鳥，， “ J = 1 • 2 _ •，.， ?!• 

证明（】）从（，》 定义# 出，它是 V ，上的一个双线性函数_它在 V 的基 q ， Si ，…， 

^下的度凿矩阵是 iv 因此它是 V 上正定的对称双线性函数 • 从而它是 V 上的一个内积 • 

(2) 对于 V 中任意一个基幻按照第 （1) 小 B 中（25>式定义（(!_存>，得到 V 
1:的一个内积 （ , ) ，它使得 u ， d u 山 j ; … . 

假如还有¥上的一个内积 （ ，）1，使得 

( a , = &， “i = *•“，《, 


则对于 V 中任意两个向 M a = 


Y 丄， XI ， 而 .有 

<•1 p«* i 




，-£凍 ， 

% 31，^ ^ : 



ID . 2 欧扎騰槲空脚 
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因此 t 

例 


警 


= 爾 ㉘ 

I I _ i m 

m 

— T ! = iaipy . 

) ，与 （_ > 是相等的双线性函数 ■ 

设 v = cCo , i ] ，考虑 v 到自身的一个映射 <M 

dM 

WHt) = 


a / * 其中<?/的定义为 


e fir ). Vie [ oa ]. 
iff 明 ： （]) 0 是 V 上的一个线性变换 • M 是单射； 

(2) 对于任意规定 


(26) 


(/ •邛 > 


/* .0 片 （ f ) f 山 


(27) 



则 （/. W 是 V 上的一个内积„ 

证明 （ n 任取 / p / E € h 对一切 r €[ G ， l ]， 有 

1 W f, + /；))(#)-= + = r[/ 3 U)] 

= t/iUy+tj.u) - c^K^ + Ctf/.xo 


I + cr/i ) Ci > 


因此斗 h )- af [ 十 af ! , IH 理可证 aUijXm 从 W 是 v 上的一 个线性 变換, 
蜒 /，gev •且 则 f /( i )= 岈 o )， v / edi ], 当 eeco . u 时 ，有/⑴ 
g < o ^ 于避 

limjf ( i ) = !im g ( ty . 

由于 /.g 是 [0,1] 上的连续函数，因此从上式得 ./( COsWO )* 从而 V / e [0, l ] •有 / U ) 
git >* 于是 /=>?* 即 a 是单射 


C 2) 从本节内容华的例3知道.（/.片> 


l fu ) g ( od ! ^crojj 匕的一个内 m 


由于 




= ((?( />， cr (尺 ））_ 


因此据例2得•(/以)是 C [0, llh 的一个内积 


貫 


例 S 世又 ㈡ RLJ ] • 对于 / Cjt ) 


= ^ a ^. gi - r } =乏]為 〆 ，规定 

t/^> ^ S E 





CD 证明 （ 


I 


-u 严 P •• +i 十 1 

)是 _>] 上的一个内积 < 


(28) 







(2) 求第 （1) 小題中的内积在 RO 上 上的限制在基 




F 的度 M 矩阵 


< 1 )证明把 C [ u , l 」 上的内 SU/.d 




/ U ) 犮 < x > 如 R 制到 RO ] 中.得到 R [>] 上 


的一个内枳.这个内积跬 




f (^ yg(^Ar 


— fi’cLr 


f|U HI 

- § S ^ 

从而由 ( 罚>式定义的（/嚐>是 RU ] 上的一个^积 a 



⑶解了 


+7+1* 于是上述内积在基 


度 M 矩阵力为 


+ I 


m 攀 典棚* :的嫌性空网 
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在基 K：r，_r 3 , …,〆- 1 F 的度 M 矩阵，因此 A 楚正定矩阵， _ 

点评例8表明 ：判断 #1级实对称矩阵 A 备疋定矩阵的一个方法 t 若 A 是实线性空间 
上一个内积在一个基下 的度置 矩阵*则3是正定矩阵， 

，例7设 V是实线性空间，判断下列二元函数是不是V t 的内积 ，： 
w <1> V上两内积的和* 

(2) V上一个内枳的 1E 实数偌 * 

(3) V上两个内积的差； 

(4> V上一个内积的负实数倍- 

解由于 v 上对称双线性函敗纽成的集合 moii v 上双线性義数空间 r f m 
的一个子空间 t 因此 V 上两个内积的和是 V 上的对称奴线性函数 D 对于 1 T 中任窸非零向 
坦有 ^ ^ 


又有 （0*0) 厂丨 iO^fQh 


_ ■- 


( m )_ + ( a « a)i !> 0? 

0,因此两个构积的和是茧定的、 


从而它是 F 上的一个内积 


^2> V 1： 个 内积的正 i : 数 A 倍 (4 V I •.的对称双线性嫡数 A 取有 


kia . a ) > Of 

又有 《 o , o )= a . 因此 k ,)是正定的•从而它是 V 上的一个内积. 

(3> v 上两个内积的差是 v 上的对称双线性函歎，但是它不一定是正定的.例如，设 y 


是#*维实线性空间. V 中取一个塞 II ， ， aa ，•••*<!■*任取 a = y 成"令 

1 疆 1 J i 

— + ^2 yi + * 4 ' 

= 2 xi ^ v , + 火 + … + 

从例 3 知道， （. >, 是7 t 的一个内 m , 由 Cc 沪：的定义看出. 〖 •)： 是 Viv 的一个 
双线性函数，它在基奶 " F 的度■:矩阵九=出吨<2*1，1，〜，1|,由予處是正定对称 
矩阵，因此 （.） ：是 1 E 定的对称双线性函戣，从而 （. > 2 也是 V 上的一个内积 ■ 由于 

( a ， 沒 >■ 一 ( cr + P>i =— Xx ^| * 

醜 

Ccfi )| ~ C<Sf]，ffi)a = 一 l* 

选表明 （ ， V —( , ) 不是正定的•从而它不是 v 上的一个内积 • 

u > V 上一个内积的负实数倍是 V 上的对称双线性函数：但是辰然它不造斤定的，因 
此它不是 V 上的一个内 积，. * t 

例8设 v 是一个实内积空间.证明/ >T iri | r v * ‘〜 " Y< n 1 

( o ，卢 ) y I a + 卢 1 ’ ■一去 i fi — 乒 I 、 Va ^6 K (29) 




技有 氓舶的线性空 M 


嫵个恒等式称为极化恒等式, 


证明 


I + = (a 七 J ?， o + J » -1 a I +2< 0 ，沪十 t fi I s , 

I crjff 1 8 ^ (or 一參 、 ti 一 ffi = \ a — 2 ia , p ) +| fi [ J . 


闲此 


= Va ^ eV , 

例 9 设 V 是一个实内积空间*证明； 


(30) 

⑶） 

■ 


I a + 沒？十 [* 一卩 I 1 = ? 1 a 1: +2 | 卢 | 2 . V 6 V . (32) 

当 V M 几何空间时 •说 明这个恒等式的几何意义， 

证明把例明中的 t 30)4 3 D 式相加•立即得到 (3 即式 • 

勹 V 是几何空间时 ■ ( 32 ) 式表明：平行四边形的两条对角线长度的乎方和等于四条边 
长度的平方和 n m 


( 32 ) 


例设 V 是一个 „维欧儿里得空 阿1 中取… 个基 
任意给 定的一缀实数_ 证明# 中存在难一的一个向 Jter , 使得 


设…是 


证明设 


1 G . CTj > = C f * } 

^ 的度*矩阵为设 


UZ 


* 叱 *… m,),V 


则 


< (J ，烏 ) = ^f ， 
— ' 父 'W , ~ c f * 
€i /\ X = c , * 


-1,2,- 
1,2.- 
1，2 -… 


1 








IV 


㈣ AX = <c! • ci. … • c-)' 

由于 A 是正金矩阵 T 因此 A 可逆 * 从而线性方程組 

AX = (ci t€| I *** 

佴唯一解.于是 V 中存在唯一的向量 ft ,使得 






例11 设 


(a，，J ~ c 9 i j = $ ， 2,… y 

例11设•试问 f 
(1) 若 R : 屮指定标准内积 * a 与於是否正交？ 

C 2> 若 1 T 中指定的内积是例 J 第 (2) 小理购内积， a 与霹是否主交？写出 ® 与身正交 





lltet 欧几 里得亨 _ 


晕 


MS 



的充分必要条件 

解 （1) 由于 （《* P ) 土 jt (—3 T )+ j ^ = 0 .因此 丄 JS * 

C2) 由于 ■(«-#)I =jt( — — jt 5 ~ v( — v) +4^ 

~ 一 d - i*y + 3x7 ， 

因此 a 与芦不一定 it 交， a 与存正交当 且汉当 

—/ + 〆 + 3 j - j ? — 0 + | 

例12设 V 是3维欧儿里得空间 _ V 中指定的内积 在基〜 下的度董矩阵^为 

1 fl 0 i ■ 

A = 0 10 —2 • 

，l ' ^ (l -2 2 

求 V 的一个标准正交基 „ 

解先作 Schmidt 正交 化：令 





A - <n 


> t ] 





Qi 


(g i i ) 
__ ) 




Ca > ^ 

(fit •庳) 





再单位化：令 



由于 



CA ^ IS .)-(—】’|，” A ( J ]，+，1)’ = | t 

因此争 ^ VT C _ * 1 +«*) =— + ^ p ai » 

于是 V 的一个标准正交基是 




(? f n 

TTTiy 


a 


tjc ) 

(X.X) 


JC 






因此 . RDia 的一个正交基是 




一 


X, 


C 谇，） 


■ JT 


• jtM 


( x f • U 十 


2 4-2 8 

— •—^ -f- —■ — , 

S 9 9 45 


ifli i/?i)= — J-x.x 1 — J-x j 


( x 1 . x a ) 


1.1 1 *_r> 十 ；;<(j * jt .) 


2 12-6 S 

7 ~25 + 2 S = ITT 


令 


Al 




n 







ijn 



因此， R [ x ] 


^ ] a r 、 

的一个标准正交基是 


嶺 ， 


—报 

4/ 4 


* 


^/^A 


3 i/H 




座也十 3 \ A 0 ： 1 __ yTo ^ s.vTT t 3 ^/\A . <■ 

2 ， 2 fc 4 f 4*4^ ^ 4 

设 ？: ，是 3 维欧扎 mw 空间 v - 的一个标准正交基■令 

」1 1 惠 :, 1 -4 

A ^ if 艺中— 爭步 ， 


f - 


^/Ta 


例應 4 
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* 


第卜^ U 冇 度鐘的 沣性贷网 


决 = ^ ( 2 j^ E + ^ ^ -炉）_ 
A = — 2^i —Zp )* 


证明# , A , 体也是 V 的一贪标准正交基. 

证明 

(卢"疼，與 ） = ( 妒，7? •孕) 

riif 1 



(33) 





因此(33>式右端的3级矩阵是 i £ 交矩阵 于姑 据命题7得媧嶋也 S V 的一个标准正交 
基* ■ 

例 is 设 y n H , 是 s 维欧几里捣空间 V 的一个标准正交接， Vi = 

ini tda》t 


03 = ^1 -H 2 if 笋， 

a ： — ffi p + 聯， 

(I ) .求(今 ••, ） ， 

(2> 求％的一个 jE 交基和一个标准正交基， ’ 

解 <1)0, .奶，在 V 的标准正交基下的坐标分别是 

■Xi ( I »0 *2 ,0 * ™ 1 V t . 

^ CO > 1, 1 ? I *0)\ 

Xj (0* ― 111 f 0i 1 >\ 

于是 ‘ .■飞 ' 广 . , . 

(at ) ^ Jf| X ； ™ I - 4 3 ’ 十 （一 1 ~ 0 f 

*o；；) — Cafj *<r/ J ― K 1 X 2 = 2 * C ~ 1) =i= — 21 - 

^ai fdj ) = (a^ *^ L ) = X\X r — 2 * 1 f ( — 1) * j = i 

今， , I ki 

(oj ^ KfJC^ = l 5 H~ ( — 1)* +1: 3, 

(奶，这 I ) “ C Sa » (r c ) = Xj X ^ ^ — 1 > 士 （ —- J ) m I _ 2 1 



10. 2 耽儿 ■得 空阏 
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響 


(a 3 ， a r ) 亡 X ； X, = (- I } 2 + l 1 + I 2 = 3. 

it ) 5 X 3 矩阵 （ X M ,U ) 有一个3 阶 T 式不为 0, 因此它的 秩为夂 从而萆 U ' 
线性尤关 * 于是 Cti ，以线性无关.因此是 V ’的一个基*令 


pt 2=2 Hi t 


— g m ’_ w * 

«i ~ ~ Y ai + fl? 


CTj 


6 


Qi 


- ifr^i ( 士一 ) 


Yjet + yai +a s 




则 W 的一个正交#为 


Q | 


3 


+ Ob 


+ 〒dj + oa ， 


令 


*?i 


A 







ai 




I 庫 


_ = 如 1 + 啪 




at 


， = T ^1 


■ft 


■=™ 


〜/||(占飢+寻0*+勿 


^/322 
^322 


位1 



5 ^/322 
161 


<?a + 


/322 


23 




则 V , 的一个标准正; g 躲为 


V? 一 v^zi 」 v^T i/IIS 

T^^IF 奶十 ^T" flI ， T2F 


, 5 %/322 

奶十 !61 aa 


^/3 l 2 


23 


— a 3 


例 i 6 已知一个 3 X 5 实矩阵 


A 


0 3 


2 0 

I I 


1 0 — 2 


求一个 5 X 2 实矩阵 B . 使得 AB =^0 ■且 B 的列向僵:组是正交单位向量组 （ R 5 中指定标准内 




Wi *kia\ + k^at H - + ia} tD) 0 

( at ^k^ai + tporj + …十 》 (at *0) 0 

'i _ i> ^ Lf ii T 2 , f 二 ] I: ■• 

i # » 

* i • 1 ■ 

(a m *k\ai 4 - kiQ: 十 …+ .* ) _ 4 , (u 麟 *0) 1, 0 

8 I Vi f , ^ J 

子是亦次线性方程组 AX ^ 有非零解，因此 I AI -0* . 

供18在《维欧几里得空间 V 中*向 \m a …张成的 “ m 维平行 2 m 面体”的 
体积 v ( a , ，奶 ，… ，知） 规定为 

[ V (fli *o 2 f ifl*, )2 l — I -a! ，… .&_ ) I • (35) 

当 "I = 2, 3 时.分别汁算 V 7 的表达式 T 说明其 A 何意义， 

解 w =2 时 

toi ) (in * tn ) 

fa ： *ai ) ( or ^ * aj ) 1 

& l *1 I 1 I «i I ' 1 — “I f ， 

^ I m rim I 1 _1 a』| M p i4i > 

— 1 ai I* I «j l E sin s <m ， m> 

^ ( ij ai I' S Oi I sin(a* rod》） 2 . 

是平面上以为邻边的平行四边形丽积的平方 

iw =3 时 | It #i i . ; 


■ l [ VXn ) ]: = i Giai ^ a ：) I = 




(ai ，窃 i > (at f at ) 

[V (q( ， a”CT3 ^ J 1 — I S(ai ， ct”aj 》 I 二 (a^ *£ii5 (a ； #a^ ) 

\ <sr> % I i \ \ — -In i 二 .r • % 鼬合 fl !" 藏 di *Aj ? (a* *ff£ ) 


(Gj i £ T . v ) 

V Jjf- ) 

《OS »03), 


在 3 维敢几里得空简 V 中傘一个标准正交基中* 货 r?J ■设 aiT ^ r ^ 在此基下的坐标分别 

为 .则 . V .. 


x ； x t d x ： x , ) jr ；| 

I CCa^fftta,) [= X ： X } X ： X 2 XlXi ^ {X i ,X 2 ,X i ) 

Jf / X | XjXt x^x f t 

= f (X] *Xi t ) 1 1 = X a s * at} 1 * 


上式中最后一步可参看 f 解折几何(第二版) i (丘维声编)第 3& 貪的定理 1, 9. 于是 [ VXa , , 
^：^ 3 ) J 是以 auh . A 为邻边的平行六面体的定向体积的平方. 

例 I 9 在实内积空间 C [0 T 2? c ： t 中，指定的内积为 

= /< x )^( x ) dr 4 
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m io m 具有度■的线 性亨叫 


证明： CC0,2ir] 的一个子集 



cos m: w ^ ： s\n nx [ n C Z，?i > 1 
vn 


S 


是一个正交规范集(即 s 中每个尚壷是单位向置.且任韋两个不同的 向量都 正交) 
证明对任童 /€ Z •且/參0,有 


T !： 


0 


cos hr d ir 


sin hr 


2 , 


0, 


ft 




sin Lz dr 


cos it 






o 


= 0 


?Si 对任意 n,me 鲨.旦 


1 


f l l 


COS 111 


) 


1*2* 




co 汽 ri r dr — 0 



及 ― ) 



A A 

%/2 k v^f 


sin rt^ dr = 0, 


( -p：cos tli ，- psin r/tr \ — 

ww ^/n / ur« 



■ «- 

vk Vrr 


cos tuc siji mjr djr 




TT J U 


2 


[sin《« + m)x - sint n — m 3x]dar — 0* 


逬一步地当时，有 

^~cos nx .-^cos 


I "7z：Cte rtJr：i cos mz dx 

J o V^l/« : ,,,, ” 厂 

^ CcoiCii +- m)jr 十 con(n — ^ 0* 


(去 


sin 


t —-ism mx 










sin nr sin nir dx 




l ， 


—[cos(« f — cok (ti — — 0, 


因此 s 中任意两个不同的向 量 都正交 A 由于 


(士 太卜 


1 





COS TUC f -—COS ^tr 





7m 


djr 






rim 


It 


■ 

T 


(1 -f cos 2nx )djc 


W -2 敢几里得空两 
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(A sin ^ ^ ) 




Ju i 

T^L - 3 

V'if ^/ n 


in 1 to ： cLr 


Tt .. 


rtn 

0 


Cl — cos 2nr)dx — 


尚此 S 中每个向靖都是单位向置，从而 S 是正交规范集， ■ 

例 20 设V是 n 维欧几里得空间.V 中线性无关的向世组 , …，经过 Schmidt 
正交化变成正交向*组 A,A, …， 爲- 证明 s 

\ G ( e " a ”’’■•«_> I ^ I G(fii •典，… f 0 J ) \ = \ Pi \* [私 I I *. C 36) 

证明在中取 _ 个标准正交基 7! % * 设 

<ai =(中 * 负， (37) 

其中 P=<X"X, •…， &) 是 nXm 矩阵,由巳知条件，将 

(具，典-…，木 > p (ai ，奶 *•••，(>_)△, (38) 

其中 A 是 -m 级上三角矩砗•它的主对 ft 元全为 U 从而从 （38) 和 （37) 式.得 

【身 1，泽，…，兵„> = Ci^t **** 

于是 iM 的列向 M 分别是趴嚙，…必在 Up ，••".， T 的坐标 F ,, y ” …， 

y：Yi 仇， m 




G (鼻必 ，…， 良 ） 1 


1= 1 


■ 

… Y ： v m 

» 


r V ^ 

4 

m 

y ： v ： 

… y. 

_ 

i 

# F 

，麗 _ 

1, 


Y ； 

* 

>■ 

(Vi .y ： ，- 

^Y m ) 

~ i 


■■ 

V ^ 

■ m 


，丨 r 

ic/l 


气 I (PAViPA) | 


I A ' P'PA I = | A | ! 




X ： 


( JThJTj •…、 Jf ； 




rti 于 ft r 鼻 


6 j = I Q(a^ »*** va M ) I 

IL 是正交向氳组，因此 


，灣 _ 


k] 





例21 


I Giffi 卜 I dkg {( p " 典) fl (典，典） ，…， (疼，良>} I 

=\pi i j I ft f ： - w 

设 a 』 他 I ，… ■知是 《 维欧几里得空 间 v 的一个非零向量组，证明 ■ 






一 






-p 
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m 


第 iD fJt 具有度■的 _ 性空间 


I I Cl a 

等号成立当且仅当 m w …是正交向 嫌组. 


I az I…1 復 


3 ! 


证明 

情形1 

向 M Si 6 Fl -• 


正交化 1 令 







jit — 

Oi t 



ft = 

纪 一 

Ifl # # 




fl_ — 

W 芦1 * … 

泰 是正交向領:组，据勾股定3 



S 卜纪 ft 

s … 

, y 




： f i 

j^i 

于是 







l 1 7 = i fii »/8 t ), 






对向歡组 Qi . a : 


(£1! • /?!) ,】 


v 1^41 o 

3 (A ^ 

■ ■.. 蓦 a. _ fa _ -m— 




PI I ft I f 




o , 


{ pi ) 

(A 41 


S ； a - 


m 紗 ] 


a 


卜 2 卖㈣ 


卖 ㈣ 令 




据例20得 


1! 一、 

^ k,* 眞 ） 2 』 

^ I ^ I 

l 2 

/_ 

r! A * 、 

5j flf 4 J 


(39) 


Q 


■迸行 Schtnidi 


t 


I •**«,) 1 = 1 | ? I ft I*- i J <| <14 t 1 I etc I 1 - l a 

等号成立当且仅当对于纟=】，2 ,…， m •有 

i 罾 m 


im ,0 ，> 


i 


即 (Oh iji ?, ) 0 

童组 《 

情形 2 


U 2, 


1 • 从疏乒：即等号成立当且仅当奶，办 


3 


# 


£ r _ 是正交向 


向量组① .《” …，办线性 相关. 此时 ， a ” …,心> 卜0,从而 

1 G(<xt ，幻 •… ，知 > |<| ai P I 免 1U_ I 

例 22 设 C = ( q ) 是”级实矩阵 y 证明 ； 







欧儿 lf!f 令间 


# 
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w 



这个不等式称为 Hadamard 不等式， 

证明设…. X ,丄若£；有 — 列负 <1. 则从而（扣) 式昆 然成立 t 

下而设 A , X 2 ，…成都是非零尚置.在维欧儿里得空间 IT (指定的内积为标准内 
积）中， 

X； 

X ： 

■ 
i 
■ 

■mjf * 

于是据例21的 （39) 式得 

， I G|* = [ CC |<| X, i 1 I X z !!••• |,JC \ z = Jl I X f 

_ 

^ P '<4 f 华 4 + … + 4). _ 

户 t 

点评在 《 高等代数学习指导书 ( I 册 ） ML 3 节的例19巳经证明了例22中的 
Hacktmrd 不等式 •那时 是利用対于实可逆矩 ft C, 有 Ct 是正定矩阵，然后利用 n 级 J£ 定 
矩阵的行列式不超过它的个主对角元的乘积，这个结沦见 C 高等代敢半4輝导书(^嬤>| 
匕 3 节例 I _，便旺明了 Hadamard 不#式 • 规在则是利用 Schimidt 正交化 和向峨 鐘的 
Gram 行列式(见例 21) 进行证明的•二者各有 特色. 

例23在例13中， ROl 给定了个内积 

— /( jc >^( x ) da % 

J ，1 


(粟，足 •… .JM =1政：| . 



把基 】 ^，分，尤 3 经过 ScWmidt 正交化得到了一个正交集山令 
具体算出 X > • P , u ) ，匕切,然后把它 ff ] 与上述正交基比较-你能作出什么结论7 

解 P T ( 之 ) = 去差 i2jr~jfi 

^ Cx>= 172 - l ) 2 =音盖 [2 U ’ - 篇】 

= 音 . 4£2 戈 -* 卡 (x! — nJ = 舍 1 ，音 (d y J * 
PAx) ^whi ^ ir ^ is 基 [3< 乂 — i)t2 ^ 
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m Ui 0 具冇度 畎的线 性空间 


1 d 1 

:-- L _ ~— 

E iLr 1 


[ jtC ./ : — 1 )"] 





(x 1 — l) 1 +!2(JT! — 1 )2 j] 


1 d 
8 dx 


— 1)(5#- 1) J — +[ C 2 方 (^ e * 一 M 十 （f — UlQ^l 


jt 


3 

5 


x ) 


由此看出* JM - r ) JM - r ) 分别是上述正交基 t — 4~， jt 一 |~_r 的！倍 


倍.吾倍，鲁倍.从而/^^户乂 ㈠ ^^匕^也是！^],的一个正交堪2 

点评认例23受到 炤发， W 测有下述例 2.1 的结论 v 并且吋以址明此猜测为真 
例24在 R [ x ]:+ i 中给定一 * 个内积 


( /， 贫） 


/(^)| f ( x)dx 


令 


/V(jt> — 1, P A C_r) 


2^7 - 1 】U = l ,2,*_-，《. 


(41) 


证 1 UV J：> i Pt ( JT) ， P t (J) ， … • 尸 ,(1 )是 HC-rX^I W— ■ 个正交基 = 


证明由于 ( kgXx 7 —1)* = 2 A ， 因此 deg ft ( x ) = *. 于是为了证明当时， AU ) 与 
PjU ) 正交.就只需证明 P * Cr ) 与正交，用分部积分法得 


d 




(jr ~ 1 ) 1 dx = 







i - 1) 


c£r 


一 I 


JC 


Jtr 卜 


r l r : - l)*cb 


I 


ri jit-i 

m d ( — li 


^ r 1 



dsc 


i-I 


da :^ 1 


(眇 一 1) 




+ i(i - J ) 


x 


i -2 


d k 


3 


J 


一 t 


dx ^ 


<2 — 1 ) k dx 


iCf - I ) 


* 


，「，£^ 一咖 


»• 


(一 l) 4 i(/-IHi -2)-2 * 


'I ： 


jr 1 — 1 ” cLr 


- 1 ) 


d " 




pftjF 1 O 


0 



mi 欧 儿嚷 界空间 


暑 
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困此 i#i 时 , iVU > 与 交 - 从而 iVU> ， JVUJ ， … ， ncx > 是 Rl>]U 的一个正 

交基 _ 

点评例24中的 P ( j ：). P t ( x)(fi 1,2，_.“称为 Legendre 多 项式生 iV：r> 中 

d * 

djr 

积分中的莱布尼兹 （Leitmitd 公式； 

^[ u - iru+iyj 


M — IV 的前面乘上系数是为了使得朽 = K 我们來 证明仏（ 1) = 1 -根据微 


Sc ； 


^ ( jr-jy ~ r=：(\t + 1)* 


dx 


djc 


当时 .h 面的和式中只有这一项不为 0, 其余项全为 G . 于是 


PAD 


1 ir^ 

2 k k f Cl 

[^ fj：- 1> * - 

hm ■ 

<X+1V 

I 

1 • kiz 4 - L 



在例 H 的证明过程中也用到 r 上述菜布尼兹 公式 - 
倒 25 设 A 是 n 级实对称矩阵，证 明： 

(I) 如果 A 是正定的，那么 


o'A a ^ 


噚 


a 


V«：€ R 




<42> 




■/UA 

其中 1 B 表示元素全为1的《维列向 tt* 

m 如果是半正定的，那么 a 有一个广义逆 a - ，使得 

U/A' nKl:A 1 _) > ( 1 ； AA~ a)\ 

证明 U) 由于 A 正定，因此 A -1 也 IE ； 定.于是存在 n 级实可逆矩阵 C ; 鱒得 
a -^ Cc , 于是 Ascrucr 1 )、 在 R •中指 定标准内积.任取 neit 4 , 有 

aA~ l a= a C C'a ^ (Ci*) r (Ca) = | CJ® | : 

1 _ _ I ic Yu rI g » i £ 、 iur i yi m y ( Cu>j 

〆 ac ^ YIJ'TicWiJ 


I ( cr，.)X I 
nlc^cur 


( i：ay 


a 


vCaI ： 


r ^ - ^frr f t 

(2) 由于 4 半正定 * 因此 A 二 |_~ Y 其中 jr = ra nkUK 于是存在 
p ， 使 ViUM 有-个 CXJM .， 为； •/ 


级实可逆矩陈 


:，」 


0 0 


= 


L 0、 “ . i p l o 




fr 


o 
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第 lo 劝具有 度峨讀 线性空间 


于妃 A 也为半 iE 定矩阵 * 记尸- ] = ( 尸, • P : >，其中朽有 r 列1则 


A 


d) 


PJW 


丁是 


A = AA^ A - AP 4 P；A 



由 F 对任意 《 €■ R % 有 

0( ^ a P ： P/a ^ (P 'a ^iP^) ^ \ F； ff \ s f 

ml = kapj^^k - ( P ^ Auya^Aij =i p；ak i 2 . 

因此对任意 ue 〖 r . 有 

d ff)(l n AU =1 P：a | c I P ： Al m I f 

^ Kp ^ Aij ^ p.ayy 
^(^ AP . P . a }^ ( t；AA a )\ 

点评在例 25 的 （1> 和 <2) 中都用到了 C 抑 irh 3 HSy _ Mliamfi - SehwarjJ 不等式 • 

证明第 （ 2: v 小题.那么可以立即得到第< ]) 小紐的结论 C 因为此时 y \_ t ， _ 

例炻在 R 2 中指定-个内积为 ’ 

(H，P) = ^y x + , 

Ui tm )\ 这个欧几里樽空觀潭作 V %拽出 V 到指定标准内親的欧 

凡里得空间 K - 的一个同构映射， 

解取 V 的‘_个基 e t , 私 •由 f 

) = I X 0 +.2 X 0 X 1 = 0 f 

因此7中 51 与&正交•令 


如果先 


It 中 




E 


ei 


1 1 * i| 


1 









2 






因此 1 即 e ! t ye ，) 是 V 的一个标准正交基•由于 

a = + jt X £ 7 = * r , c , + x ， yf 2 J f 

因此 a 在 V 的…个标准正交基 es 下的坐标为于是把 

到 ( A ， V ^： r : r 的映射是 V 到 R : 的一个_构映射. 

例27设 r 和是两个实内 fi ! 空间， E 明^是实内积空间 V 到 W 的一个同构映射当 
且仅当 a 是 V 到 〆 上的—个线性映射•且保持内积 • ) …、 


11 = u t 对应 



证明必要性是显然的 f " KiSl 来证充分性 * 由于 

a ^ Kerff ㈣ tfU ) = 0 ㈡ (<?(«) f #( a > 1 — 0 

* [ ㈡ ( at^) ㈡ 0 ㈡ 0=0， 

因此 Ker £ T 二0,从而 a 是单射.又 d 知。是¥到\"上的 一 个线性峡射.且保持内积，因此《 

是实内积空间 V 到 W 的一个同构映射， ■ 

例雄设 v 是由 m 3 ( r ) 中所有斜对称矩阵组成的子空间，对于 Adev •规定 

( A , B ) - jtr(AB ), U 3) 

证明 ：（ i >( ,)是卩上的一个内积 I 

(2>•令 R ? ——, v v , 

1 补 ^ 0 1( 

11—~ 學 一 xi 0 f 、 •， 彳 

\Xj •一 々一工 i (I • f ! . . I n .「"，•，••： ' 

wk J 

则是欧几里得空摑^及 ㈠ 指定标准内积）到 v 的一个同构映射，并且求 V 的一个标准正 
交碁， 

证明 m 从本爷内容精华的例2中己经知逋勺是吣上的一个 
内积. 把它限制到V上，就成为V上的一个内轵.据例 7 的第 （2 )小藤得 •Hh 去 tr 


( AB f )& V J : 的一个内积* 

(2) 显然。 是单射.满射_易验证 <7保持加法和数®乘法运算:. r 面证 。 保持内积，任 

取 %Xt 1 y kp= ( V| tjj ，力 ! }’- SM 

= jctyi + i 3； Va * 


由于 


mt 



( 9 ( 0 ) ) ~ 备 tr ( tf ( fl ) ff ( P )’) 

z 




= 去 [(斯 m + ) + 1 Jtiyi - hx a ^4> + ixty % 

^ r j f 1 - f ； f # li 

=- Tj^i — ( gfp ). rj 级\\_ -[ I 

从而 a 是欧几里得空间到 V 的一个同构映射 = 



* 


6 擔 



抑有度 量_线性空涧 


R 5 的一个标准正交基 e , 必南在 a F 的象 


1 0 | 
0 ^0^ 0 j 


0 0 I 

0 0 0 


0 0 


0 D I M 


_是 V 的一个 标准正 交基 


■ 


习题 10.2 


设 A =(〜 》 是一个 IT 级正定矩阵 • 在 IT 中规定 

C¥JO = X ' AY . 


U >说明 < ，）是 IT 上的 - t 内积_并見指定这 t 内积玍 R f _ 的标准基 I： t 

T 的度量矩阵 t 

(2} 具体写出这个 欧几里 得空向『的 C 抑 chy 吻晒咖 ati ^ Schwar 2 不等式, 

2 .设。，.…•知是"维欧几里得苧间 V 中线性免关的向敁组，证明 . G 4 
如）是正定矩阵， 


(W 






_在敢几里得空间 RS < 指定标准内积 》 中，设 《 = (一 1,：0、求7使择 <(| ， 7) 

1 ■且（芦， y)=3 e 


在欧几里得空间 R 4 ( 指定标准内积）申，设 


求 


a (3 ,“L 

5, & u, . fl; , …， t 是 《 维欧几！ 1 得空间 v r 的一 个基： 证明： 
(1) 如果使得 = 0“ = 1，2，“,||*那么 ^ = 0 1 

f 2) 如果典，庚色V使得对任意 a € V * 有(译， d ( 谗 ,n). 那冬 

良设 A 是上的一个线性变换.使樽 

6 


^11 


\ /uTj L 

J ， v L eRN 


{E R ? 中指定标准 内积. 证明 ：（a，- 4 w =o, Vaeii 、 说出线性变换 a 的几何意义 

R 中指定的内积是例 ！ 第 （2) 小题屮所定义的 ■求基 e; 必 的度 jft 矩阵」 

艮求出 W 上的所有内积 a 

9 -在欧几里得空间 R [ jt ], 中，其指定的内枳为 


( J ) 


f(j ： )g(x)dj ： 






m 
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m 10 # a # 度做的线性空间 


述结论，并且进行论证： 1 …：1 「 II? 

定理 I 设 U 是实内积空间 V T 的一个有限维子空间.则 

V ^ U © (2) 

证明 9 tmv = u ^ u ■任取 ae v ，_ 想证存在⑴ e * 使将打 = 

在 t/ 中取一个标准正 交基穿 I ，…，_ 设奶司 = U _… ， m) 待定， 

r ■ J ’ 

令 <li = cr — fli * 则 

ai ^ ^ Cflfi t ^ ) = 0，j = 1 ^2*wi 

A SIH F Co 確 e" 办 )^ = l ， 2 ， __* ， m'〆 i 上着 _ 

W ! Cq • ^ ) — Caj ： ，刀 /9 */ = 1.2 f … ，m 

_ 

㈣ Ca*t^ ) — C . j^} *j — 1 ，… _m 

< m 

㈣ <a ， i^ ) = tm) f j = 1 t2 i * # * *m 

% ； f w - . i-=i f : 

㈡ (ff*i^) — k, ^ = 】 _2 ,…，吼 

_ 

于是 ff!= 】 ](« ，中 ， fl2 = 逆一 11 "则 a= G , + 幻•且奶 eu-m 61 /丄 • 因此 V^U+t/^ 

AJm Mi m 

再证 C / fW 」 D , 任取，则由内积的正定性得岀7=0。因此 

uncr 丄气 

综上所述, V+u ㊉ l/i. ■ 

设 US 实内积空间V的一个子空间■如果 v = 蹲么有平行于 U 1 在 LT 上的 

投影 Pu* 我们把这个投影巧称为V在 U 上的正交投彩 ■ 把 a 在 l» L ，下的象 fll _为 0 在 

U 上的正交投彩„此时十化％6〖/,化6[^ , 由此得出： 

«| 是 a 在 t ； 上的正交授影 ㈡ e 

如果1/是实内积空间 VV 的有限维子空间•那么从定理1的证明过程看到：设 
… •冬是 U 的一个标准 IE 交基.则在 L； 上的正交投影⑴为 

爾 

毅 I • 哦） 來 - : a- ! , Ijf C3) 

' tm\i V " ’ r * 、 

在几何空间 v 中，设 c/ 是过頃点 r』 的…个平而 ， 则 c 龜过原点 o 社与平面I)垂直的 
直线，如图 10-1 所示 > 根据立体几何中的结论 r ' 从平面外一点询逑平面引垂线段和斜线 
段•则垂线段比任何一条斜线段都氧，，于最#在 y 上的正交投影具有这样的 性质⑼ 与 
的距离比 t/ 上任一其他向进？与 a 的距离都短.由此受到启发，我们猜测住实内积空间 


K ',3 疋 交补 .正 交投影 
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V 中也有类似.的结论*并且进行论证 t 


U d 



Bfl 10 - 1 

定理 2 设 t ; 是实内积空间 v 的一个乎空间•且 v =_ u 丄，幽对于 eir 是 
o 在 t / 上的正交投影的充分必要条件为 

d ( a ^ x ) <心，7)， \ fyeV . ⑷ 

怔明必耍性设是 a 在1/上的正交投影，则从而 V 奸队有 

C 玟—…）丄（旬 — 

由勾股定埋得 

= | a — y 卜=1 (at — ai ) + — y ) i : 

― I cr^at 1 ■ +1 一 y 1 2 為 1 a — ct{ I z = [<i(a fOi )^* 

因此 d ( any )^ d { a * a- t ) 0 

萁分性设 (4) 式成耷，设5是《在1/上的正交投影，据必要性得, ，们 
结合 (4) 式得 

口 K 诊， (5} 

由于 a - 占 eu 1 , 攻 一 〜 ei /， 因此 • ： ： * 


I & — ff_ r = I (ff 〜攻 — ai) | 


■ 一 v p 


从⑸式和⑹式将干歸 面 H 在1/上的 M 交 _• _ 

从定理2受到@发，引出 T 述槪念： 

定义 2 设 〖/ J6 实内积空间 V 的-个子空间 jf P AV ， 如果存在 #€17 .使得 

d(a f a) < (iU,/) , V y 6 V, 1 ，: ,j' (7) 

那么称沒是 c 在 U 上的最佳通近元， '’八 卜 j … 

从定理1和定理2立鄭■得出，如果 U 是实内积空间 V 的一个有賴维子空间.那么 V 中 



_ 
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灿有埂 Mt 的残 性空侧 




a wiJ 


如果观测是绝对靖确的话 ，耶么 卩要测 s :— w 次，通过线性方程组就可解出 n … A 
但是任何观测都会有误差，这样就篝赛多观瀚些次数，即 m>nk 于是得到的线性方程组 

r Hnki + a t 9 k 2 + #ai + — hi , 

tin 、 f … + a lM h m = b z t 

.■ ■ * * * * ♦ -• __■•_■ ::: ■多 

产峡 1 务 1 脅疮 2 +…+ 这釋 k m 二 

中.方锃个数讲大于未知 w .1、 数〜 这时线性方程组 H ) 可能无解。这时我们想找—纽数 
， Ka ，…，使得 


(9) 


S C^rt ^1 + 众 0 €篇 +*" + a M c m ― 卜 ) 


■■■ 

< ^L^k ： +a a k s 1- ^->+a m k n -h s y , VU Jff … •為 • 6 IL < io) 

此时我 fn 把 < n ， o , …，称为线性方程鉬 （&) 的最小二乘解， 4、 

如何求线性方程组( 9 >的最小二乘解？ （10) 式左端是平方和的彤式，这使人联想到它 

是欧几里得空间 JTf 指定的内积是标准 内枳》 中，某个向量的长度的 f .泞 ■ 这个向酞的第, ■ 
个分量是 

“ JR 


4 nC ! +仅 1 2欽 ？ 卞…卡一銥， 


= 


I *2,… .17 J 


(11) 


任一向 M i = i 在 L 上的勘佳逼近元存在且唯_,它就 是 tt 在 U t 的 iE 交投影,， 

设 u 是实内积空间 v 的一个无限维子空间，如果 v 在 u 上的巔佳逼近元&存在 
(此时必唯一^那么把$称为 c 在 U 上的正交投釋 • 如果 V 中每个向量都有在 U 上的 
正交投影办，那么把 a 对应到沒的映射称为 V 在 L ? 上的正交投影 ■ (注 s 当 V = U © U J 时, 
这里的正交投影的定义与前面所讲的正交我影的定文一 致，） 

正交投彫和最®逼近元有许多应用》下而介绍一个应用 

在许多实际问题中需要研究一个变營 y 与其他一些变__，為，…之间的依續关 
系， 经过实际观测和分析 * 假定 iV 与之间呈线性关系： 

‘ y ^ 烏 X ! + 〜…^ k n x^ m (8) 

其中系数 H ■是呆知的 * 为了嫌定它们>霜要规_数据 m 次,即测得 m 组数： 





£交补,紙 交枕膨 


« 


iS 


线性方程组的系数矩阵记作 A, 它的列向量组 记作① ， …, a • ，行向*组记作 y t ， r” 
•令 

x — iki ,k x , … 上 )’ .p = (n ， •- ，^〆 * 

卜‘ T n f a = ( c ^ ict ，*“，!：•）％ 

则以 （ ii) 式为第 / 个分置的向量遒 

7ia 

7iH 
= : 

" b - ■ 

于 a(io> 式的左端是向 tt — p 的长度的平方 • 也就是 p 与的距离的平方„令 

C/ — r .ai *<*.:»• ，， *a w >« 

则 

Aa = cia ： 十 cstti 十 … 6 U* 

= ^ifli f kiOh + … + 6 U* VI ，臭 2 t f R, 

于 M a 是线性方程组 AX=p 的最小二乘解 

㈡ I An —p”<|AX-JS|l VX6R' 

㈡ diAa V reu 

^ 在 u 上的正交投影 

㈣ p~Aa 6 U 

㈡ （ P_Aa ， ci) = 0. / — I *2**** ftt 

㈣ ml l,2* — ,ff ’ 

㈡ AC 秦一 

㈢ AAa—Ap 

㈡ a 是线性方程组 .4VlX=A> 的解 3 

由于 " 7 ；； j^J ； rr . ；； r 

rankCA^ * A J — rank[yV < J ^ nmk(A’> = nmk(d , 
rank(A"A , A p )^ rankdA ) ， 

因此 nmk ( ,VA .A^y^ranMA }, 从而线性方程组 

A^AX ~ C13) 

—定有解，这样我们就把承线性方程维 Ar =多最小二乘解的问越归结为求线性方程组 
{A r A)X^A^ 的解 E 


6 〆 

b , 

_ ^ Aa — fi , U2) 

t 



* 


4 
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洛 io 寧具有度盾的线性空刺 


10,3.2 典型例题 


例1 设 U 是欧几里择空间指定标准内积）的一个子空间奶， > ，其中 

_Oj —(!*].* 2 > 1 ) « Hi ^ ( 1 + 0»0 * *- 2 ) 、 

( 1 ) 求 LT L 的维数和一个标准正交基； • 

(2) 求 a = (] •— 3.23/ 在 U 上的正交投影 • 

解 ⑴由于 m 3 线性无关•因此 叫， 衝是 U 的一个基，从而 dimt /=2 t 于是 

dim U L = dim R* — dim U — 4 —2^ 

#€ U *t （#_ 獯 I 革 [“ i = 1 ,2 n 嘗 r - ilMl- AIM 

㈢ a P = 0 * I ^ 1,2 
i & h \ 

㈣ W 卜 0 


㈣ 


p 是齐次线性方程组 = 0 的解. 


解齐次线性方程组 


m 




m 


太=0，求_一个基_解系 


pi ^ 一 1，0>、 

则 A ， ft 癃 I /」的一个 #• 把它正 交化和 单位化 

Yi Pi t 


ft = i 2 .- 3 , 0 A )\ 


r ? 






3 


B 


<rttri 




i r . 


Yi 


vt ri 


bt 



* 


5 ， 

s 


0 


m 


r 7 J ri 



7 l 


[vjfo a / Tto 
i . m f— 


m 


于是仏 的个 标准正交基* 




%/Ifo 

Bsr 


%/Tfo 

34 j 


■ 




0, 域最 



:/ 


ij : 


/17Q 

~vr 


il Vim a vTtq ^/ito 

1TO ’ 85 , 


(2) 把 U 的一个藝 flE , 进彳 f 正交化和单位化，得 




4 ^238 ^/2M 

119 


13 y/2l8 

~ HI ~ 


r 


据本节公式 (3) 得 .u 在 U 上的正交投影为 

ia.Si )S\ + (citi ； )S；^ = ( 。 ’ 芽山鲁 )' 

例 2 设 t ； 是 n 维欧几里得空间 V 的-个子空间，证明 “ U “ > 1 = U . 

证明 由于欧几里得空间 v 中指定的内积是正定的对称双线性函数，因此锯 m 1节 
的例10得 ■ _ 


例3 s V , . V , Jft «维欧几里得空间 V 1 的两个子兗间 * 征明 


+ f 3 ) 上= ( 0 


v 「] n V : ) = + vy 


(14) 


证明由于敢几里得空 M V 中措定的内积是正定的对称双线性函数，因此据习厪10/1 


的第3题得 


(Vi + v 3 > l = v ； n 


(Vi n v : >- 


-T- V ； 


m 


例 4 诚叫；欧几？ 1 得空间 K 指定标准内积 > 的汗一 子空间 r 是一个齐次线性厅程组 


的解空间 


证明在 U 1 中取一个标准正交基 If , 由于 Li = ( U 1 ,因此 


6 U ㈡ C or t fji ) = Of 

1 肖 ml a — 0 # 


1,2 


1 , 2 , 


㈡ 


: ix 




f h 




二 <1 属于齐次线性方程组 ；X 


0的解空间 


* 


flm 


从而 U 是齐次线性方程組 


x _ n 的觯空间 


■ 


零 




US 欺 U 是实内稱空间 V 的一个子空 n 证明以在 nib 的正交投膨 P 具有下述 


性质 


瞧瓣塞舰 * Vo .0 € V 
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第 to 承 il 釭度敏的线性空间 


证明由于 a-PueW ^- P ^ U L ，因此 

0= (u-Pa,Pp ^ ia ： Pfi) — (Pa ， P/?)* 
P - (ft-Pff,Fh} = (ff.Fky — CP^Eah 

把上面两 个式 子相减，得 


于是 


0 = (G.Pfi) ， IV>- 


A ? C Pa 1 ^ | V a ^ 觀鑽議 

例 6 设 v 是一 个实内 积空间，咿是 v 的一个 子空间 f 可能充限维 > ■墚 ae v •证 明: 
(1)；96 W 是 0 在诹上的最侏逼近元当且仅当， 

a-^e J 

【2> 如果 a 在 V ¥ 上的最佳逼近元存在■那么它是唯—的 
证明 （1) 充分性的证明与定理2必要性的证明一样 
必要性设卢€ W _ 是在 W t 的邋佳通近元，则 

dia ^) ^ . V y g - W * 

由于有 

I a — 7 ^ 

闲此 Vy 6 W , 有 



i& 一於十 (身一 1 :二 U 則： + 2 UH y ) fi - r I 


— #，卢 一 y ) +1 0 ― y !p ^ 0, 

于是当时，广 y 用 1 (/^30代替，从 (15) 式得 .V yf W ， 有 

tk(a — /) + P I 芦一 y | : > 0. 

显然当1=0时 〆 16) 式也成立_ 

当 y # 尹时，取 


H 5) 


06 ) 


K 


U — y ) 


代人 t JJ ) 式得， V 作诹，且的,■有 


M -7 T 


(g — BfB 一 y) 


山此得出 


踏 y I 


^0 


(a — 择*卩一 y > 


~ TTg - I 


0, 


Vy e W 、 通 f # 择 


因此 V ye w% 有 < a — 戶 •7)=0 。 从而 

< 2) 设办&都是 a 在 W 上的 飛作 逼近元，则 

^(ar^} — <iia 

与定理2的充分性的证明一样，可证得 




■ 



10 - 3 正交冲，疋交权影 


# 
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例7设 W 是实内积祭 M V的一个子爷间 （ 坷能无限维）.证明:如果 v ft W 上的正 
交投影 P 存在，那么它是V上的一个线性变换.并且是*等的.坯有 

K € ltP ^ W -. Im P = W. ► 

证明 任取奶，奶 € V , 设则据定义得 •择是 a ，在 W 上的最佳通近 
元， 据例6得 w —译 ew - 由 PW 垦 V的一个子空间，因此 

Cbi + oi) — +^| > — 4 - (a t —0s} ^ W A # li 

据例 6 得■爲十庳是 cn 十奶在取上的最佳 jg 近元， f •是 

-H aj) ~ ^ + j95r = PC®, ) +P(at), 

类似地可征 : 川匕）=沙(《)， Vof Wk^rR 因此 PM 7 上的一个线性变换 5 

任取 eev t 设 P(a)=^， 则乒是 <r 在蝌上的最佳逼逬元.由于 fi —^ oew 1 ，因此 § 
是乒在 W 上的最佳通近元.从而 = 于是 (埒 由此得出， 
^=P 即 P 是幂等的， 

显然 *Im PQW \ 任取由于 朽 7> = y， 因此 WSm P m 从疏 

a€Ktfr 尸㈡ PU-a ㈡ a-OeW 丄 ® 此 Ker 户=评丄 ■ ' •' *' ■ 

例8设 U 是实内，积空间V的一个有慨维子空间，用 #V 表示V在1/上的正交投影， 
证明丨 在 U I:的 iE 交投彫存在，它等于/-IV,其中 I H V 上的恒等变换 4 
m 证明任给 《 ev B 由于1/是有限维的，因此 

Jfc r>；ft ^ 

从而 a ^ai ~}~ai * a \ € t /*at €* # 于是 

a — (f — Pl )ir = Pl 1 (a) = ai £ U . 

由于 l/&(l/ L >丄 * JS 此 a— d — JV)dt& (t/* 1 ) i * 又由于 Cf 一 Pi/ — 叫 =^8 G l/ 1 ，因此 

(ft a 在 U 上确最佳通近元 d F 是把 《 对应到 u #v >G 的'映射 f — P t , 是 V 在 
t/i 上的正交投緲 ft H 

例 9 设⑷是实内积空间 r 的一个子空间 < 可能无限维 >•， 证明:如果7在 w 』， : 的 if 
交投影 P 存在，那么V在撕1上的正交拽影也存在，它等于 j—p， 

证明任取已知 r 在评上的正交投影 〆 存奄， h 此是 a 在识上的最佳 
通近元_据例6得， < j - p( 0 >ewi ■ 即 ( j - p >«€ 砑丄.由于 1 

cr — (I — p) a ^ P( ff ) ^ W Cl (W - 1 7 x . 

因此据例 6 褥 *(J 一 l *) fl 是 a 在上的最 ■ 彳近元 • 手是把 G 对应到 U — P)a 的映射 
f 一 p 是 V 到砑 i 的正交 投形 . ■ 

例10设 W 是实内积空间V的一个子空间（可能光限维），怔明#在 W 上的正交投 
影存在的充分必要条件是 1 = # . 
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第 10 # 有度 吊的线 性空俩 


证明充分性是显然的（据定埋1后面的一段话 K 

必要性设7在 W 上的疋交 ft 影 P 存在，任取 0 €彳％据例6得^-/~)6川、记 
a * = a 一 Pi a ) » Jill 

: 1 ^ ^ ^ u 1 a J?( &) Hr at ? 

于是 v = vf + i ^_ 据内枳的正定性餐， wnw^=n mitv ^ w @ w^ m m 

点评从例 10 看到7在 子空间 懈上的通交投彩存在 (也 就是 v 中任一向董 „ 在识 
上都有最佳逼近元）当且仅当 v = w @ w - . 

例11设 u 是实内积空间 v 的一个有限维子空_确 ，爲， ... 也 * u 的一个正交基* 
用朽表示 v 在1；上_正交投彩，证明 a 对于 0 ev , 有 . 


^ - t 

] I pi 


( 17 ) 


证明令7, 丨 .2 -…， ot . 则孕，7」， …，％ 是 U 的一个标准正交基，于楚 a 


在 U 上的正交投影 Pdfl ) 为 


P U) 


I? 一 ) p 倉 


Oi tfli* * 


= tt c i _ 

例 可以用正交投影的术语几何地描逑实内积空间 v 中对于线性无关的向量组 

施行 Schmitlt 正交化的过 程：令 

Wl* — O fW", = (oj toi » *** i = 2 • 3 ■ •*• - it! 


Wi — CJ tff p — <cryfl 3 ， … *o r I > f i — 2,3,^t/n. 

用灶 表余 V 在上的疋交投影，用纹表示 V ，在上的正交投影.今 

具— P t ( a *) * i — 1 *2* ,7 n . 

iiF 明:坏 必，…，木就是对 a a ，…，^施行 Srhrjiidl 正交化得到的正交向 y , % 
证明据例8得卜 P " 片宁是 ：^ _ 

^ ^ d — P t ) fl] = ai ~ PAen > ^ a , 丄 0 = A •" 


( 13 ) 


ffl — 


U - P：>m 


fl ： Cas ). 


由于恥 - <m ) •因此据例 11 得，巧 ( ai >=%^ i> ai ； 于是 


M 5 


《幻 f 玟 i ) 

垮 — T ^ Ti 1 ^ 


4 z 


假设对于 m — l 时.用 C 13> 式得到的岛 物， 
交化得到的正交询 量组 ，则典，你 T …，‘ 3 与 


1 

A I 是对 


;y 


§ 对 cri *otr ■… *o^.- i 施行 Schmidt j] 
〜等价,.从而贫，择，… ， 以 





I 0 r 3 正交补， E 交投彰 


651 


一 


W _ 的一个正交基_于是据例 H 得, 


— P m {Q m ) 


Q 


( a 抛， 0 i ) n 

^ lftl f 


_此 jft ，…泰 一 就是对⑴ tat * … I n 施行 Schmidt 正交化得到_正交向 fit 组 


例 i 3 设奶，赍，….如是实内积空间 v 的一个正交单位向置组，诫明: v a ev % 有 


兩 

1 : 


HB ) 


pi 


等号成立当旦仅当 a = .这个不等式称为 B «^ J 不等式、 


证明令 M …，和〉，则 ㊉ W 、任取贫 6 V ， 有夺口奶+仍，中 

于是奶 是《在 w 上的正交投_予负，资， •••♦ 癍 W 的一个标准正交基，因此 


a i 二 X ] ( ， V 1 ^ ^ 


从而据勾股定理得 


Q 


\ * ~ I Ql " fa ? I ' 




m l z -f l oj l : oi I* = ^<g ? 7}, ) f 


等号成立当且仅当 a: = o . ma ^ ^ 

例 14 实内 积空间 C [ Hn , I •萁指定 内积为 


麗 


(/,w 






0 


/ (a}g(.r\d.r 


证明： v/e r [ o 』 n ] •有 


^ 2 ( J /(^)cos itr djf jl 


2 




u 


• • W 1 — V ； 

/ < x ) siTi ferctr \ 


t 


， 


：i 


( f ( ^ )： Ax ~ h {^ nx)<u )' 


(20) 


证明据 lo . 2 节例 wm 


”:埼 譜 




-^****^^» > 


COS tr , ^51TJ kjr r \ l ^ k 



_ * 

< m J 




M 


v ^2 it yir 

是 CDK ^ l 的一个正交单位向童组 • 于是据例13 », V / eC [ 0 t 2it]，W 


\/^=^ Lfi ^ 7d , 


n 




蠡 
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+ 


- 

S (/ 

* = i _ \ 


—cos kr 'j + 


hi 


— 


卜 (£ /('^心)平士 S (上 /(^) co 也 d < r ) + ( 


由此即得 C 20> 式成 

i 例 is 在欧几里得空 _ rol 中，其獪定的内积为 





f(x)g(j：)Ak 


设 W 是由 零次多 项式和零多项组成的子空间 d 求 IVi 以及它的一个基 。 

解由已知彔件得•妒 =< lh 在 Ri >」， 中任取一个多现式 /< x > = 叫 + fl , x + 〜 x 2 + 


，则 


/ g 屮丄 台 (/,!) ^ 0 

^ f ^ f ( x)Ar — 6 


㈡ 如十 


沒 i *^f I ^1 


2 3 



0 


因此 


W L = 1%十化无十兩 i 5 十 a a x 


办 + 孕 + 孕 + 鸟 = 0,3| ^ 


2 3 4 

在 W 中分别找出宵项系数为丨的一个丨 H 2 次和3次多项式，相 


R | 


X 


X 


j: 


■y i— t 

显然这 三个多项式线性无关 * 由于 

dim W 1 ^ dim R [ x ]* — djm W = A — t 


3. 


因此 j ： 一 Y，jr 


X 


4 


逛姉一个基 


a 


例 欧 Jl 里得空间•其指定的内积为 

( A , B ) ^ ir ( AB f ). 、- 

设 W 适由所 有”级 实对角矩阵组成的子空间求 W 」 以及阼1的—个标准正交基 
解取的一个堪是 £ tl …， ET W , 任取 A =( 〜） eiVfJRh 1 

A ^ W ㈡ tt ( AEj ) = 0, … 






㈡ a 


0, 


1,2 






因此 W- = [A^ >€ M W (H) la,* ， 2, …, jih 于是当 iV=> 时.馬 glfi. 

CE„ .E^) = trfE^K/) — tr(E^E^) ^ tr<£V); 


1 , 





当或 / 内时，有 


因此1^^,1<“^»0是识 1 的一个遊交单位问置组 * 其中有 ”一於 个向量《由于 

dim W = dim M h { R 》 一 dltn W ^ n l ^ n $ 

因此 {馬 是的一个标淮 正交 稱. 

例 17 欧几里得空间 M n < R >, 其指定的内积为 

CAfB) = ir(AB’)- 

设 UM 由所有《级实对称矩阵组成的子空间，求 

解用 W 表示实数域上所有《级斜对称矩阵组鵃的子空间•据 S . 2节例19得 I 
M „( R ) ~ U @ W m 又有 M ,( R ) = I /®!!/: . 因此 dim t/_ l = dm M « { R > — dim U =dim W . 

任取 Be W , 对一切 A 6 U , 有 < 

• ( A * B > = trCAB ") = tr ( A (- B )> =- trCAB ), 

<>\ if 3) = ( B , A ) — tr ( BA ^) ^ tr ( BA ) — tr ( AB ). 

于是 tr ( AB )= — ir ( VU 3)， 即 gtKABJ ^ O . 从酣 iKAB >，0 U 因此 ( A t B ) =0,由此得出, 
BeU 1 ，于是 丄. 又由于 dim W-dim 1/ ,_此识英 P ， 即 U 丄是由 R 上所有 rt 级 
斜对称矩阵组成的子 空间. 


例「18 设 V - £1 _ 1. 〖]，指定内积为 




c /. g ) = 


设识是 V 中听有奇函数组成的子空间.求 W , 试问： V 在平上的正交投彫存在吗？ 
解 n\V 表示 V 中所有偶函敢组成的子空闻 • 据 8.2 节例32得， 

任取 / U )617, 对一切 g ( x ) e w t 有 






J | Xx %( x )4 af — 

• ' 

fl 

/(:r)g(i>ir 十 f(s)g(x)dx 

i J 0 T\ 

/( — Ogi — f)d( — / ) + f /( 孑 




f([}g(t)d[ -r f(x)g(j：)tix 


一 f ( 0 gii)df + f ( x)gijiydx 


因此于是 L/CW ^ 

任取 ACjC )6 W ^. 由于 V 篇妒 _ ，因此 









hix ) = ht (^) h ；( x ) e h 9 ix > e v . 

由于 L / ew 丄 .因此 Aj ( x }= h ( x )— h ， uyew ^ ^ 从而 A t t ^ ewnw 1 . 据内积的 达定楼 

得， wnw =()• 于是九，（尤 ）=^o. 从而 a ( x ) 為&(尤）6仏因此 w 丄 eu. 

综上所述, t/ = W 1 • 因此 W ® w ：^ , 

据例 10 得， V 在 IV上的正 交投影存在. 

綱19设 S" 為是实内积空间V的两个子集. 证明： ■那么 Sf3S；^ 

证明任取 ff e 贫 rWVyes ： 祍取#氏，由于 s & s , ，因此 pes a , 于 
&< o ^)= o m 从而 a esf B 因此 ■ 

_如设 s 是实内积空间 Vte — 个子集，用表示V中所有包含 S 的子空间的交， 
称它是由 S 生成的子空间*证明 i 

⑴ ( sy ^ s 1 1 

C2) <S)^(S J ) A I 

⑶如果 V 是有限维的.那么 (SXSI ) 1 
证明 ci) 由于 s 迄 <s>4 村此据例 is 得， 

⑵任取彦 es ， 对于往意 ye s 、有 w ， y )= L 从窗讲 e 既 ) x ,于是 secs 1 ) 1 , n 
(幻的定义得 ,( s > S < Si ) i _ ‘b 

(3 > 裾第⑴小題得，于是据例 p| # ((S) 1 > lA ^^pC 由于V是有限 

维的 *W 此据例3得 t (< S >- ) H 从而 t:s >3 is - )」 ： 义据第 （2) 小®得， <s: t = 
(s H_ 因此 ~ 

例 2 1 设内和 I *, 分别是实内积空间 V 在子空间 L % 和仏上的正交投影，证明： 
二0当且仅当 LT | 与是互相正交的 • ' 

证明必要性设 W 严0屬对 任意^ V ,有•手晕 p 1(r eKer!V ■据 
例7得， Ker ft=C^， 因此 P l( reC /^ 从而 ImR 仍据例7得 ■ ImR 二仏，因此 

. 从而 IA 与认互相正交" 

充分性设 UV 与 t/ 2 互相正交，则 A cuf v 据例7得 ， ImIVQKer ft • 于是对任意 
ae V， 有 因此 ^ 

点评从例21得到，设 R 和IV分别是实内积空间V在子空间[/ 1 和 Lf, 上的正交投 
彰，则66=0当且仅当朽巧=0. ‘ ' 

例22没來是实内积空间 V 的 •个 7空间 . f [ ㊉ MA L ， 对于 aGV " 和 VI ，的一个 

陪集识，令 

+ W I 评}, “ (21) 





10*3 it 交补 .诋 交投彬 * ^ m 


称 + 到陪集 y + W 的距离■设 

y =系 + 5 v * A € 取， & C W! ， H ) 

i 明 十诹 >=1 aU 

证明从(盌）式得, w 上的正交投影为于是据定理2.得 

dCa ^ yrS；y ^ d(a — 7*7). V ^ 

从而 U — y — 泰 I < k — y —亨 N ff^w f 

即 冰 V n€ w , 

因此 J ( a . y + wi ^\ s ,\. ■ 

拥 23 设 w 、 u 是实内积空间 v 的两个有限维子空间，对于 w 的一 个陪集 y + w 和 [； 
的一个陪集沒 +[；. 令 

d(j ^ w^+u) ^ minidiy ^(i+ sy I e v), 

称 <Hr+W^U)l^ r+w 与芦 +u 之间的距典，求 f / cr -^ w ^+ LO , 

m 由于 W 刀有限维，因此 w + tr 也是有限维，从而7=(巿+仍©(硏+10丄•设 

y — f — ai + aa t m 6 W 十 t /. <n €: 0^ 十 t r 3 丄， 

则 y — 存在 W + L / 上的 IE 交投影为 a ,» 于愍 据定理2,得 

diy^p^y ^d{y^ w V ^ e ^+ U . 


从而 

\y—^ai 1 y—n* 

w+a 

即 

lar? \ ^\j^i3—(i)t +jp) l • 

V 7 ^ t W * iy £ U t 

于遥 

la? l<JCy— 7 ]: ip > * 


因此 




例 24 设 V 是 ^ 维欧几里得空间. Hi 明 ：存在 V 上的一个非零线性变换 A . 使得 

证明在 V 中取 一 t 标准正交越 m 设线性变换 .4 在此基 F 的矩阵为 A. a 

在此基下的坐标为 X ，则 

V oG V 都有 Aft 与 a 正交 
仁4 C^W *a | V o ’€ 

㈡ x\\x=o. vxer 

㈡ A 是 K 上的 n 级斜对輙矩阵。 

其中最后一个“ ㈡ ”是拫据《高等代数学习指导 B (上册）瓜 i 节的例 7. 子是任取一个 K 上 
的《级斜对称矩阵建立 V 上的一个线性变换 A ,使得 A 在 V 的一个标准正交基 
T 的矩阵为 mdVaev 都有4 〆 与 a 正交， _ 





4 





10 ^ 14 有度箭的建性空间 


习题 10.3 


L 设 V 嬝一个《维欧几里得莩间属求的维数, 

2. 在欧几里得空间 R»，( 栺定标准内积)，中，设1/=<^,朽>,其中 ri = n f 2,i) / ，n = 
(1、0• —求 a=a，一3_G) ，在[/上的 IE 交投彩 fl f s 

3 , 设-4是一个 5Xn 非零实矩阵，用 W 表示 ft 元齐次线性方程組 AX-U 的解空何 ， IT 
中指定标准内积画 

C 2) 试向：是哪个齐次线性方程纽的解空间？ 

4, 设八是一个《级非零实矩阵, peir * 在 R " 中指定标准内积，证明…元线性龙瀝组 

解的充分必要条 件是璆 麗于齐次线性方程铒 © 的解空 间平的 正交补 呀」. 

5. 甩 V 表示 在区间 C ( K 2 it ] 上可积的函数组成的集合 ，显艏 V : 是， 叫的子空间，在 V 

中指定内积为 C /. g ) = |^/( j ：) g ( x ) dx . 令 



/(^3 -i U 

I 仏 

求 / ( x ) 在 U 上的正交投影 f . U )^ 


0< 土 < JC,- 
1 C ^ JT ^ 2 tc 


10.4 正交变换与对称变换 

实内积空间是具有度量的线性空间，自然要研究与度童有关的线性变换 9 本节就来研 
究它们 • ， 

to . 4,1内容精华 卜 

p - j. 

一、正交变换 i ，. ..， ： 丨 ( ^ 

■ 平面上，绕一个定点的_，以及关于•条直线的__保持向量的长度不变，癱持謂 




£交 变換与付称变換 
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个非零向 M _角 f 變■保赫向董的豹糨不变，由此受 到启发 ，引出!下述概念 - 


定义1 


实内載空间 V 到自身 的满射 A , 如果保 持向通 69内积积变，即 


^ Aar m } = ( a f j 8 ) * 

那么称 A 是 V 上的一个正交变换 ， 

■ 实内积空间 V 上的正交变换 A 具有下列性质 


V «^6 v 


⑴ 


性賴〖正交变換 >i 保持 mum 长度不变 = 


证明 | Act I * = {Aa *Aa} = ( 霣， a) = |<r| 




性质 2 正交变换 4 保持两个推零向 M 的夹角 不变， 

证明设 《 f •月是 F 中两个非零向最■则赛#,_#0_由于 


coniAa tAfi 》 


(Aa^A0) 
Aa I 1 ； Afi 


(a 




vosia^) 


因此 (Aa ^>=< a ^>. 

性质 3 正交变换雇保持正交性不变，即《丄#当且仅当 Aa 丄 A * 
证明 a 丄沒 ㈡ (a ^)^0 ^ iAa * Ap=Q 

㈡ Aa _LA^ a 

性质4正交变换 A —定是线性变换, 

证明任取由于 


■ 


I 十卢>一(瓜 +却) I® — I A(a+0> | 2 —2 I A(a + 0,Atx +4^>+| Aa + 部 1* 

—I fl+p I * — tiAia + ^Aa) — f(Aia + 0) 4-1 Aa \ 1 + ZiAo *A^> + ] Aff \ z 

=\ a+p ] 1 — Ua + fifu) —Zia-bp^ -^ \ a | : +S( fti j 9 ) +| __ 

^ I fl +芦卜一 2 (© + 芦 td + j 9 ) I « + ^ I ' — 0 . 

因此 — tAa 十却 ）= D, 即 Aia^p)^Aa f .4^, 

间埋可证 * Vcr 6 113 此 4 是 V t 的一个线性变换, 

性质 S 正交变换4保持向置间的距离不变， 

证明任取 ， 


■ 


性质 ft 


: ma^ev, 

^(Aa * 4^3 ) 
正交变换 A 


I At-^y9 1^1 Ma-0) |>=| a-0 i = diti,p 
定埋单射，从而 II :交变换 A 是耐逆的. 



证明対〒 o V '名: .4# ■则 


A(q — p ) = + 4& ™ Afi 




从而 Ig 一讽 =v|AU— 戌 )1 含 o_ 」- : 4 … 

因此 a — po * 即•从断 A 是单射 • 又由定又知， A 是满射，因此 A 是双射，从而 A 舉 
可逆的 t 
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■豳 


'A IQ J W 度 ft 的线性空邱 


命题 I 实内积空间 V 上的个变换 4 &班交变换当且仅当 A 是 V 到自身的一个同 

抅映射 • • 1 ^ - 1 <# * - 一 | _ 1 A 

证明 A JIV 上的正交变换 
㈡ A 是 V 上的可逆线性变换.且 .4 保持内积 

« 4是 V 到自身的个同构映射* _ 

命题2实内积空间 V 上两个正交变换的乘_是正交变换，龙交变换的逆变换还是 
正交变换， 

证明据命题1以及同构关系 的传递 性和对称性立即得到结论， _ 

命题3 n 维欧几里得空 N V 到自身的-个映射 A •_ 果保缚向量的内积不变，那么 .4 
是正交变換 。 

证明从性质 4 尚证明过程看出，只要 A 保持向董的内积不变，就可得出 A 是 V 上的 
一个线性变换，从性质 S 的证明看出，只要 A 是线性变换且保持向量的内积不变，就可得 
出 a 避单射，由于《维线性空 rf ir 上的线性变换 a 如槊是单射 t 那么 a 必然是瞒射，因 
此 d 蕋满射，从而 A & V 匕的一个正交变换_ 

命题 4 «维欧几里得空间 V 上的线性变换+4是正交变换 

㈡ A 把 V 的标准正交基映成标准正交基. 

㈡ 4在 V 的标准正交基 T 的矩阵 A 是正交矩阵 t 

班明设 a 是 V 上的正交变換，则 A 是实内积空间 V 到自身的^个同构映射，从而/! 
把 V 的标准正交基映成标准正交基，！ 

:设_性变换 A 把 V 的一个标准正 交驀扔 fU ， 映成标准正突基,4和■…，和, . 
儀 A 在和•平， 免下 的矩阵为 A * 则 

(Ayi * Aq ” … tA ^ n ) — <^ j ，炉，％ ) A . 

由于 V 的标准 IE 交基….獅到标准正交基 i 4 9 l ， A 9 ".“》 A ^ 的过漉矩砗是正交矩阵 • 
因此 • A 是正交矩阵， ！ ： 1 J • 」 1 5 1 

设 -4 在 V ’的标准 IE 交基 

V ■ * ?■ * … * % F 的矩阵 A 是正交矩阵，住取 V 中两个向量; 

ct :矣 C . 乎 …， j 9 — ( 1 )¥« 

则 = C 71 * 卒，… * M /VO 1 7. ♦'*■* *Tf/)( Ay 夂 

从而 （ 洳 ， 邮 > =(m ， Un t r iA f A )Y^ X f ! Y - 

据命题 3 得 ,4 是正交变换 4 ■ 

由 f 正交矩阵的行列式I于 i 或—【，因此《维欧几1得空间V h 的正交变换的行列 

式等于1或_1，行列式等于1的正交变换称为第类的 { 或繍转 }» 行列式等于=1的正交 
变換称为第二类的„ 




10. 4 疋交 t 換与对称货换 
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«维线性空间的任意一— I 维子空间称为一个超平面 • 

定义2设 V 廢维欧几里得空简，7是 V 中一个单位向量/是 V 在:< 上的正交投 
影*令 

I - 2 P , CE > 


则 a 称为关亍超平面 i 的 a 面反射， 

命题5 »维欧几里得空间 v 中，关子越平面< 7 ) 1 的嫌面反射是第二类的正交变換 ■ 

:证明设 a 蠢关于超平面的镜面反射，其中7是单位向盘•据定义2得， 
A = 2 P ■其中在 上的正交投影由于 P 是 V 上的一个线性变换，因 此灰是 V 
上的一个线性变换 t 由于 v = # f ，因此&<1?厂中取一个标准正交基炉，妒*… 

得到 V 的▲个标准正交基，… 


Atf = iy — 2Pj^ ― tf ~ 2^ =— 

Aifi p — 2 Prj , = ^ t i = I .2 ‘ ___ t «* 

于是 4 在 V 的标准正 交基丨 ，，…，少 F 的矩阵 A 为 

• A =>di0gj— i * : 1 1 i# * tl} + r 1 

由于 AAUr / 因此 A 是正交矩阵 D 据命题 4 得4是¥上的_个正交变换,由于 IAI — 1, 
因此 . A 是第二类的， ■ 

命题 6 设 4 是实内积空间 V I . 的一个正交变换是4 的个 有限维不变子空间, 
则也是 A 的不变子空间 


证明任取 M | 妒是 W 上的一个线性变换,由于 A 是 V 上的正交变換，因此 
A 是单射.从而是单射 • 由于 W 是有限维的，因此 AIW 也是满射.从而对于任给 
芦€取，存在使得 Ay 二札于是 

(* As ) ^ C 董 .£ f ) 0 , 

因此如 从而识 i 是 a 的不变子空间， wm _ 

命题 7 设 4 是实内积空间 v r 的一个正交変换 .如果 4柯特征值_那么4的特 征值 
必为1或 | : * 


证明如果 a 有特征值心.那么4有属于 A , 的—个特 妬向置 6于是 a 不从而 

( f * f ) — ( Af ,.4 f ) ^ (Ai ftAi $) = 

* 于 ？ 关 O.ffl 此于是 = U 由此得出 次 I 」 ： • _ • ■ 

定理 1 设 A 是"维欧 Jl 里捋空间 V 七的-个正交变换，则存在 V 的一个标准 E 交 
基，使得 A 在这个基 F 的矩阵具有形式； ；， P V腕11 /h , , 


I Ircos A — Bin ft 

diagJ Ai t — d -， tf A 

1 I sin ft cos 0 { ， 




cos & m — sio 
sin 1 cob 0^ 



( 3 ) 






其中 或一 l W = U2, … .n 0<免 <iw = I - 2 •…- "i, 

证法 _ *^ 中取—十标 _ dui : 交基 tf 、,nU 在此基下的矩阵为 a , 则 a 搔 . a 

交矩阵 * 据 《高等 代数学习指导书<上册》 > 补充親瓦的第 5 题得，存在《级正交矩阵 r , 使 
得丁 1 Ar 为形如 （3) 的分块对角矩阵，令从 為，…， •炉，… _ i )7 V 则& …4、 

是1/的-个标准正交基 ，il 4在标准正交基 A ，办 ，…， A 下的矩阵为 T ] AT t 
证法二对欧几里得空间的维数《作数学归纳法„ 

n = L ] 时*取一个申位向⑽ 设 M = 由于|今| = | r / l ，因此 | jM I ^! = I^L 
从而 IA _|= : L 亍是/^!或一 I . 因此 d 庄标准正交基 ？ F 的矩阵为<1>或（一 ！>. 于是 
«=1时 + 命题为真， 

时 m 4 在标准正交基下的矩阵 A 为正交_阵。据《髙等代数学习;指导书（上册 )） 


- S 节的例7得，驾 | 时 .A 


cos 9 _ ^in 6 

sin § cm 0 


若 n < Z &^ C 2 T ( .则令 a = 艺开 一 ， 有 


0 <X it . 且 


0 . _I /cos O — sin 0 
- I j \ sin $ cos $ 



™!i 



cos d sin a 

4 

-sm a cos a 



cos a 
&in a 


* Sin a 
cos a 


因此当 | A | =1 时 . A 正交相似于 


& — sin & 
sin 0 cos 0 


其中当 | A | 


I 时 


八 — /cos 0 sin Q l 

Asia 0 — msOf t j 

当 1A| = -1 时，据 < 高等代数学习指导书 < 上册）抵 5 节例 8 得 1 &A 的一个特祉 fl 
食于 A 是实对称矩阵 • 因此 A 正交相似于对角矩阵 JD -diag { — 1 ,Aj , 由于 I AI = — 1 ,因 
此即 D=dmg: ^1,1), T 1 是 n^2 时 * 命题 为真， 

假设维数小子 77 时 T 命 魈为真 ，观在来看 n 维欧几里得空间 V 1 ：的正交变换 4 . 

情形1若4有特征值 = l 或_1>，则取 A 的厲于\的一个单位特征向董汍，于 
条 V =< 切 >@{切>丄、由于 (负 >是為的不变子空间，因此<切>1也是4伸不变 子空间 ‘ 于是 

是 上的正交变换 • 据妇纳假设，中存在一个标准 正交基 ’'%.使 
得 4 l < fi > 丄在此華下的矩阵为形如的 "一1 级分块对角矩阵„于是 A 在 V 的标准 TK 交 
基 V ，％ F 的矩阵是形如 C 3> 的分块对角矩 


M 
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情 • 2 A 没冇特征值，据9, 5传,例】7得，1有一个2维不变子空间 W . 据 n ^2 的情 
形证得的结论， A | W 在 W 的一个标准正交基下的矩阵是 


cos &i — sin 沒 I 
sm 0% ets ® 0t 


0 < ft < fr t 


由于也是 A 的不变子空间•因此 A I 是 Wi 上的正交变换.据归纳値设得, W 丄中存 
在一个标准正 交基為 f … ，表.使得4 1 在此基下的矩阵是 If -2 级分块对角矩阵 t 


diag 


cm Q 2 
sin & 




sin ft 


co s 0 Z 


mt Q m 一 dn & m 
^in 0 m cos 


其中于是 a 在罾的标准正交塞办, n 以 


^ 下的 矩阵是 


f f cos ft — sm ft r : fcoa fc — sin 
dmgJ • t 

I sin ft cos ft J 〔sio ft cm 0 2 

裉据数学 61 纳法原理•对一切正镳敢 〃，命 题为真 : , 


sin fill feoa 0 ： —sin fft 


sin &： cos 


cos & 味 — sio 6, 

sin 0 m cos 


■ 


二 t 对称变换 

从 1 CL S 节例 5 看到.设 IT 愚实内积空间 V 的一个 T + 空网•则矿到 U 上的正交投影 P 
具有下述性质， 

C Per ，肉=’ (a I V ix V * 

由此受到启发 * 我们引 出下述 槪念： 

定义3实内积空间 V 上的线性变换,4如果 满足 

( As ，身 ）= fc t V <rt V * (4> 

那么称 4 是 V 上的对称变换 

命题8 "维欧 / L 里碣空间上的线性变换 A 是对称变换当且&当4在 V 的任总一 
个标准正交基下的矩阵是对称矩阵 f 

证明任取 V 的一个标准正交基 p ,炉，…，]^ ■设 … 

竓（％*取•…*豢> = (寧，，…， : 'owH ^ ^ hL 

则 A % 在标准正交基 p ，， …味 7 的坐标的第 / 个分量为 q = H …,〜 

因此 

A 是 V 上的对称變换 r 

㈡ V a V Hi 

㈡ t ，令 >〒（ ％ ) * I^i *■ 

㈡ * l^：i i j^n 

㈡ A 是对称矩阵 t ■ 



* 662 • m 具有度級的线性祭问 

命 a 9设 a 是实内积空_ v 上的一个对称变换， !m 果 w 是 a 的不变子空间•郫么 
也是4的不变子空间， 

证明仟取奸由 T W 是 4 的不变子空间.因此对于任意《6州，有从 
而 

'' V - . 一； • CAi * 二 .0- 

因此，却€州、于是 W “是的不变子空间. _ 

定理2设4是 n 雄欧几里得空间V上的一个財称变换■则V中存在一个标准正交 
基.使得4在这个基下的矩阵为对角矩阵 & 

证法一设 A 在 V 的一个标准正 交綦仍，笋 下的矩阵为 A * 则 A 是实对称矩 
阵.于是存在正交矩阵丁，使得 r 3 Ar 为对角矩阵，令 

(负，备 ; (rfitjfi ，… 

脚 H -…，良是V的一个标准 珥交基 ，且4在基 H "F 的縝阵为 TrA7\ 

证法二对欧几里得空间的维数作数学归纳法 # 

时.命题显然成立 = 

‘ 假设维数为 n - l 財命题为真，现在来看《维欧儿里得空间V上的对称变换4 „ 

因为 I ?对称矩阵的特征多项式的复裉都是实数，所以对称变換 A — 定有特征值.取 VI 
的一个特征 { fU ^ 设％品』 的厲于 A ! 的一个单位特 征向摄 1 我们有•由 

于(⑹裹 4 的不变子空间，因此 4 H 也是>1的不变子空间，于是是 (不 >丄上的对 
称变換，根据归纳假设中存在一个标准正 交基中 ，…，•使得 A <取）丄在此基下的 
矩阵为对角矩阵 diagU" … ，AJ . 于是 A 在 V 的标准正:交基％ * 资，…，％下的矩阵 
为 知 »*_“.， An} _ 

据数学妇纳法原理 • 对一切正粮数^命麵为真， _ 

10. 4, 2 典型例题 

例1设 A 是《维欧几里得空间V上的‘个正交变换 •： 证明 : j ! 的特征多项式的复根 

为士！，或 cqs ffiisia 仏其中 0C<?<if, 

证明设 A 在铲的一个标准正交基下的矩阵为 A •则 A 是茈交矩阵•搦 t 离等代数学 
习指导书 U : 册>15, 7节的第5囅得， A 的特征多项式的复根 A , 的棋等 I : 1，于是 A 产 cos tf 
+hia 0 fO ^&< 2 n , 当 时 A = lj 当分 =ic 时 】 * 当[时，令 a = 则 

且 

Ai= cos 0 4- istn 0 = eos(2w — ^) 4 - sifi(2ir 
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— cos a — isin a. 

例2设 V 遥2维欧几电得空间 ， S V 上的■个正交变换 
个标准正交拣下的矩阵 A 是 


' fi63 • 


1 ■ 

证明 d 在/的任意 一 


co ^ 6 
sin 6 


sin 0\ ^ s cos & 

或 


CDS & 


^in 0 


sin 0 
一 co s & 


f 5> 


其中0<0< 2 iu 

证明设 由于力 是正交矩阵，因此据《离等代数学习指导书（上冊 ms 节 


的例7得 A 是 


cos '0 

sin 


— sin O.^iCqs Q sin 0 
cos B } \ sin 0 ^ cos 0 


* 


其中 O <0<2 t ^ ■ 

点评在例 2 中.取 V=R .其内枳为标准内积肩正交变换4在基 n 下的矩阵3 
是(5>式中的两个矩阵之一.当 A 为前者时, A 是绕原点转角为0的旋转：当 A 为后者时, 

" Ti 一 r ■’ * '痛 • * . ] … ’ ."n . « ，■’ 4 ’ • 一 - ■ w n 


nr 



cos B sin Q -■ 
sin 0 —— cos 0 


cm — mi 6 , .1 
sin 0 cos 0 / \ 0 



因此 .4 是先作关于输的氐射 ，接辟 绕原点旋转々龟 D 由此可见 ， R t 的正交变换或者搔 
-- 个旋转.或#是一个轴反射，或者是一 个轴反 tr 与〜个 旋转的 乘积. 

例3证明：实内积空间 V 到自身的满射 A 是正交变换当且保当 A 是倮持向童长度不 
变的线性变换， 

证明必要性从正交变换的性质立即得到 a 

K - > < - . . . - ；- I 


充分性设4是 V 上的满射线性变换，且保持向敁的长度不变，则对 f 任贲& 


存 ev . 有 
(6) 式的左边为 


■ q 式的 G 边为 


tA(a + **4(a + 存 >) = Ca 十卩 +J3), 

(A C & + 0) * A (« 0)) — (An -r A^fAa +部） 

= \Aa +2(Aa,A0> +} Afi 

=U I 1 + MMiA0}hr\ 芦 I 3 、 



( 6 > 


(a + 芦，有 + 芦 ） ；I a 1 3 + 2 ((r,^> -i? j _ 卜 , 
由此得出 ，（4 a , 邶) = G ，0 : 因此 A 上的正交变换， 

例4设 A : MM — R [ x ] 




_ 


B6A 




第 10 . 眞貧度■的线性空间 


JXxh -^ jt / ( or ) 


■ 


m 


在 R [>] 中，对于 / GO 二- ，.不妨设:•规定 


0 


0 


r — 

( fix ) fgix )) = 


C 7) 


证明 m c / c 之)，是霣 i > i 上的一个内积 


*0 


(2) 4 保持 Kir ] 的 t 述内积不 t * 但 A 不是满射 

.. ’ M r 4 『 .一 

证明⑴设不妨设•则 




羞 


H 


(/(龙）+ A ( x ) tg ( j )}= + n ) h f ― 2 喊 + S r ，飙 

B , fi 

( 灸 /Cx>t^{^))= Y!f(kai)b t — *艺痛运 k(f(x),gU)), 


_o 


1=0 


因此 (/U).#Cir)) 对第-卜变量避 线性的同理可证，它对第二个变遺也是线性的，从而 
它是 RDr] 上的一个双线性函数，显然它是对称的，由于 


m 


i fix ), fix )) = ^ a ： 会化 


且等号成立当且仅当 A = a 2 
而它是上的一个 


Mi 


v *- 


〜 =0v 即/以>=0,因此上述双线性函数是正定的■从 


H 


<2) A/M = - 


f 4*J 




=， a,x 

i-0 

+ flj JT ; 竭一 ■“丄為 “_ 4 1 




m 


= Jtgi x } = 扑 3 == ftoJ+^X 1 4-"V +^ in+： 


不妨设 《 m 于是 




(Aj f.r) ,/i^ (x))= a c Jh + ti-J} } + + … 4 d 人 ：文 ctjf. 


(P 


因此 4 保持 RDr ] 的 t 述内枳不 

由于对 if 意 /( i ) 6 R [ j ：] 且 /( j ：)#0 _ 有 

dcg x / U ) = 1 -jr deg fU } ^ 1 
因此 RDr ] 中的零次多项式没有原象，从而 A 不是鳙射， 
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点评 例4表明：在无限维实内积空间中，存在不是满射的保持内积不变的变换.由 
于我们希盥所定义的实内积空间 V 上的正交变换錶可逆的变换，因此在正交变換的定义中 
要加上“满射”这个条件.疆对于有限维实内积空间 I 保持内积不变的变换 A _定是正交 
变换*这遥因为此时 A 保持内积不变蘊含了 d 是满射【参 W 命题；0, 

例 s 设 4 是 〃维欧 几驵得空间 v 上的 个正交 愛换，许乱 i 是 a 的一个特征値 
的属于 t 的特征子空间 V t 的维数遒界一 i 证明: A 是一个镜面反射， 


证明 V’= v t ©V； 1 由7: dim V T , — 1，因此 dim Vj 二 1 _ 从而 V/ = < a 由 T' 4 的 

特疵子空间 V _ 是 A 的不变子空间，因此 V 十也是 A 的不变子空间 • 从而 7 是為的一个特 

征向童 • 由于 A 的厲于1的特征子空间％的维数等于；!一 1 •且正交变換 A 的特征值等于 
1 或一 1，因此 Aiq = — i/ m 

用 P 表示1在< 上的正交投影，则= >从而 


■ 4 ? = —? 二 O - ZP )^ 

在中取一个基 _ Gr " 则对于1…， 7 T — 1 ,有 ft f = 0 B 从而有 

= a * — Cl — 2 F ) d ^ 



由 ，①，…， A ] ， 7 是 V r 的一个基，因此 2 P . 从而 4 是关于 w 的镜 面反射 ■ 

例6设 a j 是欧几里得空间 V 中网个不同的单位向 证明； 存在一个镜面反射 A , 


使得 Aa =& 

证明令 


（8) 

则7是单位向最，用 P 表示在< ? >上的正交投影，用 A 表示关于超平面<卩)1的镜面 反射。 


从 ICX 3 节定埋】的证明 = 亍是 

Aj = ( J — 2P>a — q — ZPa = a — 2(<?t i^)^ 


a 


角 ) T^J ( r 一矽 

^ a I f ( I a |' : ™ (atp)Ho—/?) 


o 一 2 


p \ 

蠱 i 1 一 c« t s) 




aV -2 U ,^ 十1#】 


( a — 乒) 


& — (a — JS ) = p . 






jo # Mil ■度 frt 的线忭垡 ffr] 


点评例6的证明的关键之 1的取法式）是从几何空间中受到治发的 8 例 
尽的证明的爿「个关键是利用从 10*3 节定理1的证明看出 W 结论 m 在( 9 >上的正交投簫 

等于从裯 fi 的征明中4«的计算过程看出，只要^和#備足 Ul = l 糾，就郑跖出 
如 =A 由此受到启发•嫌想有下述钶7的结论， ' 


例7设⑴和#，沐■…•艮迠"维欧几里得空间 V 的两个肉 M 组吒明^存 
在 F 上的一个正交变换4使得 4 ar = A (*= 丨，2*..、饥>的充分必嬰条件是(^ 0/ )=【典, 
总）*2,…， m ， 即 , 


r » ” Gf cri ，•”，(*•) = 0( ^ ^ I -- ^ rnJ ^- j (9) 

证明必要性设存在 F 上的一个珥交变换 A , 便得 Ar , lO 1,2 •…，巧） * 则对于 

I */ — 1"，爪審 ， 1 一 


tffi # ft ^ f ti4aj ) = (•■ 為 ） ■ 

充分性设以 m . 办，… *« u )= G (择 ，疼，…必）。令 

t / = …》知 >， W = <與，爲，…，馬 >, 

设气，％，…，钆是向量组 fl | ，奶，…，知的一个极大线性无关组•则据 10. 2节例17得, 
\ Oia u ^，- .^ )1 :>0 .由已知条件得 

G ( A , 必，…成 > = G{a H ,a ti ，•■•,〜>, ( 10) 

由此推出 A ，碎，.…么线性无关.类似的推押 可得， / J , ，尽，…， ft 是向置组育 i ， ft ，…4的 
极大线性无 关组， 于是气•*•*，％和说，，/纟:.…•成分别是 t / 和 W 的一个基。 

把 ' % *_» •%经过 Sehmklt 正交化和单泣化得系 •，乓 ，…，系，劂\ ….島是1/ 

的一个标准正交基^ 


^*2 ■…，屯 ,） =(\ *<?, s ，…，札 > B * ( II ) 

其中是 r 级 t 三角矩阵.其主对壻元都为正数 | 

把 ; 氏， … 是经过 Schmidt 〖 E 交化和单位化 • 得到 K 的一个标准 Jl 交基在 j 〜 

良•且 1, 

v ( 或 ，士二成》 = % ，久， … 長) C ， C12) 

其中 （ 坫 r 级上三负矩阵，其主对角元都为正数 •： 从 U ⑴式和 Schmidt IF 5： ft 的公式以及 
单位化的公式可得出 ， C = B , " 

把\ ，…，\扩充成 V 的一个标准正交基 

’ f I r |’K ， y !. ，，•_ ’ •一众 

把瓦 .艮 ，…我扩充成 v 的一个标准正交基 

‘我，“ *叔，8〜， … *$一 

存在 V _ h 唯一的线性变换4把 V 的基心 爪，…忒， 3 ” …， 
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S n . r , 由于它们都是 V ’的陆准正交基_ W 此 A 玷 V ]二的正交变 换由于 ^ * ….豕•逯 I :的 
—个标准 正交* ，因此 

f 

u ,\ 〉: Ce, iii,.》5 f . • j = 3 ，2.…，阳. 

\ i-i ••' 「’ Y : il i^<c> 

由于良，…我 w 的一个标准正交基，因此 

、4 I : 零 f=i in 、一 s ，_ i? 1 i| ^ Ml I**%] iTT ^ 

a = T] c a * j =! ， 2 ， ..，- 畑. 

— 一产广一巧_— — "fiTt — B —• t ** 4 H , flfi aS fi 

从 <9),( ll )、 U 2> 式以及得出. 

r t 

(ci, • 沒、 ） = (a， = ( 饮 t ，•‘•、 

* = 公 〜 (a =( a ， 

j —i t-* I 

=<A A > * 

因此 Ai p ~ i ( CTj ,d (| ),4a rj = 与、 h )》、 =>^ ，尸】 .2 1 …‘队 ■ 

点评例 7 的充分性证明的想法是 :去找 V的两个标准茈交稱，从而得到V h 的一个 
正交变换 A 1 % 了使得如,“= I上… T m .闽此要分别从％ , 0: * 和#，/ I….士 
出发去找V的两个标准正交基.例7的充分性证明申一个簠要地方是(11>式中的矩阵 S 
与 H2> 式中的矩阵 C 相等， * 

例8设 A 是2维欺几里得空商V I的旋轉(即第^类正交变换），■明 M 能表示成 j 
个轴反射的乘积. 

证明在 V 中取一个标准正交基 U .cth t4 ^FW ia /iff . ^ ai ■ > ~] = a ： - Aa ： 

如囤104•用趴表示关于的轴反射.则据例得 . B, ai 由于 B 必 .0, 抑仍是V 
的一个标准正交基 * 因此 <好 3 屯 ） = iBim >- - <Ai, = <An >- 从雨 B t at = ± A , 财•若 

•则 fli’A, 这与蝌是轴反射【第二^正交变换)矛盾，因此馬吻句一 At,. 用 fi: 
表示关于 (An) 的轴反射 4 则 

( S ] ) q % — 0* (6 to *) ^ 0； -4 dt I ) 

r ； Bf (Aai) (― Aai ^ — Aai t 
^ " }oti i = Bf hi ^ ( Aii I y =1 3 • 

泪此 <„ - i ■' .卞■‘卜 ’* - 

若则 A ^ B 1 ，其中 B 是关于{奶 > 的轴反射， _ 

例9设 A 是2维欧几里梅空间V上的第马类 IE 爻变换，班朗 S AJ| 表示成至多3个 
轴反射的乘积1 
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证明据例2后面的点评 知道. 第二类正 
交变换或荇是一个轴反射 * 或#是一个轴反射 
与一个旋转的乘积.结合 ㈣ 8 i 即得到4能 
表示成至多3个轴反射的 乘枳， _ 

例10证明^维欧几里得空间 V 上的任 
正交变换都可以表示成至多》+】个镜面反 
射的乘积，其中 rt ^2 9 

证明对维数《作数学妇纳法， 

”二 2时，从例 S 和例9得.命题为茛 . 

假设对于维数小于《的欧儿里得空间命 
题为真.现在來看^维 h >3) 欧几里得空间 V 
上的正交变换 A , 

在 V 中取一个标准正交基 7| 

若4 = 1，则考虑 V t . 把标准正交基〜，仿* 

性变换 B ，它是正交变换 * 由于 

麟于一 1的特征向貴，因此 B 的膊于 特征值1的特征子空间的维数为 《— U 据例 S 得 .fl 
是关于趙平卤<，卜的镜祖反射，显然 ，妒* 

若此时不妨设 A ? I 浐孕 ■由于 | 4 和 ㈣ 疆=1 * 因此缉例 S 得,存在镜面反射 
»i V 使得私尕 = A Vl . 于是政妒，月，，也是 V 的一个标准正交基，又 A %， A _* …, 
A ? ■是 V 的一个标准正交基，因此 

<^ i ^! > li — ，… -4|^> f 




f 






• - . ,33 ?鼋 m m n i rf, tfj 欠 

= …，此{/是 C 的一个不变子空间，从而 

变换 R 据归纳假设得.存在1/中至多 n 个镜而反射 C:CU— 1 
C； •把 G 扩充成V上的线性变換《,，使得為 (A ?l )=Ap，H, icr- 
设 C； 是 t/ 中关于趙 平面蝴 砝的镜面反射•其中成是 U 中的单位 
杏 j > 上的正交投影 4® C5 = 晚，由筆 V = iA ^ } 

在 V 中的正交补是中 )©< ”，用 A 表 示钇在 <在>±!的正交投 


* 
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BfSj — C,Sj ^ Sj — f!M — 2 F , Wi * 

因此，為 =1— 从而 B , 是关 f 超平剛_】>©叫 >』的镜面反射对于： 
= 2，… -7* ，有 

A n , = C — 1 (島子 ） = W ： l ^ C ；' )(8,^} = ( B 7 1 - lir l 

产 - 杉？… 0 3 ;0 

因此 A = B , 1 … Hu 其中 A 1 仍是镜面反射， i = 2 .… 

据数学归纳®理，对一切大于1的 M 整歎《•命題为真 * ■ 

例〗1儿何空间（作为点集〗的… t 变换.如采保持点之间的距离不变 * 那么称它是正 
交点变换或保距变换，如粜正交点变换诱导的正交向暈变换是第一类的，撖么称它是第一 
奥的 I 否通称 它是第 S 类的„, 证明： 

(1) 保持一个点不动的第一类 茈交点 变換一定是^过这个定点的一条直线的旋转I 

(2) 保持一个点不动的第二类正交点变换是-.个镜而氐射•或者是一个議面反射与— 
个绕过这个定点的-条直线的旋转的 乘积、 

证明设正交点变换 a 保持个点不动，把这个点作为原点 f 入设 a 锈导的正交向 M 
变换为 A • 它是凡何空间（以原点 O 为起点的所有定位向量组成的空间）V的一个正交 
变换。 

⑴设 a 是第一类的，则4是第一类的 # 于是 | A 1=1, 据 < 窬尊代数学习指导书 CJ ： 
my ^. 5 节的例 S 得 • 丨1 _4的一个特祉值：设少是 A 的厲 F ■特征值1的 * 个申■位特#向 
错，则< $ >是 A 的_个不变子空间，且 

.■ 41 itQ \) - ki ^' ， 

于退过原点 G 方向向 W 为 P 的直线 A 上苺一个点®被 a 保持5动0 P 避 A 的一个不 

瘡子空间，于是上的正交变换 ■ 在 <7〆中取一个标准正交基來.％,则 
， 是V的一个标准正交基, A 在此基下的矩阵 A 是正交矩阵 ，且 Ascii 吨 U,Ad, 其 
中馬是 AKp>i 在摹，％卞的矩阵&_由于因此 MM = l f 据例2•得 

A /cos 6 : sin 攸 v 、乂 

A ； = 办、 ] ^ 

\sm & SkcoB 8 1 v fm l'*T v 

K 中 dp 足千 M : 适绕原点 O 转角为 d 的旋转，从财 A 是绕 ft 线 /! 转 

角为 (9 的旋转，因此4焙绕直线“转角为0的旋转 0 

f 2) 设 a 是第二_，则 lA|h — U 于是 一1 是 A 的一个特征值.设表是 A 的属于特 
征值一 1的一个单位特征向量，则>是4的个不变子空间 * 从而 <A K 也是4的一个不 
变子空间《于是■鏗沾 H 上的一个正交变換 。 在 < feH 中取一个标准正交基 
A , 则由，高 ，&是 V 的一个标准正交基* A 在此基下_矩阵遇 = diag {— 1,扭 }* 于邏 
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IB S |= J , 据例2.得 

„ /COS 必 一 sin J fl i ul 2 \ 公 、 h A 

Bs ~ I a ] i 

,\ sm ffl cos I? £ W •♦•“，：= 

其中没满足 #0=0 ,Mil = dbg{It l ), 乎是泌 t tftr ,Mi = S , * 从而 A [(ft > 1 
是恒等变换 • 又山于 / l ^= 一负•因此 

M ： ^ (I — 2^)^ , 

^ ^ Ci - ZP >* , t - 2,3, 

其中 P 是 V 在 < ft > 上的正交投因魏 4=^ J —2 P _ 即為是关于平面的镜簡反射，从 
而口是关于平面 <糸 P 的镜_反射 • 

若 0 . r+l C 表示关 J 平面 3 > 的镜面反射，则 G =-U-2P)^ o 衣 = (/ — 

于是 C 在基禹，下的矩阵€=出叫{-1山1}_由于 


3 

— 1 0 0 ， 


0 O' 

n 

0 0 

B = 

0 com& — sin§ 

=； 

0 I' i) 

0 

co^O ― sif^/ 

麵 Ji 1 - — — : m- JS _ K .. ma _ - 

0 sin9 msd 


o a i 

0 

sini? costf 


且统过原点 o 方向向耋为表的直线4,它的转角为 r 的旋转 h 在基札,4 屬 T 的矩砗为 
dM l 為）•鏰此 

A = CH , 

“等于镜面反射 C 与旋转 H 職积 w 从珊 cfc 关于平面(恿 K _面反射与绕直线6 
祎角为0的旋转的乘积， B 

点评我们在《离等代数学习指导书（上册补充顧五的第 4 鼴证明了例 U 的结论， 

那时是利用正交矩阵的知谀和31标变换的方法来证的 b 现在用正交变换的观论和空间分 

解的方法来证明 ，直观 性更强一^些，特别是对于转轴的刻画和镰面反射中不动平面的刻画 

更加 清晰， 从例11的第<1)小蟠的证明中看到：几何空.间中第一类正交变换—定是绕某条 

直线的旋转 ■ 由于这 个康因 i 我们傭用几何语言•，把 n 维欧几里得空间 v 上的第一类正交 

变换称为V的一个旋转.，从例11的第< 2) 小題的证明中看到; 几何空 间中第二类正交变换 

1 一个镜面反射，或耆是 5 -个镜面反射与一个绕某条直线旋转的乘积.由此受到启发，我 
们猜想有下述例12的结论* 

例12证明 m 维欧几里得空间V上的第二类金交变换是一个镜面反玫者是一个 
镜面反射与 一 个第一类正交变换的 乘积」 

证明设 A 是 n 维欧几里 得空间 V 上的一个第二类正交变换 • _| A | 二一 U __ 
等代数学习指导书（上册 > K 1 3节■例8樹，一！是4的一 1、 特征值 * 设 ft 是 A 的谳1特征 
值一 1的一个单位特征向童•则是，4的一个不变7 空间,从而： 為> ^ 也姑 4的-个不 
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变子空间*于是 At 儀>丄 是他 上的一个正交变換.在<由 H 中取一个樣准正交基 ft • 
… * A • 则 ft ， ft &是 V 的一个标准正交基 • A 在此基下的矩阵 A = dUg | — U A * 丨，其 
中為是 A | <& > 在基釦，…而 T 的矩阵，由于 IA 彳= - L 因此 11 A : 1=1. 

若 A ； - /,- , 肩机 …设 P 是 l r 在他）上的正交投影，则 

Adi Si = (I ~ 2 F)A • 

泌 .= 在 =<I *- 2P)ft . i — 2,… 

从而 4 = 2 P „ 因此/!是关于超平 SK 么 P 的镜面反射. 

若束減小则 



用 B 表示关 f 超平面的镜爾反射 . M ! U 在 V 的基 A 下的矩阵为 diag 卜1, 

C & V 上的线性变换，它在基衣， ft ■… ，先 下的矩阵为 rfkg 彳1 K 则 C 是正交 

- . 

变换且是第_类的，从 （13) 式得, A ^ iicr 離 4是镜面反射 JJ 与第一类正交变换 C 的乘税 ■ 

■ 

例13设4是打维欧几里得空间 V 上的- 1、线性变换 4 E 明 t .4 是镜面反射当且仅当 
A 在 V 的任®—个榇推正交塞下的矩阵形如 J — 2 你.其中 S 是 1 T (指定内积为标准 内积》 
中的单位向置. 

怔明必要性设 A 昜关 T 超平爾 h )」 的镜面反射，是单位向量.则 A = I -2 P * 
其中 P 是 V 在上的正交 投影. 在4 > 二 中取一个标准正交基物则 〜 
%是 V 的一个标准正交基 s 由于 P 在此基下的矩阵为 

di 吨 {1 ，0，".= ( 1，0_ ■•. *0,…，0> ㈡ + 

因此 A 在基73,，… . ％下的矩阵八为 

A = 1 — 2也鼉二 

设冰，戸1，… * 典是V的任意一个标推正交基■基 n ， …，兮， 到基办，與•…•爲的过波矩阵 
为: r， 则了是正交矩阵*欧4 (£ 基心，泽，…，& r 的矩阵 b 为 

b - r Mr = r , cr - 2 fi ) £；) T = f — 

由于 t 是正交矩阵，因此 iTi , i = k i = 〖•即 r Es 是单位向歡 * 

充分性设/4 & 1/的一个标准正交基.…， t 下的矩阵 a = /— zss ' ，其中5是 
『中 单位向馕.令 73 = u . 的•…, a ,)& 由十把 v 中向 a 对应到它在标准正交基 0 1 . ^， 
下的坐标的映射 u 是欧几里得空间 v 到 r _ 的一个同构映射，因此 | 乃 | =⑷=】.把 
7 i 扩充成 V 的一个标准 iE 交眛设基…以，…， c , 到…， h 的过渡 
矩阵为7\则了是正交矩阵，且 K 在基 d _ •奶，…下的坐标于是 



fl . 有度 I 〗 的线性空调 


觀 /由于 《8= 圓此 


/ 4 yi = .4 C qj ^ di * fr# * - it * )S 

= t at *fli »' * * i dr,i } A 0! i 

— … * 0 - n j — zs s 1 办 

=(£ t " fl ，…、 ) (各 一 2 SS S ) 


1 ai • 


Q ： i 




n-s> 


= 一妁 <i — ZP)y i $ - i i - 

其中 P 是賢在(艽>上的正交投影,由于当 ^=2* … d 时•心产0!,因此当纟=2 

A 斤笔彳 （art .erf _ … -0, 

^ 《 or *as •… -avU] V 


w 时•有 


~ ( ai ， d 2 * •“ . a _ K , 4 2秘 ， > 

— tai * a m )[ Ts , ^ 2 S ( Tci ) ' Tie ,] 

~ 必 .…* < 0 [ 71 e f - 2Jfej’e r 」 

攀 =Coi tai *-■ *«*)(Til,) = y, = (I — 2P>^ # 

从而 A = l — 2 P 因此 A 是关 f 超平而的镜面反射* 

点评例 IS 闱矩阵的语言刻画广镜商反射. 

例！4设 .4 是实内积空间 I 上的一个变換证明：如果对任意 e V '有 

( i 4 tr *^9) — Cj &* ) ♦ I ~ ■ ^ ^ 

那么為是的对称变换 # 

证明住取 a ,/?€ V % 对于任想托 v . 有 

iAia +/?),/)= ( a ^ fi.Ayy = + (卢, / ly > 

= (Ar *7) + (# 泰安 ( Aa + 攀 y >, 

因此 (4( a +^> — (/W +4 J 9) , y )=0, 从而 

A ( c (十 芦）— (4 a + /4/?> 色 0. .''； 

即 A <, a + fi)~Aa ^ Aj ^ 9 

任取 # V 』6 R , 对于任意 y ev % 有 

iAikciy 9 /)^ { k ^ w Ay ) = JtCcAr ) 


■ 


(14) 


園此 CAC ^ a ) —Mo f y ) =0 „ 从而 


k i ^ y ) = r/i io . y) 


i4 ( 如】一 kAa ~ f) * 


即 A { k ^^ kAa t 

综上所述， A 趄 V .! 的线性变换义由卜对任童 atfi €: V ，有 d 沒>，( 0 辉)，因此>1 
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是 Vi 的对称 变換. - _ 

点评例 i 4 表明 t 在对称变换的定义中是线性变换”这个条件是可以去掉的* 
w 例15实内积空间 v 上的，个变换/ I 称为斜对称的 * 如果对任意。沒 e v . 有^ 

I (Aa *p) ~ 一 Co » Afi ) * (15) 

BF : 明上的斜对称变换 A 是线性变换. f 
证明任取。，昨V，对于任愈 yev , 4 i 

CA(c + 0 ) * y ) =da (a ..- iy ) — < j 3* Ay ) 

=+< 邮， y ) = XAa + Afhr )* 

由此推出 T A( a 十辦 = 如 + 哗 * 

类似地耐证 VK 因此 A 是线性变换 H ■ 

例 16 证明： 《 维欧几里得空间 V 上的线性变换 A. 是斜对称变换当且仅当 A 在 V 的 
任意-个标准正交基下的矩阵是斜对称矩阵. 

证明 任取 V 的一个标准正交基 WTr , .设 

或《取，平，…，枣、 =，炉，…， 

m Ar l( &标准正交填 7 ，•… ，1 下的坐标的第 f 个分 W 为、- 
闶此 


1,2 


*# * 


A 鳥 V 上的斜对称变换 




(烏•芦) 


C a wASy ^ V V 


㈣ i Aaf t # jyi ,) = ~ ( % ) * 

« ❿ = 一 a ，》 t « 




vl 


㈡ A 是斜对称矩阵. 



例 17 设 A 是实内积空间 V 上的一个斜对称变換.证明 ：如果 W 是 A 的不变子空间, 
那么 W 1 也是 A 的不变子空间* 

证明 任取 /? ew L ， 对任意有如 ew . 从而 

{ a . Afi ) =— (4 a ™ 0* 

因此，却于是是 A 的不变 f 空间， _ 

例 1S 征明：实内积空间V上的线性变換 A 是斜对株变换当且仅当 对一切 V有 

( Aa * a ) " 0 

证明 必耍性设4是斜对称变换，则 — —t u ,由 

此推岀, Glo , a >=0, 


充分性设线性 变换 A 满 £| A ,^>- 0 . Vaev . 任取祀 v . 有 

0 — MU a + 沒 ) * a f" 0) — (Aa + Afl ， tz 十声） 






_ 
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姓有世射的线性空间 


— ( ) 去 ( At * ⑻"1_ :<為0，0) + (為9#多) 


! .<，、 • — K^a ifl ) . 

由此推出困此 .4 是斜对称变换， _ 

点评例18推广 r ] o . 3谇的例 2.1 :把 fi 维欧 a 里得空间推广到任意实内积空间 
_例行设 A & n 维欧几里得空间 V i ： ■的一个斜对称变换，证明 ：存在 V 的一个标准 
正交基，使得4在这个基 f 的矩阵具有如下形式^ , 


其中 二丨 ，2* … 





( 16 ) 


证法一对欧几里得空间的维数"作数学归纳法 5 

时 I 中取一 1 v 離 f . i 向僮 [则 , .4 在 V 的标准正交基 ” F 的矩阵姑1级 
斜对称矩阵（卩） • 因此 . n = l 时命题 为真， 

假设维数小 TUt ， 命题 々真 .现在来冇„维欧几里得空问 v 上的斜对称变换 .4 : 据 

«高等代数学习指导书(上册 )15, 7 节的例 7 得， A 的特征多项式的复报都是0或纯虚数. 

情形 i A 有持征值此时取 A 的厲 J : 特征值0的-个单位特征向 V 乎 „则 （1? ) 是4 

的一 t 不变 F 空间，从而<切卜也是為的一个不变子空间，于适4 | <0 >1是< 7 , ” 上的斜对 

称变换，据归纳假 设，％ :屮伴在—个标准正交基争使得 A :| < %〉在此基下的矩 
阵为 


<Jiag 

亍是 .4 在 I 的标准正交基^ 

diagJ 


U \ 




lOl , 




%，下的矩阵为 


“1 




■ 0.0 


怙形2 A 没包持征值 &±aj s 4的特征多项式的一对共轭虚根 V 中取_个标 
准 正交基 I ，％•…，心 •设』 在此基下的矩阵为焱 • 把 A 看成复矩阵 ，则土 ai i 是 A 的特征 
嫌•设兄+^是 a 的厲于特征值 w 的一个特征向量，其中聚 _ m 不全为 

0 , m … 


:丨此得出 .AX 

令 

则 


A(X +^) 

aiYi .AT £ = c?j ^ 


ai jCIfj 十 iV|i 


: — (Cf| .CI2 ， … Jf 1 [，右 —(u 4 paa t *•* ian )J # | t 

邮 w . e 2 — a , V : — 

^ (flfi *^1 i *** )^Fj = • … ，办》 (d t Xi ) = ai(i t 
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因此的不变子空间.据例18得， 

0 = CAfi，ft > = (— tfifc ) — ^ ta (& K 

由于叫关0,因此(右 ，备 即色与&正交由乎 (处 ”6>—(备，*你）*因此 

由此得出， (ft _6 ) = ( ft，ft ) • 从而16?丨=16 U 由于尤1 M 不全为 Q ，因此 fi，€i 不全为 0■ 
从 m e ; 佘不为 〔） 于區 6 •?: 线性尤关 t 听以％ 的维数为2 ■ 今 v + e f 」二！， 


z,m 是％ 的一个标准正交基.由于 



fe 丨炉 = 


a j 炉， 


^ — ai I ‘ f I ft I 71 = a i ^ * 

因此 41 < 石冻 > 在标准正交基丨，下的矩阵为 

. 「0 屮， 

m 

— Hi 0 J 1 • ‘ ^ 

由于味，64也愚 A 的一个不变子空间.因此， AU &.& P 是沾，64上的斜对称 变換. 据 
归纳假设*中存在一个标准正交基％ ，•…，办 ，倥得在此基下的矩 
阵为 



从而4在 V 的标准正交稱屮，，，，…下的矩陴为 



据数学归纳法原理_对一切正整数〃.命题为真. _ 

证法二对欧几 M 得空间的维数作数学归纳法 t 


n = l 吋*从证法一的第一段知道命题为真. 

假设维 数小 P «的欧几 姐得空 间命題为真*现在赛着 W 维欧 几里 得空间 V 上的斜_ 
变換 A •令 B ^ A 1 . 则 k ? nr 

(a ■ A - (^0 ^ C Uct 、- 

因此 B 是 V 上的对称变换•据定理2得 * V 中存在一个标准正交基 0 Ma :. .使得 ii 在 
此基下的矩阵£为对角矩阵 dbgU 』 … dj , 由于 

Ar = Ca , ^ ( a t * Bq , i — ( av * vi ■氣） 


二 一 d */4 cr > ^ 0 T r = U 2 •… *« ， 



度 ffi 的钱性空间 


因此 不妨设全小于 0. W = ■■. = A *^0, 

A 在 V _ 的标准正交基 a t .<»: *.••% 卜的 矩阵 .4 迪斜对称矩阵.据:， 高等代 数学习指导 

书(上册） M . 2 节的例7得 • rank 04> 是偶数由子 V 歷实矩阵•因此 据高等 代数学习指导 
书（上册>>4.3节的例3.得 

rankCB ) = rank <^\ J ^ rnnk(-AA ) = nmk ( AV ) = rank ( A ), 

于是 ran ^( i 3) 为偶数，从而 p 为偶数.记 /r = 2 m n 令 


—如！.其中 


则 


(妒 »% ~ t Aix I >™—(oj § Aai ) =^0 


C 笋，炉 


j(Ajj *A»|) ——^ (<ii ) 


(oi * Ba I ) — tai tai ) 


~Aai =<2i, t 

A ^^ a^Ba 


Aia ； 




^ i ffi 


于是彳切 ， T > 馬 A 的不变子空间 t 从而 < 丨 ， 赍 > 也是 A 的不变子空间 ， A K V3 . >是< 9 卜 

炉 K 上的斜对称变换据妇纳假 设得 ， （71 .巾）中存在一个标准 E 交基 
^[<93 在此基 F 的矩阵为 


cliag 


» 



Of 


由于1^=<功，资>® (事，因此•， ，，讲 ，…， 是 V 的一个标准正交基 M 在此基下的 

矩阵为 n _ •• 1 m . 


叫 


a t 


. 畢 ■ 


I 


£ll 




裾数学归纳法原理，对一切正整数心命题为真. 

点 评从例 D 立即得到， n 维 欧几里 得空间 V 上的斜对称变换的 迹等于 0 
例⑽设4是实内积空间 V ， t 的斜对称变换， 证明： = A ) 1 、 

i ! ^ SSlI ^ c f Ker j 4 ^4 Aa =^ 4 '81 h .* i;S ul ' m i v % i i : ^ i 


■ 


㈣ i Ai. 0)=0, V 乒 €V 、 

㈡ 一（ ff . 部 )= 0 - v 

« m^(lm 4)J% 
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f 用此 ， Ker A= (Im A} x B _ 

例 21 设 A,If 都是 3 维欧几里得空间 V 上的斜对称变换，且证明若 Ker A= 


Ker 0,则 

证明由下闪此据钶] 9得. V 中存在一个标准 E 交基& H 』. 使得 A 在此基 

I 'jR^' 

下的矩降 A 等于山邦中于遲1爪,4 = <小，免 >■ 从而 KerA = Chu 

丄) 1 =山已知条件得 * Ker W - Kor A p ) ,从而 huB = C Ker B )= 
<(、=' 由于 0| Im « 是 Irn fi h 的斜讨称变换，因此据例 19 得 .ft Imli 屮何一个 

标准正 交碁心使得 BltoB 在此基下的矩阵设_中标准正交基办，炉 
到标准正交基氟4的过渡矩阵为 T , 则 T 是2级 IE 交矩阵 t 于是 


/cos $ — sin 6 X ^ _ /cos 0 mn d 
i = I 琪 i—j 

\ sin & eos 91 \ sin 0 — cos 0 

从而 BlImB 在基 v 货下的矩阵玖为 


J 2 接计算•得 




因此 B 在 基如 , ， - 争 ■ 矩阵 B 为 




由此得出 ， B = f _ A 或 b =— 

<2 








例22设丄 if 分别麗， f 维 欧几里 得空间 V 上的对称变换.斜对称 变换.址明: 

证明设 A . f # 在 V 的标准 E 交基 w 心 +.*.. a _ F : 的矩阵分别为 4、 fi , 则 A 是对称矩 
阵 A 是斜对称 矩阵. 从而 : , 、 

tr(AB) = tr((AB)^) = tr (— B/l > —— tr(BA > =— tr(AB ), 

由此得出， tr ( Am =0, 即 tr ( AB ) = O t g | 

例 23 设 /U I 是"维欧儿里得空 _ V 上的斜对称变换的特征多 项式. 证明：/< 一 ; IJ 
=( 一 从而当务是奇数时 /( A ) 中的系数等于 0 E 

证明 /( A )= IAI-AI ，其申 W 是 A 在 V 的一个标准正交基下 的矩砗 ，从而 A 是_ 




- ^79 ^ 第10欲 具有度 M 的线性空问 


称矩阵 * 于是有 

/( 一 a) = i (-A)f- a I - ir I xi + v | = (— ir I (a/ -f >n # I 

= (- ir I XT-A I - c-*1^1 ,, 

设 f U > 的 A …的系数为 k 则 /( — A ) 的 Ar 1 ， 的系数为 < —1 n 由 f /< 一 A ) 二 

(— i > v '⑴ t 闼此 （一 in * 氧 <—1 抑“ ikmu -1 t - D * — i 3 fti — o * 由此得 出，当 k 

为奇数时 ，有 //* ~0* _ 

镯 M 垛维欧几里得空间 v 上的斜对称变换 ，趾明 d — j 与放十 j 都可逆 。 
:正明据例⑴ ii }* V 中存在一个铋准正交 S , 使得斜对称变换，1在此_下的矩阵 

A 为 



其中， A 乒0“=1* 2 ，*•*，*•于是4 — f 在此基下的 矩裤为 







I A — r (— <i +4 >“‘(i + - (— ly^ 1 - ^ o. 

因此 A — J 可逆，从而 A — f 可逆 ft 

同理可证 A + J 可逆 I B 

例 25 设 A 是対雄欧几里得空间 V 上的斜对称变换•令 j |=(4+ Jr )0 l - m 征明 • 
B 是 V 上的正交变换 • * ' 

证明据例24得 . B 是可逆的线性变換， 任取 & Vb a =( A - n ^ 

= 邮一心 F 是据例18,得 

(d*o)= (却 一於儒 一番)口 （冲，部 ( 存 */?>* 

(H 这 (iA + i) 0 AA -r 1 ) 0 } = ( 邱， Ap) + ( 師 、= (aiaX 
据例3得 A 是 V 上的正交变换 ■ 

点评例 3 S 中•若 | A |# G . 则一 1不是 B 的特征值*若 | A 1=0,则 一 I 是《的特征值_ 
理由如 F : 设 A 在 F 的一个标准正 交基卜 ■的矩阵为遶 •(则 

I ( 一 ！)_/ — B | (— 1>» [ / + (.4 4- JHA — R 7 1 | 

= ( 一 iiM (A — D(A^ I }- 1 +C 4 + J)(A - /)—* I 
二（一 1 r ! ( A - I ka + J >{ A — [ 

^ c - irz * I aii ( A-n 1 |. 

因此 . H AI •则 -1 不黾 b 的特征值;费| A | so, 脚 一 1 是 B 的特征值特别地，当 JI 为 
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奇数时，必有 I A | 从而&丨是 B 的特征值， 

例 26 设《是《维欧几里得空间 r 上的正交变换 *a — 1不是 ii 的特征值。证明： 
CD B 4 1可迸 f 

(2) 5 是 V 上的斜对称变换， 

证明 （1) 设 b 在 v 的一个标准正交基下的矩阵为则 I (- n j - fl 1 - 

由于 一 1不是 B 的轉征值，因此从而 B + r 可逆 ■ 

(2> 任取 £ f 6 V , 记<月+1) .则 芦十仏 

(Ao^a)^ UB — BfiiBft + f} 

=【 BJ 3 •取 ）+( B 卜和 一 — （沁 芦） 

—(/?^> ~x0wpy 

= o . 


易知 A 是 V 上的线性变换 ， p4 此•锯例得 d 是 V T 上的斜对你变换 _ 

点评 例25与例26揭示 r 斜对称变换与正交变换之间的联系 

例 27 &A 是《维欧几丑得穸间 V t 的可逆线性变换，它保持正变性不变 （ W , 若 
&，炉=0,则(如，翊>=0),证明4 =紐, 其中 B 是 V 上的正交变换4垆0« 

证明 v 中取一个标准正交基和由于 a 是 y 上的可逆线性变 换咽此 , A 
是 V 到7的一 个同梅 映射，从而 A 扔,… Mi 屋 V 的一个基 4 由于 A 保侍正交性不 
变 4 M 此，々**.•. % Aq w 是 K 的正交基 - 设04$，<4% > =〜 M 然 Oi 9^0* t — 1*2,**%^ 取 
仅 = 步，其中 *6 {2,8，.“，符}■则 

U ，分 ） = ( 巾 + 亨，沪 — 7^ ~ ( Vi ) 一 < 7, ^. > = 0. 

由于4保持正交性不变，因此 


O (Aa * A^i > — f + ATj t * —.4?.) 

— (+ 切 i --4 ^j ) — (4，, ,.4 ]j ) «； — a : ‘ 


从而叫 ；“ t ， I = ”子是 —7^1^, 是申-位向 M . 



是 V 上的 一个 标准正交基。从而—是 V 上的正交变换(据命题4>,于是 

* i - ' v«i 、 ： I 


A — _ 

点评例 U 的证明思路返想找一个与4有关的线性变换，把标准 IE 交基切 * 7％ 
映成标准正交基，从而该线性变换是正交变镍，我巳知条件曷知，和 ltJ 4 和 ，…,~,是正交 
基_把它们改造成标准正交基的难点在于证明 | A 和 | 二 | Atj # 卜2, 3 ,. ••讀 • 我们通过构 
邀 解决 T 这个难点，例27的结论表觸：保持正交性不变的可逆线性 




• 6S0 * 泰 m 窜 H4f 度燉的线性空间 

变换一定是一个正交变换的数量倍.当 B 是旋转 C 即第一类正交变换）且 Jfe^O 时*紐称为 
相似扩大 （homothetyj 4 

例 28 设 A 是实内积空_ K 到自身的满射，证明 ：如果 且 A 保持向 ft 间的钜 
离不变•那么 A 是 F 上的正交变換 • 

证明任取由已知条件辦 

1 Aq 1 = 1 Aa — 0 i = t \. A & AO I ^ t a — 0 I = I a I * 

(Aa — *Ao — ― to — — 身乂 

由于 

(M Afi t Aa — Afi }= (4a * Ag ) — 2iAa *却)十 ) 

3 一 2( Aa *A^) + ( . 异 .0) ， 

(a — 芦， a — ( u * o ) — 2(o^> 4 - ( 0w0 ) * 

因此 (A? r= (a ， 好》 • 从 iW，4 是 V 上的正交变换& _ 

例29 MP 是实内积爷间V 上的个线性变换，证明逛 V在一个子空间上的正交 
投影当旦仅当 P 是幂等的对称变换. 

证明必要性设 P 赴 F 在子空间【；七的正 交投彫 •则 P 是 f 行于 L； 1 在【:上的投 
影.据 9 , 1节的 f 10) 式撙， P 是碁等的 ，据 10, 3 节的例 5得， P 是对称变换* 

充分性由于 P 是慕等的线性变换•因此据 9U 节的命顯3得 * V ^Ker P© 〖 mP ,且 P 
是平行于 KaP 在 hn JP 上的投彫 „ tii 于 P 是刈称变换*因此有 

a 6 Ker P ^4 = 0 

㈡ (Pa - 0, V^ 6 V 

㈣ (a*P^> = 0. Vp€ V 

㈡ e (Ini P> 气 

由此得出， Ker am P) 1 .因此 P 是乎行于 (Im p) 丄，在 ImP 上的投 影_从而 P 是V在 
Imiu： 的正交 投影. B 

点评 m 29 用幕等的对称，换来刻晒正交投影 1 这在理论上有用.例如 F 面例30的 

充分性的证明以及例 P 的证明.从例 M 的充分性的 证明看到:若 P 是对称变换或斜对称 
变换，则 Ker P=(Jm F ) 0 ^ P 是斜对称变换財.納 20 已证明 r 此结论, 

例30设 P 和厂分別是实内积空间V在子空间 A 和 L 的正交役影，旺 明： P + 

p ! 是正交授齡当且仅哿 L/, 和 t ； 里互相 Mi 交的 T Hjtfc 吋，+广是V在 j 的 iF 交 
投影 • ' 

证明必要性设 Pr) P. 是正交投影，则据〖0. 3节的例 7 m . 是稱 等的同 
理，由已知条件得 ilV 和 ft 都是幂等的.摒 S. 1节例 fS 得 •P 1 f\iP K P ! 据10_3节的 
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例2】得和是互相正交的 

充分性设 r 与 t 「： S ； 柑则据10, 3 W 的例21得， P 夕 P p ,=0 由于 P 和 

P 埋邱等的，闲此据11许的例15得 . P + P 也 M ¥ 等的，山千 P 和 C 是: E 交投 ■.因 

此据例29得 , JV 和 h 是对称变换*从_于任漉 ct ,，€ V ，有 

{{ P , 十 P : ) a ， 芦= CP EO , j 3) + ( Fic ,^) ^ ( a , F ^) + Ca - P *^) 

因此 h + P : 是对称 变换、 于 區据例 29 n .. l \ + F , J 6 k V 在子空间 1 m ( A + h ) 上的正 
交投影 & 

据 11 X 3 资的例 7 得 ，ImP L\,Ker P^U , i _ 1.2 .由 P U ： QL； r ■ 因此对 

任意 a f 6 U ,, f = l ，2 •有 

( 十 P: )(a t + q 2 ) — l\ (a , 十 a: > 十 P: (a s + o? ) = P a\ + Pi at ~ art + a 3 * 

从而 EA 饪取 76 Im ( P , - fF ,), 则存在开鶴纖 T=iPi + P S )^= 

Piai - F . a , 从而 因此 lm ( P , 十 ft +d 从爾 Im ( JP 4 十的）十 C/f 

由于 astv .因此 [/j nut^v； nv, = o . 从而 a +【-.「， 提直和 •因此 p: +p. 是 v 在 
a 上的正交找影 。 ■ 

例 M 设广和 IV 分别是实内积空间 V 在子空间 A 和认上的正交投影，证 确: 

P * 是正交 投齡当 且仅当•息此时 P ,_ iv 是 V 在 lAJIL ^ 上的正交投影， 

证明由 F p 是 V 在 a 1 . 的正交投彫，因此裾 10. 3节的例 MIM - 尸，适 V 在以 
上的正交投影，且结合本节的例30得 

P - P 2 是疋交投影 
㈡ f 一 Ch — p ,) 是止 交投影 
㈡ ( i - p ^+ p , 是正交投影 

㈡ ut^ut . acj - Fi ) + F t ^ vfEU ； © u , 上的正交投影 
㈡ (Vf )^3 CL ^ i 1 ， 且 p s —Pir 是 V 在 ( L ^© li ,)' l ： 的 IE 交投彩 
㈡ 且 R —巧是 V 在 U , (1巧上的£交投彩 B ■ 

点评由于 C — 乒一 P ,， 因此一 P : 不是®等变换，从 p —朽不是正交投 

形， 因此不能通过巧一巧=巧+(—巧）的途径来探究例耵猶解法.1 

例 32设4和 B 都是实内积空词 V 上的对称变换 * 证明;是 V 上的对称变換当且 

仅当 

证明 4 B 是 V 上的对称变涣 
^ tAUa — ia * AB^y t V £rV 
« \ f a < p^V 
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㈡ fii ■ BA/3 卜 (d , AB 料 Va ，两 V 

㈡ Vu^eV 

二二 B/4 = A.S f ._|_ 

点评由于 V T 不一逛是有限维的.因此我们没有采用矩阵的途抒来证明例 32.. 

例33设 d 分別是实内积空间 V 在子空间【/,上的正交投影」证是 

正交投薅当且仅当 P , 巧 = P 2 P , * 且此时 P , P 2 是 V 在认 n % 上的正交投影， 

证明据例29得 . P ? 都是幂等的对称变换，若 則巧 P 3 也是蒂等的, 
于是据例 29 和例 32 得 

是正交投影 ㈡ R 忾 fi 幂等的对称变换， 


㈡ P 3 F,-f\P T . 

由于巧暴 V ■在 LT , 上的正交投影.因此 Im P f 任取 yeim PiP 2 ，则有 

V _ 使得 r = PiP , C tt ). 从而 y € Ini P ,. 由 - F P J ，. = P : P ! ，因此 Im P . _ 从而 
ytUt fltJ *« 所以 島 n E/a * 任取卢 € C /| n ，则 P 〗 P 笔二 Piff — 于蠢卩专 Ini 

■ 因此认 ni 4 SIm 朽1*2 » 从而 lm PiPz^Ui f ) U lm 所以当 Pj P ： — P 2 P 3 时 , dV 裹 
v 在 a n % 上的正交投影。 m 

例 34 设 /! 是”维欧几里得空间 V 上的对称变换^证明 t 
{1> 4的特征多项式的复根都是实数， 

A 的属于不间特征值的特征向贵遨正交的， 


证明 f£V 



V 3 ^ ，•“*%、 WJ 对称变换』在基^ ％ T 的矩 

阵 A 为对称矩阵 * 据实对称矩阵的性质 iE 卩得到 （ lhfiH 2) 中的结论， ■ 

例35设 A 是》维欧 J 11 得空间 V 上的对称变换■它的所有不同的特征值为 A] ， A , , 


…， A •，对 应的恃征子空间为 V . t 用 P , 表示 V 在％上的正交投斑 , f = l ,2* …, 
^祖明 3 


Cl ) V = K ® V ： ©* “ ㊉ K ， 其中当时 j 与 V ,互相正交： 

C2) =0, 当 ,# b 

C 3) ^ h 

^Jl_2 

<^1) A — ^A,P f * ^ 1： ' 

a 丨 ' ' ； j( 

证明【 I 》由于对称变换 A 可对角 ifc t 因此 

V" V t © V t ® *-* @ V tm (^7) 

据例 34 得，当时下-是 V , 与 K 互相 正交， 


* 
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(2》当 i 竽 j 时, F , 与 V ,互相正交•因此 P , F r =0, 
(3) 任取 oev.ir 


a ~ st 资奶十 _■，+ cr* ， Ci £ Vs t? 1 *21»** ^s m ( IB) 

由于朽是 V 在 K 上的正交投影，爾此 Im P # = V * •从而 IV ,= a f ,^= l , Z •…山于是当 
时，/ V , = PP , a , =0,从 ffij ’ Pa 亡 P,tfj w : 1 .2,…岡此 

a = Fja ; Pia 4- + P,a ~ ^.Pi + P . + - f - F * ) a . 

由此得掛 * i \+ Pa +■*■ = I , 

(4) 住取 ere V . 由第 （3) 小題中的有关结论得 

= Aai ^ Aa $ + BB = -f = AiuLAja , + … ^ X,a , 

= Aif % a + A : P_tu ~h ■•* + A , P，tr = CAiP t + AJ *: 4 …十 A , P 4 ) d . 

由此得出+…干 ■ 
点评 M 3 S 表明^若4最 it 维欧几中.薄空间 I ，上的对称变换，则 F 能分解成4的特 
征子空间的正交直和（即 m 4 的轉 ffi 子空__正交.且它们的直和筹于 V ),并且 A 能分解 

攀 

織蠱 Dtp " 其中 A , U ” …， A _ 是4的所有不同的特征值 ,IV 是 V 在属于 A , 的特征子空 

1^1 

间％上的 IE 交投影 ，i = i #2, — .je = 


例36 


敌4進 . ii 维欧几里得空间 V 上的-■个爾 ® 变换.对于往意 a e V 尊 ir #0 •令 


F ( a ) 


(g ^ Aa ) 
( a « d ) 


证明 3 (1) ™ Ft a) t V ^ R # I 

C 2> F ( a y 在 f 处达到最小值，其中 f 是 A 的属于最小特征值的一个单位特征向童 
证明⑴对任意非零实截 k , 有 


FijLfy) = C faf 1 >11 J^g ) 二 k^jg* Apy 

~ ^( a, Q y 


F(a) # 




u : [1 


(2) 在 V 中取一个准正交基 

X^XX 


■则 / i 在此基 7 的矩阵 A 为实对称矩阵、 
设 a 在此基下的坚樣为兄.则 t 设4的"个特征值按照从小到大的顾序棑成 

KA « A ” W 据 ' ft 等代数学习指导 fK 上册 h _6. 1疗的例〗〗得* V« e V 


Ai 孓 F(a > 


a 


5= 



M I 




设 f 是 A 的属于通小特征值 A : 的一个单位特征向 ft . 则 


F (0 




Cf fAt f ) == Ai (^^0 — A 



_ 
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S 10 a 以有 lit 的线 性空糊 


因此 FU) 在 f 处达到 M 小 ffU 


点评例36掲水 jf Fk〉 的最小值耽是 A 的最小恃征值; U, 且 FG ) 在4的_于 h 的 
-个单位特征向董？处达到最小同理可证 . F ( a) 在 .4 的属于最大梅征值 A , 的亭个单 
位特征向董处达到最大值; U •例昶的证明之所以很简捷，是因为引用了《高等代数学习指 


导书(上册 116-1 节的例11的结论、而例11的证明的关键是利用了实对称矩阵 A 能 E 交 
相似于一个对角矩阵_ 辫 36是运用高等代数的理论简捷地解决函数论中最小值、最大值 
问题的一个例子，这表明要善屮把分祈与代数沟通起来. 


例37设 V是 n 维欧几里得空间•据 ICL I 节例27 知道.在V上的双线性函数空间 
T S (V) 与V上的线性变换空间 KomOMO 之间有一个同构映射 W 好!~ -G, 其中 

— Cdr 1 V € V * 

证明 ： f , If 是 V 上的吋称(斜对称)双线性函数_则 （（ 付应的线性聱换 G 是 V 上的对称（斜 
对称）变换^反之亦然， 

证明设 k 是 v 上的对称双线性函数.则 v a v •，有 

iGa = gia ^) = g (/ 3 * a ) ^ 

因此 G 是I上的对称变换 * 显然，反之亦然 

设 g 是 V 上的斜对称双线性函数.则 V a 噌€ V _有 

XGa 7 0) = gia ^) =— g (身, 甲一 CCj ?, a ), 

因此 G 是 V 上的斜对称变换，显然，反之亦然. 疆 


习题 10.4 

1* ffi 明: 奇数维欧几里得空间中的第一类正交变换定以 I 1作为它的一个特征値 • 

2,证明 f 欧几里得空间中的第二类正交变换一定以一 I 作为它的一个特征值/ 

3 *设為是《维欧几里得空间V上的一个正交变换•它在V的一个镓准正交基 Q [ , at ， 
•".A 下的矩阵为 A。 设 心十识 ft A 的特征多项式的一对共轭虚根，把; A 看成复矩阵, 
X+ir 昜 A 的属于持征值 d + 加 的一个■征向麗•其中太,V e R' a x ,Y 不全为 u. 令 

fr — ifii tfifj t **' tat , )X t ft ； — (£ t !+* J ? ， **• , flf n > V . 

证明 4 与 fe 正交，且％卜 

l 珙 A 是 3 维欧几里得空间 V 上的 一个正 交变换 d 在 V 的一个标准正交基化 a * , 
幻下的矩阵为 



bh i IBS 变换与則 售变换 


• SB5 * 




求 v 的一个标准正基.使稱 a : 在此 ■ 下的矩辟是形如(幻式的分块对角矩阵* 

S . 设 A 是 2 维欧 几里# 空间 V 上的一个旋转， A 在 V 的一个标准正交基 w 下的矩 


阵 A 为 



把 A 表示成:?个轴反射的乘积， 

6. 把第4题中的正交变换 A 表示成 3 t 镜反射的乘积4 

7 , 设 A 是第 S 瓶中 2 维欺几里轉空间 V 上的一个正交变换，月是关于 < p> L 的轴反 


射.其中 




—( 2 a \ — 


证明 

8,设 .4 是 


个 轴反射，并11求出它楚关于哪条直线的轴反射？ 

维欧几里掲空间 V t _ 的一个正耷变 ft ， B 适关于超 f 面 《巾 > 的镜面反 


射 * 其中切造一个单位向墩.证 fh A 是一 个镜 面 ® 射 * 并既措出它是关 f _个超平 

面的镜面反射？ 


9 - 证明 M 维敢几里得空间 V h 的任意一个镜面反埘都是 V 上的对称变換 w 

10, 设 A 维欧几里得空间 v 上的一个正交变換 |<n. 

n , &A 维欧几电得空间 v 上的旋转（卽第一类正交变换的特征多项 


式，证明 

12* 

13. 


.r. w ft. ■ v t”|i ， f: • ，… ， 

/< a ) ^ i - xrf ( r ^). 

6£明： 实内积空间 V 上的斜对称变换為如果有特征_；，璐冬特征值必为0, 

设 A , H 都是实内积空间 V 上的斜对称变换•证明：埯斜对称变换当且仅 


当 AB = — HA fr • — 乂 ！ j f 

it . 证明 ： 2 维欧几里得空间 V 1 上的斜时称£换 A 满坦 

(Aa.Afi} =lU I Vai ^ € V* 
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第 10 I 敦具有度世 的线 性空阿 


10. 5 M 空间 ，西变换， Hermite 变换，正规变换 


... 这—节我们要在复数域上的线姓节间中引进度儀傷念，关键是要引进内积的概念.容 
易想到的是在发线性空间 V 中给定■个双线性函数厂此吋对任齑 


= r fla.m) ~ — ftofa) 


⑴ 


于是若 /(hdXnil / CiflAXo , 正定性不成立 。 为了能定义向量的长度•需嬰有正定 
巧 j 此应当去掉/对第二个变量也线性的要求 B 观癧<1)式的推导过 ■•发 现应当做如下 


修改 

/(ia._a> = j /((r#ia) = i i/< a , a ) = 
这也就是让二元函数 / 具有下述性廣 = 


般地， U : 二元函妗/具齊性願 t 


/( crtitt ) ^ / fio , G ), 


/( crt ^) = / C /? ta >» 

这个性质称为 Hermiie 性， 由此 引出了复线性空间上的内积的概念 


(2) 


(3) 


(4) 


_ 


Hi , 5 . I 内容精华 


一、 隻线性 空间上的内积，酉空间 

定义1 »数域上线性空间 V 上的-个二元函数记作如果 它满足 t V y , 

1 (a (Herfiiite 性 ）* 

2 <ar+ y ，ff) = 龄+ <y^P> ( 对第一个变量的线性性之一 ） j 

f (ka，/D (a •辦（对第…个变橄的线性性之二 ） f 

4 " r 会 0 * 等号成立当旦仅当正定性 

耶么这个二元函数 < a ，月)称为 v h 的一个内积： 

裾内积的性和对第一个变戰是线性的得 . ，, 

(aAA +fe 谗）= ik^Tk^5 = T^> 

内织的这条性质称为对第二个变量是半线性的 3 ^ 

定义2 ® 线性空间 Vi ; 如果指定了一个内积，那么称1是复内积空闽或酉空间 



Id, 5 附空闻，租变换 , 变换，正规变擻 


* 


6S7 




例如 中，对于任意 ， .r 3 ，.“ '- V ： ，“， ，规定 

( X , V > 灭 + E + …十七 (S) 

显然.(尤.扒=1?^，且对第一个变量羅线性的，且有 （ ^ )=1 々 I a + 「十 …十 U * 
X ) .等号成立当且仅当因此 ( x , y ) 是 e 上的一个内积(称为标准内积)成为― 
个酉空间，用 r •表示麵 < s ) 式珂以写成 

( x , v > = Tx = v r x . ⑹ 


定义3酉空间 V 中， v / T^TH 称为 o 的长度 ， ifl 作 UU 或者 I oMI ， 

由于 (G ， 0 >= 0 (<KO) = 0 . 因此丨 0 丨 = 0 ， 

当 a 尹0时， U | >0 ■ 容易证明 

r ifl I = I I I a I t V cr 6 、’ ，惫 € l' 

为了在酉空间 V 中定义两 t 非零向■:的夹闱 + 需要首先证明下述不等式 
I . 定理1 (Cauchy^iyHfrK 伽 cmift-Schwarz 不等式}在酉空间V中*对于'任意向量 ir’ 存’有 
• Ua, 卢 ） |<1 CT | 卜痒 1 ， ⑺ 

等号成立当且仅当线性相关_ 

证明当凟线隹相关时，与实内积空间的情形一样 * 可证出 IQ， 声 1=1® 卜旧^ 

若 a,g 线性无关，则对任意复数 h 有 出 ㈣ - 从而 

0 <U + ^ I" - 1 a 1 1 f Ua 4) 十 M 士 a) 十 d l^l 1 * (幻 


特别地，取 f 


o < U 1 1 


代人 ( s ) 式得 

1 .( gtj ?) I ■ 一 

[劁 1 — 


0) ! >' 




I ( a ^0) l r 

1 j 3 lr 


o 


(a *0) 


P \ 


由此得 m . Uc 渺 i < uii/?u 

定义 4 酉 t _ V 中.两个非零向孀 >， J 3 的夹角规定为 

dtfl 

<ot| 3 > — arc 


Co , 

Ct ^ un 







于蘿 


O ^ Cor^X 


IT 


定义 5 M 空间 V 中. 如果 U •炉 =0_ 邵么称 a 与声正交 * 记作 e 拉 
显然^与自己正交当且仅当 
我们把复数 S 的实部记作 Re 心虚 部记作 Im 
推论 1( 三角形不 等式） 在酉空间 V 中 .有 

I a +濟 1 <U l+M 1， Va.fi € V . 

证明 \ a ~\- fil 1 ^ [n I L + ( a . p ) + T ^> + IJ 9 l D 


麵 

(9) 

Cio ) 


(ID 
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箱 10 盘具有度傲的线性令间 


= U |; + 2 ReU , 淤十 |州 2 ； 

^ U | J + 2 1 I + 

< UI , -^ U | I 外辛 _ * , 

nf +[ 川广 ( 

由此得出* \ a + fi \ Oa I + \0\ v 

推论 W 勾股定理）酉空间 V 中，若 a 丄办则 

t a +fi I 3 —) e T+l Jf ,!** 

证明 U 十, = U + G ， 辦十(界 a ) + ^ p ; U |) + _、 

用数学 n 纳法可以把勾股定理推广为 ：如果 m 他， ••• 吨两两正交，那么 

I »| +吻 + … + a , \ l =1 a t I ; 十 I <Ti P + … +| fl , |\ 

推论 3 酉空间 V 中，对于规定 

I • f I " d ( a % fi ) - =^i a —芦 L Hfd - 

BIN 鳥_个距离，从而酉空间 v 对于这个距离成为一个度量空间 ■ 

证明与10, 2节命题3的证法-■样 . 


■ 

( 12 ) 

■ 

<13) 

<1 n 


二、有限维酉空间中的标准正交基 

命 S 1 頭空间 V 中•由两两 正交的 非零向量组成的集合是线性无美的 • 
证明与10_ 2节命题4的证法 一样， * 




酉空间 V 中•两两正交的離位向世组成的子集称为正交规范集 臞 

推论 4 在 >1 维酉空间 v 中，两两正交的非零向 M 的个败 不班过 I 

证明由命题1立即得到* ■ 

定义 4 S 在 w 维酉空间 V 中，由 ”个 两禪正文的非零向麗组成的碁称为 v 的一个正交 
由"个两两正交的单位向 M 组成的基称为 V 的一个标*正交基 二 

定理 2 " 维爾空 _ V —定有标准正交集. 


证明收 V 的 一 个堪〜，仏 

•*• _!»_ 等价的班交向蟹组界 t 典， • 
位化，即令 


…•之，对它施行 Schmidt 正交化•可得到一 f 与 

宁是 a ，…是 v 的一个 ie 交基，把每个具单 


7- 


痒 I 




1,2 




n 


* 


< i r > J 


则，■笋，…*，就是 V 的一个标准疋交基 ■ 

类似于] 0*2 节的例17,砰以在酉空间 V 中*定义 向置绀 …, 
一个基的 Gram 矩阵也称为这个基的度量矩阵 




* » * 


<»•的 Gram 矩阵 










miKM * m 货换 * 丨 irrmite 兜換，正嫌资换 


II 维酉空间 V 中，向 量组奶，是 F 的一个标准正交_当凰仅当 

— SL • itj — 1，2,…，沒. 

进而当且仅当负，，…，争的 Gram 矩_是_位矩阵 • 

利用标准正交基，容易计算向埴的内积，设在标准正交填^ 十， 
分别为 . xt ，*.* - ar ,)^ (的 . .•• 》’，则 


(«^)= f r ,7 ‘S 歸) 

,i_. m 

= m :、 y ， (，够 


# 
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( 16 ) 


7, 下 的坐标 


m 

s 


為 A - r - x . 


cm 


■—擊 

利用标准正交塞肩量的坐标的分纛可以甩内积表达*设^在标准正交基％, 

t m 

F 的坐标是…，；广则 a = Z-r 冲，两边用％作内积，得 


*■* 


a 


( jl ，％} 二 ％) = ^ F 


因此 






ua ) 


C IS ) 式称为的傅里叶 （ FiMirler ! 雇开 • 其申每个系数(。>_为 ff 的傅里叶 { Fonri ^】 系数 
«维酉空间 V 中，设中，炉 * ， *•. %是 V 的一个^准正交基•向量组择，與，…，爲满足 

來，… 必） = 、 H *.，，7 ^、P ， {]S) 

PA 隹标推正交基％ ，■‘••， 下的坐标是 F 的第 f 列 JSf ,,/= U 2, …， in 于趋 

A ， 戌 ■… ，爲 S V 的一个榇准正交基 f _ A .jq J m 


骨 


㈡（戽 JX 

尚 X/ X 4 — f 


\' * v v- * « 

A ] A I Ai A 


i 、} = H … ，n 

= I ，2 * … .M 



« 


d x ： x ； 


兄：氬 


0 


■:麥 


* 


Jt .44 : iP 


x ; x t x ; x z 


X ； X 


# n \ jj 


UfestM ■卜 


■ 


em 


m 


鑲】 0 章典奇 It 齔的线性®间 


.， 、 :”|产;-;” 1.1 

X ； 

㈡ • , ( X t X t ^ X m ) - 1 

_ 

• ' 1 kl 

㈡ P . P - J , (20) 

其中 p ■表示 p 转號以 后把其中每个元索取 K 铌复数 

定义 7 K 数域上的 N 级矩阵 P 如嘏满足 p . p = /，那么称 P 是酉矩阵 
从上酣的讨论 得出： 


定理3设 ？ ，，…，屮是 n 维■空间 r 的-个际准正 交联肩 m 组戽碥满足 

(译•與 •… 為 ） = ( 奶，洛，…，％ > P , (21) 

则负•爲， … ，爲是 V * 的一个标准正交基当 M 仅当 p 遒酉矩阵^ _ 

从定义7得出 •》 级复矩阵/，骚酉矩阵 


㈡ 



P 可逆 

PP m =1 



P l ^P M 


三、酉空间的同构 

定3设 V 和 V '都是酉華_，如果存在祆到 V '的一个双射,便得 CT 保持加法_歎 
晚乘法运算，且 f 保持内积 （ _ u ,卢 ) .v a ,声 e r ) •那么称是酉空_ v 到 

的一 t 同构映射 I 此时称酉空间 v 与 r 是同构的 （ 保距 同构） .记作 v 兰 〆 

定理4两个有限维酉空间同构的充分必要条件是它们的维数相同 

证明与 10*2 节定理2的证明类似 6 麵 

基 持别地，仉一”维酉空间 V 部 M 装备 f 标准内积的两空间 e 同构，并 Jlih V 中每一 

1 向贵对应到它在 V 中取定的一个标准正交碁 y _ "‘*爭下的坐标*选个映射是 V 到 

C * 的一个同构映射， 

M 空间的间构关系也具有反身性 v 对称性和传递性， 

推论 > 设 V ’是《维酉空间.则 V 上的线 性变换 0是保距间抅 1 1 R 仅当 a 把 I ，的标准 
正交基映成标准正交基， ■ 

证明与 io . 2节推论6的证明 —样- 

四，正交补，正交投彩 

皆实内积空间的情形一样，■空间中有正交补的槪念,， 




10 . 5 腿狻间，内变換 * Hermite 哓换_圯嫌变换 
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定理5设 L / 是酉空间 V 的一个有限维 f 空间*则 

V ^ 17® t/- 1 . (22) 

证明与 ICK 3节定理 I 的 ffi 明 一样. ■ 

设以是酣空间 V 的一个了■空间•如果 V = V®V ，那么有 f - 行 f LJ 芘 U 上的投齡 
称它为的正交投影7中 ff ； 一向在下的象 t 称为 or 在 r 上的正交 


投彩 3 于跫 


❿ 在 t ； 上的 IE 交投影 ㈡ 

如果 [； 是酉空间 V 的一个有 限维子 空间.那么存 feV 在 U 上的正* 投籌 Pu . 在 U 中 
取一 f 标准正交姑…， W ，从定理 S 的证明中看到 W 在 t f 上的正交投 影〜为 


m 


^3 




(2:3) 


定理 6 设 U 是酉空俩 r 的一个子空间，且 V = U @ t / i , 则对于 < t 6 V , 如 € U 是#在 t / 


上的 iE 交投影当且仅当、 ； ：< 

dta.ai} Vy € a 

证明与 10, 3 传定理 Z 时证明一襻 ■ 


(24) 



五、酉变换 

定义9薩空间 V 到自身的满射4如果保持内 m 不变 ， BP 

tAa . AS ) = (d j )， V «^€ V % (25) 

那么称4是 V 上的一个酉变换， 

命题2面空间 F 上的酉变換一定是线性变换 . 并且是单射，从冊是可逆的， 

证明与节的性质4,性质6的证明一样 # ■ 

从定义 ：) 得出，酉变换保持向 M 的长度不变，保持两个 雜零向 貴的夹角不变，保持正交 
性不变 * 再由命題2得，酉变换保持向量间的炬离 不变. 显然有： 

命题3酉空间 V 上的一个变换 A 是酉变换当且仅当 A « V 到自身的一个同构 
映射、 ■ 

曲命题3和同构关系的传递性和对称性立 即得到 ， 

命题 ■* 抖苧间 Vf : 两+酉变给瞒积还是酉变换.酉变换的逆变換仍是 H 錄 ■ 
命题 5 n 维酉空间 V 到# 身，的一个缺射4如果保持向量的内积不变，痱么 A 是酉 
变换 • 

证明与 10. 4节命题3的 证明 一样 d ■ 

命题6 «维匪空间 V 上的线性变换 A 是酉变换 



M ■补晚龄的线性空间 


㈡ 把 V 的标淮正交基映成标准茈交基 

^ 4 在 V 的标准 E 交堪 T 的矩阵是胙 姖阵。 

证明与1 U . 4节命题4的证明 一样. 


■ 


六、知变换（厄米特変换 J 

定义10酉空间 V h 的一个变換 A 如果满足 

( Aa *0) - Ca . Afi ). Va ， fi ^ V ， (26) 

那么称. 4 是 V t 的一个 HcrmiU ? 变換或者自伴〖随 | 变换 

命题 7 酉空间 V 上的 HermUe 变换 A -■定是线性变换* 

证明对于住意 o # ev , 任取代\/•有 

iAia ^ p , y )^ = ( a * Ay ^ H - i ^ Ay } 

= ( Aa . y ) + (^9,7) ^ (知+ Afi . y }, 

因此 MCa + j 9 ) -(. 4 £ r + 4 ^)* y )^ 0 # 

类似地可证 wUh〕 ， V 因此 A 是 V .[. 的一个线性变换 _ 

醒命题 8 «维酉空间 V 上的线性变换 A 是 Ikrmite 鸾换当且仅当 4 在 v 的任 濛—个 
标准 K 交基 T 的矩阵邊满足 … 


A , 


满足 *4 


(27) 


■V = j 的《级以蚯阵 A 称为 il ^- rmiti ： 矩阵或自伴矩阵 
证明任取 V 的一个标准正交基 p … . w _ _ ® 


JI ■入巫 •…， 7…设 

i T 1 ,,B * ^ ^ ^ ^ ) A 

平 r 的坐标的第: h 分麗力 


Mjfl . ip 

则在标准正交基 7 i ，％，… ，p 1 


(2 S > 


^ = (Aijj « 

因此 A J | V j ^ li^HerniiJe 变換 


1,2 


( 29 ) 


( Aq ： ^ ~ ( a I )« 




㈡ 


I 




㈡ Aa , j )^ TThy >, 

» A = A m . 




命题分 

证明 


1 、，厂 

_空间 v I Hmmite 变换 A 如果有待.征值，那么它的特征值垦实放 • 
假设 A 有特征值 Am 设$是4的厲于特征值1的一个特征向挝.则 


■ 


(Af ~ - X\ I $ ( : ♦ 
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由于序 o •因此。于錢為是实數， 「 I 

七、线性变換的伴随变換 

设 V 是实内积空间_如果 A 是对称变換, ___< r #€ V ，有 .. 


tAa nfi ) = ( a * Afi ) t (30> 

如果 A 是正交变换，那么对任意有 

iAa ^> - iAa . M^p - (31) 

如果 A 遊斜对称变换，耶么对任意 V . 有 

(Ac — (32) 

设V是菌_间*如果 A 是酉变换,那么对任意 a, 降V,有 

iAa *^) = irU ，/ L 4 ^^> — (33) 

如果4提 Hermite 变换，那么对任窻 o ■卢以,有 

CAa , fl ) = ( a , A^) m (34) 

从上述事实受到启发，引出下述概念： 


定义 H 设 a 越 s (实>内 m 爷阏 V 上的一个线性变换.如果存在 V 上的一个线性变 
换，记作 t _满足 

(Aa *0 = ( a ， A ’ fi ) * V < t ^ e V * (35) 

那么称 / T 是 / l 的一个伴随変换. 

从上迷事实得出，实内积空_ V 中对称变換 A 的伴随变换是它自身^正交变換 A 的 

伴隨变换是 A %斜对称变换4的伴隨变换是一西空间 V 中 •酉变 换 A 的伴嫌变換是 
^ 1 i Hermite 变换 A 的伴随变换是它自身„ 

对于钇 ( 实）内积空间 V 上的 fit 意一个线性变换 A 是否都有伴随变换？如果有， A 的伴 

随变换是否唯一？ - H \[ - {r /, I r ， 1 - l 

定瓏 7 对于 《 维复(实）内积空阿 V 上的任一线性 变换為 •郝存在唯 —I 的 —个伴 鼸变 
換 I ^ ， 

证明仟给# 6 w •据 10 」 f / 例5 fn t fib — ^适线性交间 V 到 V . 的一个同构 
映射 • 由于爲 A6V .因此存在唯一的何董衩 6V _ 使得解 从而砌 ( 4 ^ 

V ® 6K 于是有 

(Ac if?) = (a-/) I V (T e v . ( 36 ) 

于是我们得到 V 到自身的 — 个映射 .1 ■ ! p 卜一 〆 • 由（ 36) 式得 

(Aa ^ (a nA\fi) , V a *p Q VJ (37) 

观在来验证 1 是 V 上的线性变换‘任取 3 凟 , yg V, te C (或 R ) ,有 
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. (cj ，A * + /)) — (/1<3 — t ,4a ，增）十 * y> 

— k f jia >p) + (>|0 ► y) — H~ Co t >1 * y} 

=(a . ' 卢 ） + (ix*A m y) = (a f 44 ' ^ H- + 4" y) * 

因此 A . (蟑十 y )= M ‘ 針 A . y , 

从而 A ■是 V h 的一个线性 变换. 这证明了存在性, ^ 

唯一性 • 假设还有线性变换0使得 

(Aa *0i — (a # Bp ) v V 6 V§ 

则从(37>和(38)式得 

由此得出31=母* 因此. V 二妇， 

对于尤限维 a (实 ） 内积空间上的线性变换 a 可能 a 也可能没有伴随变换从定 
傲？的唯一性的证萌看到 s 如果 A 有伴随变换 * 那么 4 的伴随:变换是唯一的* 

定理 8 设減是《维 SC (实） 内积空间 v 上的一个线性变换 * 如果 a 在 V 的一个标唯正 
交構 平十 "、平 下的矩阵为 *4 ■那么 4 _在这个际准正交基 F 的矩阵是 A 、 

证明设 A ‘在 Mu . …下的矩阵为 B = 由于 对于1</. 

有 ^ ^ JkK . Jm 


(38) 


ci f9 = f m 4 ■窄 > = CA 7,*窄） = 黌 

因此 Y = B , 从而 A * = B - u 

定理 9 设 V 是复（实》内积空间， A ， l * 是 V 上的线性变换， A € C (或 ！!>• 钿果都 
有伴随变换，那么 A + B ， 以都有伴随变换•且 


U + B). y + 1 T ， CM)' = kA*, 


C 4 B 「 = B A ", ( A * )• ^At 

进一步•如果 1 可逆.且 A -1 也有伴随®换，即么^也可逆 ，0 X 4. ) 1 =( A _ ] >、 
证明任取 a * 沒 6 V , 有 n 二 e ^二 

<(A — dfi) 十 (Ba = Ccr.4 ‘ 沒） + CcrW#> 

^ iaAA * +0^ >^} t r 、 


(fM)o^> = k(Aa ， g> = kia.A' = { a .kA 

«AB)a*0)^= iBa t A*0 )= 仏 B.A ■ 尹 ) . 

(A * a w0 = C^ f A' a) — (华 = (atAfi) * 

H 此 （/i — U >. = A m +fT * (M ) 4 ~kA * f ( AB )* =^ B S A " , (/t * ) * =-A 



若隽可逆*则灿 
从而 （ A-*)y ^=4" ( A ~ k ) 9 =^I 


由于 .1 也有伴随变換 * 因此（,^ 
因此 .4 •可逆 ■旦 （AM 1 = d ) 



= (，t v\.r 
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注1 


对于任一域 F 上的《维线性空俩沢■•设 




(a ^ a m ) 


■ 


( h”h •，… *) 



令 

— + …十 • * ' C 39) 

则 Cc, 积是 F 上的一个非退化对称双线性函数，依 _ 定义 II 可以给出 P 上线性变換』的 
伴随变換 A •的定义，注意到定_ 7 的存在性证明类键是利用 Hi 节的例 5,而例5 的结 
论对〗■域 F 上《维线性宇间V上的非退化双线性涵数都成立 .W 此与定理?的证明完命 
—样可以证明 ： P* 上任一线性变换為都存在唯一的伴随变换 A % 

注2从定理9的公式看出，从 A 过狻到 A •有点诹复数$取共辄复数我们知道， 
个复数=可以写成其中而实数《具有性旗4=1我们现在来看一 
个线性变换』4如 梁有 伴随变换4 ' 邶么 >1能否写成 .4 二土 + ,炖中^ =為，_/=[,:: 

事实上，只要令 

A t - ^( A ^ An , A t ^ 丰 u-m 

I 


则 A !* — *4 1 «/ I : , A : * J 1 


A = Ai^h U(40) 

即任一线性变换 A 都能表示成(40>式，其中 A ^ A , 都是 Hermke 变换，还可以证明 A 的这 
种表法避唯一的* 参 看本节典型例0的例 H 


A , 正规变换 4 ^胃 1 K ： u ^ u nw 

对于有限维复(实)内积空间V上的线性变換 A ,在什么条件下存在V的一个标 准正交 


坫 •使得 A 在此基 F 的矩阵是对角矩阵? 


首先推异必要条件，偃棟存在V的一个标准芷交基 p , 窄 .一 ，办 ，使得 A 在此基下的矩 
阵 A 为对角矩阵 

A ^ diagU 3 (41) 
则 A 的伴随变换 A +在此基下的矩阵为 

A T — diagUi ^1( (42) 

从( 42 )式看出，若 V 是 n 维欧几里得空间•则 A - 从而 家=1 即 A 塏对称变换 • 在 
节中 S 证这个条忡也是允分条件，苦 V 是 n 维酉空师.则从 （41) 和 （42) 式得出 , AA . 
— VTAu 于是 AA .=， f / U 由此受到启发，引出下述 槪念：- i: . •- 

定义12设 V 是复（实)内积空 _. A 是 V 七的线性变换，如果 a 有伴鏞变换4 _咀 






(43) 


m 
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那么称 A 是正 规变换 • 

定义13 —个《级复(实）矩阵 A 如果满足 

A ^ AA ' . (44) 

那么称 A 趄正规矩阵 e t 

从 I 面的讨论知道 * 付予》维暫资间 V 上的线性变换4 . V 中存在个标准; j £ 交基使 

褥 4 在此基下的矩阵为对角矩阵的#要条件是4为正规变换 a ^面来证明这电是充分祭 
件 * 光证明两个引理和两个定理, • 

引理1设 力是复(实） 内积空间 V J ： 的正规变换，则对于任意向徽 兄有 

i Aa ! I vl ' a L (45) 

证明因为 W 所以 

Ar I* = (Act ^Aa) = («,j 4 9 Aa) — (a»A 4 1 f 

Ha P ^ (A^a.A^a) = to A A* ) VA p a) = OjW 攻)， 

由此得出， 1-401 = 1/1、、 • ['I 

别理 2 设為最复 t 实空间 v 上的正规变换, r 是任一簾 c 实)敝，剔 cl-A 也是 V 

上的正规变换， s t k } .. 

证明由于 ( d — 4)，二4一為"■因此 

id —AHc\ - A)' - (cl -.4 HtM - 4 ) ^ ^ M ， r A4 - , 

(tJ A ) (rl ,4 ,i = (ti ~ A ' ) ( r / A ) — ft I ^ i \4 cA ' + ,4 * /4 

由此得出是正规变換. * ^ 

一定理设 A 是复（实 〕 内枳空间 V r J ： 的正规变换 ，则 Ai 遙 / t 的一个特征值当 Mtt 1 

1是的一个特征値是4的 WT 特征值夂的一个特征向置当 且汉当 $是4/的厲于特 
ffi 值的一个特征向揪* .. 

证明幻是 A 的特征值且 f (尹0>基 A 的_于幻的一个特征向®当赶仅当 Af , ^ Xi $* 
即— 4)? 二 CL 因此为了 明定理 Itu 就 H 要证 


I { Xii - A )$\ = \ )= I 


— W 

据引理 2 得， a . J — 4 抵 V fc 的正 规变换 ，由于 


im 


(Ai I— A) ’ 秦 Ar, — A • * 

因此裾引理 1 立即得出 （4 们式成立,， 1 ■ 

定理 II 銳4 是复(实） 内积空间 V 土的任一线性变换，風汲有伴随变槪>1 % ‘如果 
W 恶 A 的不变子空间，那 么识是 A •的不变子空间， ,, . ,, ,. 

证明任取 P € W 1 •要:证4 ’ 两 . 任取 a e W , 由巳知条件得 ,4 a 6 W # 于是有 


ia^A 1 ff ) = ( Aa ^ p ) 0 B 
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因此 A7€ W vl , 从 MWi 是 A •的不变子空 _• ■ 

现在来证明本小节的主要 定理： 

- 定理 U 设 A 是有限維酉空间V上的正规变換，则V中存在一个标准 正交基 ，使得4 
在此堪 r 的矩阵是对角矩阵_ ! 

证明对酉空间的维数〃怍数学归纳法， 

«= 1时V命题显然成立. it j I M 贾： 

、 假设对于 n-l 维酉空间V上的正规变换，命題为真，现在来看 w 维酉空间V上的正 
规变换 

由于V是颦数域上的线性空间，因此 4 必有特征值 • 取及的^"-个特征值 A 3 ，垛切是4 
的厲于 L 的一个单位特征向 M， 则据定理10得，是 /r 的屑于#征傕 XT 的一个单位特征 
向 w. , pa 〗 切）既是4的不变孓空间，义是的仑变户空间据定塯 II 得既趣 
A ' 的不变 子空间 ，又是 (AT (即 A ) 的不变子空间•于是有上的线性变换 A ) 和 
A ■ K ^ > =从线性芘换的伴随变换的定义吋 fr 出 * -i* I ■: r；, > ' |§ 4 I ： ^ J ) 1 的伴随变换，从 
正规变换的定义看出.41、 >* 是<妒4上的正规变换.由•因此<%>丄 

是”一 1维的_据归纳假设，存在< 免 卜 的一个标准洱交基… "• ， p 使得 A | <取 ） I在此基 
TSI 运阵为对角矩阵 diaftU s ， …，从而 A 在V的标准正交基 7 , ，切 ，…下的矩阵为 
对角矩阵 diagU 〗 ， ••• Jl_ L 

据数学归纳法原理 i 对一切正整数《•命题为真 4 ■ 

从定理12的证明过程看出，这个命娌成立是强烈地依赖于复数域的特性 s 每个次数大 
于0的复系数多项式都有籤裉:，: 

由于容易看出{刹用定理幻，在有限维复(实）内积空间 r 中.线性变換 A 是正规_当 

且仅当 A 在V的任一标推正_交塞下的矩阵是正鏞的 • _机从定理12立即得到： 

定理13对于复歎域 lv 的任一《级正魅矩阵 A •存在一个酉矩阵 P T 使得户 _AP 为对 
角矩阵。 w _ 

显然 * 在酉空间中，繭变换， Hermite 变操都是正规变换，因此定理 L2 ， 对于酉变換， 
Herixute 变换都成立_显然酉矩阵， Hermhe 矩阵都是正规矩阵 * ，此运理 J3 对巧1|矩阵 * 
H 枕 mite 矩阵都 成立. 于是 ir 级酉矩阵 A — 定酉相似于一个对‘ 矩阵/ 丄，…， 
A-h 即存在一个西矩阵 iMf 得 P 由 f 

£>D* =, (p 'ADtP v/lP ) * = P l APP* (F ')' ^ p p = / T 

因此 aX 7=】 ，从而 U,f 子是 

Aj = cos H- isin , 0 霉 fl，< 2兀 • j = U + …， w, * 

利用欧拉公式可以把 < 写成 M ，这样我们证 明了； 
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定理 w 任一〃级酉矩阵 A —定酉相似 T — 个对角矩阵 

diagfe ^ , c ^ (47) 

其中 <2 ir ，> 二1 - 2，…,， I , i - ■ 

同 fflU 级 flermiu ▲矩阵/ V 定酉相似于二个对角矩阵 D 七滴埘< A:.L . … • A , L ifi 于 
Hemite 变换的特征值都是实數•因此 Hermite 矩阵的特征值部是实数，从而得到： 

定理！ 5 fE —" 级 [【 ermhe 矩阵都酉相似于一个实对角矩阵- ■ 

从上面_*由于引进 r 正规变换和 JE 规矩阵的概念，阴此统一地简便地解决了西矩 
阵和 Hermite 矩阵在西相似下的标准形问题。 


九、 liermile 型 ^ 1 f| • | I H C Mjfi [HMlI 『一 卜 ：l A* f •• 

• 我们知道.”维欧几里得空间 v 中装备的内积是一个 je 定的对称双线性函数 _ v 中取 
广基 / H ，内积住 I £?.0)上的凼数值的表达式娃 U 在此福卜的坐标 ( i •…- - r ,,” 的卜 
次型， 


pi m 

^ (48) 

现在我们来看《维酉空间 V 中装备的 GiC V 中取一个基幻仲，…, 《•_ 它的 Gmn 矩 
阵记作 A ， 称 A 是内积在基 Cf 1 * CTj ,… F 的度最矩砗 R 据 内轵的 Hermile 性得, 
>=(ai _<?』），因此 

A * ^ A , (49) 


从而 A 是 Hermite 矩阵」设 A = Ca „ >,a ^ ^ i x ( a ,* 0 = 則 


_ 


( a ，# p 2 (名■价 )_ SSa :, E ， 


罅 


i ^ r 铺 


— ^ S r 』= x 


t 


其中 Jf = ( jj *xj i «•- ， JIV> 


定义 1 4 W 个复变最 Xt 的表达式 


_ 








am 


(51) 


(52) 


其中〜■称为。个 it 元 Hermile 型，矩阵 A = ( 叫）称为这个 Hermite 型的矩阵，它是 
Hermke 矩阵 • V i i i , v ,； 

设 X -^ x ”: ri ， …，，，则 <52) 式可以写成 1 : ^ 

， X .亂 ’： 厂丨 ； > i « r - I 


C 53) 
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从上而的讨论知道，〃维酉空 N V 中给定一个纂后.它装备的内积在 C « . d ) 处的涵数值 
的丧达式(51>是 a 的坐标的 Hermitfc 型 * 这个 Hermite 麵的矩阵就是内积在给定基下的度 

M 矩阵# 

由于 Hermite 型 （53) 的矩阵 A 是 Hermite 矩阵，因此 

UTAJO - X AX ^ (X f AXV = X - X\AX. 

从而 AX 总是实数. 

由于 Hermite 矩阵 A 酉枏似于一个实对角矩阵 * 因此存在一个 n 级辟矩阵 P ， 使得 
piAP = dbgU ,， A ”一 a,L 令 

X V AX = P a APY = Y ^ IP-^AP W 

= y } 十 J?i 4- — 次, _ (54 ) 

这证明了 •， 

定理 16 对于《元 Hermhe 型 /U . 存在两替换 .Y - PV (即 P 婼商矩 阵）， 使得 

X m AX = Ai^i yi +心力 力十 …十夂 . v rt • f 35) 

其中 & A 的全部特征值，它们都是 实数， _ 

定义 ■ 5 Hermite 型 JT AY 如果满足 

X* AX>Ot V X 6 e 且 X 妾 0, «6) 

那么称 X _ AX 是一个正定 Hermite 型或一个正定 Hermite m X \X 的矩阵 4 称为正定 
Hermits 矩阵 9 

止定 Hermite 矩阵与第6章讲的正定矩阵（正定对称矩阵）很相像 * 不过前者是复数域 
上的矩阵•后者是实数域上的矩阵， 

定理17设 A 是 n 级 HemiHe 矩阵，则下列命题等价： 

(1) A 是正定 Hermite 矩阵； 

(2) 对于住意《级可逆复矩 IH 布 B - AB 是正定 Hemiu : 矩阵； 

卩) 4的特征值全大于 Ch 1 

U ) 存在》级可逆 S 矩阵 C , 使得 CAC =“ 

(5) 力可以分解成其中（？是《级可逆笈矩阵； 

C 6) .4 的所有顺序主子式全大于0; 

a > A 的所有主子式全大于 0. • ’ ' 1 

证明 u > K2 > 对于任意 xec ■且 X 乒 0 ,由于 B 1 可逆•因此 £ osr 关 0 ,由于 a 是正定 
Hermite 矩阵，因此 

X- (B\4B)X= {BX } 9 AiBX) > 0, 

从而 B m AB 是正定 Hermite 矩阵， 
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由于 A 是 Hermi 鉍矩拜，因此存在爾矩阵 P, 使得 F UP^diagiAi ，為，…, 
4 } ，其申心 ,A” …山是 A 的仝部特征值, fi 都是实数，由概设得 .P1P 是正定 Hermit 
矩阵.由此得出 (f^AP)c,>0jpA/>CM=K2,"_a_ n 

(3)=M4) 由亍71 1 HermUe 矩阵4從此存 在西矩 阵 P .使得/广 MP-dtiigA 
AJ ■其中1 是实数.…，， “由假设 ；L>〖U = 1.2, …，《，令 

Q = diag( V57 * …， v^l • 

则 PH4P = QQ, 从而 Q 7 〗APQ- j 二厶令 r=PCT l , 则 

C 9 ^ {FQ M p = O J P. = Q l P~\ 

于是 

<4)^>(5> 由假设 CMOI, 于是 A=CC，JHC - l , 令 , 则 

q. = cc r r - cd = (5 s (m 

因此 A=^Q P Q* 

⑸分⑴ 设 A=€TQ， 其中 Q 可逆，则对于往意 xec" ax#0 , 有 

x m AX = x * Q"Qar ^< Qaf )* ( Qsf )； 

设 QSf = . 化 ■… ， ii, V ，则 

AX^^ai ai 十 <i 2 4 2 十 … + ‘ (i # 

^ I 1 1 +1 ^ t' + * Tt +|i a m p > 0, 

因此 A 是正定 Hermiie 矩阵， 

__> 类似于 f 裔等代蒙 >( 第 2 版，上盼 > 第 206 〜 20S 页的定理 8 的征法 t , 

<1>㈡ (n 类似于<商等代数学习指导书(上册>时. 3节时例9的 证法. ■ 

10, 5, 2典型例题 


例 


用表示区间[“， 6] 上所有连续复值函数组 成的线 性空侧，.规定 

1 d …. 


C t (j )*uia >> 


iff 明1 (/( h ) • 尽(工 ）） 是 C [/ j ， 6] 上的一个内积 • 

证明对于任意 fix ) rjr (■^ > *表(疋> C* 有 


ffC j ) /( jr ) d ^ 


r 


^ y ( x ) tb ： 


f 5 T ) 




• i Vi ' R J \ ! 



-4lV ”； J 


I 4 
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_ 


(/( 翼 ） + At^.gCx)) 


t/Cj) 4 h(j ： y) #(-r>cLr 


fix ) 十 


h (宏) g ( x)fljr 


(/m , gU ))^ ( Afi ), g ( x)>i 


U/(l),jftr>3 ; kf W) gMilj ： 


k 


/Car) ^(x) = k(fijc) f 


C/Cx) ( /Cx)> 




r 


/( jc ) f(x^dx 
1 /( Jt > I 1 dr > 0 


等号成立当且仅当 I / Cr ) I * 匕、、 { a < jr < h > ，即 /( x > =0, 工 € [ a 此 
综 ii 所述，（/(尤）嶒0}>是6[>』；1上的一个内积，. 


例 2 在 M .( C > 中，嫌定 


( A * B > 


tkl 


trCAfT ) 


证明： （ A , 出是 iVMC ) 上的一个 内枳. 

证明对于任葱 A , J 3, C € JK ( C ：), A € C ， 有 


if (BA m h = ir ( M ^) = ir ( lA ’） 

二 ir((BA V)^) — tt(AB " ) — <-A, 6> * 

(A + C , B )= irCCA + OB * ) = itiAB 1 ) + tr ( C 8 * 

(A*B) 4 CC,B), 


(M .B) - ir<(M)B # 


k ir(AH^ ) - kiA.B) 


_ 


CAtA) = triAA m ) = J ]( AAnii,iy 


_ 


o “)） 


if*=i 


n 






m 


• -ESlACnPl^O, 

等咢成立 1 EL 仅当丨 A(y )| …，; o .即 A = o ， 


< 


\t I is 


■ 

( SS ) 


^ w 



• 702 ， 第 10 帝 A 有度厭的线性發间 

----——---- 

综上所述 .（ Ad ) 是 M ^ C ) 上的一个内积 4 ■ 

例3 在酉空间 V 中，由内积可诱导出 V t 的一个函数 w 

穿 ( a ) = Vcr 6 V % (59) 

称9是 V 上的 Hmnile 二次函数.证明：对任意^ 有 

( a ^> ^ +沒) 一 +穿一月）+ 十说卜 <60) 

(60) 式称为极化恒等式 f 它也可以写成 


(a^) = 士 I a + 卜身 I 1 . (fii) 

证明 对于复数 d !+ W ， 有 b :=— A +此 因此 I m ⑷4二 R e (—⑻ • 从而对于任 
® V %有 


ia ? J 3) ^ Re(a • 芦 ） +i Rt;( — \{ a *^} ) 

=Sefa t ^?) + l ReCa * i ^)« 
q<a (u 士沒 土穿） 

=* I i I 1 * (a^J® *j ff t 1 

of 1 1 i 2 Re ( a ， 辦十 1 芦 I "', 

梅 土釋 =(e dr tj ?) 

~ I a I * 土 << r •炉〉 土（办攻 > +| i /? |* 
=t a I s 士 2 Re ( a , 该 >.+| 卢 I ' 

从 （63) 和 （64) 式得 


(62) 


i ： 63) 


(64) 


^0 + 0 — qia -h i ^) = 2 Re ( a *^) 一 ， 

qia + fi ) ―心 一 i0) = 2Re(a,^> 4 2R t j( a ,ifi) * 

9 (a — 芦 ） + ifi > =*— ZRHa $ 0) — 2 UMia , ig ). 
(65) 式减去 ” 7) 式，（65)式减去 （66) 式，分别得 


g(a + 卢） 一 qCa — 沒）= 4 Re ( a ， 芦)、 

一 q(Q + i/n + 和一⑻ — 4 fte(a 攀 
于是从【於)，<68)，（69)式得 ' 4 


(65) 

( 66 ) 
(⑺ 

(6S) 

C69) 


〜，卽 士 gG +声一 jqim —敗+ jq(a + ㈣ 一 j- q ( a - V» 

u + n 2 ， _ 

嘈 nr=rj - ■ 

点评例 3 中极化恒等式表明，酉鸯闻中的内积完全由 Hermite 二次函数 g 决寒 
例 4 设 V 和沪都是复数域上的线性空间 ,( .） t 是/上的 一个内积；设 。是>， 到 
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V 的一个线性映射，并 a 疗是单射，对于 V 中任意两个向 m 心士规定 

- ( 0 * 1 — ( fRt ’0^1)1 • 

证明 〆 ， >是1 上的一个内积* 

证明对于任愆 a , 浮 ,76 V 46 C , 有 

jl ，，， 黎，‘》 OS 0 f dr ^ | ― fc (dD j 1 ( fiftjS ) t 
(a + y ， j 3)^= + y ) «^ S)i — tm + ay . 續 )t 

— (m *00 )i + ( cT 7, oi 3 )i == < a ， j ?):+(7 •難， 

Cfe * p ) = 3 wafih = (few t ( j 3) v — kiaa^h 

二 t ^ kio ij (?) ^ 

ta ia ) = f t c » J：l ^ 0 f 

等号成立当且仅当館 = q b 由于这是单射-珥此说^^餐嚴仅華*^)^ 

综上所述“ « )是"上的一个内积 《 ■ 

例5求出 e 上的所有 内积， 

解 C 1 上的内积是 C 上的二元函敢，即 c l XC 1 到 C 的一个映射，由于复线性空间上 
的内 积对 第一个 ® 域是线性的，对第二个变 W 是半线性的■因此 G 上的内积 f t >必 

形如 I ' 

(: r,p = try, Vx,^v 6 C J - 
由于内积具有 Hermke —， 因此 

^ry — (xt>) = = kyJc — Sxjr , € C 1 , 

由此得出因此 4 是实数 „ 

由于内积具有正定性 * 因此当 z 浐 0 时，有 

0 <C C ^ r * j 7> — krM = k j x ) 

由此推出 M > o & 综上所违， c 11 上的内积必形如 


(x v v) = V ^r*y ^ V , 


其中&是正实数. 

反之，对于任意芘实数 A •(?()) 式表示的二元函数都是 C 1 J： 的内积. 
例6在西空间££0,21^中，证明 5 它的一个子集 


是卍交 规范集 fi 



证明 


对于任愈，“ w e Z ■且 ，i #州，有 







(70) 
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# 




2ir, 




1 严 

Znh 


^IT—Pf| s T^ r 


^ —一 

2 筘 

丄 

2 n 

(K 



cos(ft — m )^ dj -4 - isintii — m)jcdx 


nt 




(" 




co^y cl^v +■ 


1 ft 


m 


l 


m 


sin y ：dy 




因此 s 是一个 正交规范集， 

例 7 在酉空间 C ? (指定标准内积)中，设 


tx \ 


U - — 1 f i ) 


求 c 的一个标准正 交基. 

解 先进行 Schmidt 正交化，令 

fii ^ c ； 

ft = a t 


a 


P ，= tti 


o ! ; (\ * 01 i ) ^ i 

U , — l - i ) 

i 

f 

(軋 .p > rt 

(Pi p r ] 


^-/Tj — / — 

3 灼义3 

2 1 • 

f V f T l 
a 3 

(cfi .fii 1 

(f p J Pi 

_( a 、， p : 



a 


( lAAi \ 


♦ 



1 




3 


ft 


3 


2 


ft 


然后进行 車位化 •令 




n 




i + 


— 1 u 


2 


# 


A 


Pi 






rpn ft 


_ — 


n 辱 


f 是 C ’ 的一个标准正交基是 p n (如 t 所述、 
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例 8写出1 级酉矩阵的形式 * 

讎设 A = 是酉矩阵，则 /r A = r •即如•于是 U |41_ 因此从而1级酉 

矩阵形如 （ P ). 其中 

例9证明 2 酉矩阵的行列式的模为 U 

证明设4 级酉 矩阵*从》级行列式的定泛和共轭复数的性质&即得到，|3| = 

TAJ , 于是 IA - \= TA \. 得到 * l _ TSTlAj . 綱此 14|的楔等于1* _ 

点评例 9 的结论在《高等代敗学习指导书（上作的例24巳经诋明过，观在 
复习 一 下。 

例 10 证明： 酉空间 V 中.酉变换的特征值的換为 U 

证明 设 ; h 是酉赍换 A 的一个特征值 •则 V 中存在非尊向植6使得趑于惡 

(Af IAf) ^ (AifrAif) ^ Ai Ai (ftf) ~ I Ai 1 1 ($?$). ! 

由于 4 提西变换*因此 ( Af，Af > = ($,€). 从而 

■* * * 1 h \ % <^(> = ( e ， e >, 

由于因此 ，|； ul *=- l , 于是 U | 丨 =u ■ 

例 II 证 明：上 三角的瓶矩阵必为对角矩阵其对角元的模都等于1, 

征明设 A 是/ I 级 h 三角的酉矩阵，则 A 可逆 a ,\ 由于 Ad ® 上三角 矩阵. 

因此 A •是上三角矩阵，从而 A = (>r y 是 T 三角矩阵，于是 A 是下三角 矩阵， 因此 A 是对 
角 矩阵* 由于 4_ A =/ •因此 ST ?7 IIACM ：)=> U 于是 A 的主对角元的模都等于1, _ 

例 I 2 证明 * 任一 n 缀可逆复矩阵 A -定可以分解成 A 二 PB , 其中戶是||组酉矩阵, 
B 是主对角元都为正实数的 n 级上三角矩阵，并且这种分解法是唯一的 ， 

证明可分解性.利用 Schmidt 正交化和单位化的公式，详细过穉与 t 商等代数学习 
指 f - 书（上册 >; H ,6 节的例3的可分解性证明一样_ 

唯一性 * 用反证法•然后利用例11助结论 • 详细过程与 《高 等代数学习指导书(上 
册）14_ 6节的例3的唯 一 性证明类似， ■ 

点评从例3,例11，例 I 2 jf 姆,复数域本的酉 矩辨与 实数域上 的茈交 矩阵有类似的 
性质 * 又如在 I 高等代数学习指导书（上册 )> 习題 5 . 7 的第6题证明了，酉矩阵的特征值 
的模为 l ” f 补充鹿五的第 9 题，第 1 J 鼷分别证咢了 , M n 级复矩阵 A 是酉矩阵当且仅当 A 
的行 （列） 向童组是酉空间 C 的一个标准正交基 酉矩阵 A 的/_于不同特征撤的特征向 

量定 正交' 而从本节定理 I 4 与103节定理1的轉阵语言叙述看出，酉矩阵与正交矩 
阵具有不同的性质_ 

例 U 设 ft 级复矩阵其中藝是实矩阵 • 证明 M 是酉矩阵当1仅当 
P ’ Q 是对称矩阵且 






* 
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证明 A • = f ” + k ?_ = P r -\ Q \ 

A^A = iP f -iQ f }iP+tQy - (P f P + Q f Q) -hitp^ - Q^p ), 

从而 力是两 矩阵 ㈡ A m A^I 

㈡ p*p h- Q f Q = f 且 〆 Q — Q f p 
㈡ P f P -f Q r Q KP f Q^{ PQ } J 9 

这证明了结论 t fl 

例 u 设 4 是酉空间 V 的一 f 酉变换 * W ， SA 的有限维 df ■空间，证明. Mil 培 
A 的不变子空间. 


证明 与1队4节命題6的证明一样， _ 

点评从例 10, 例 14 蕾到，酉空间中的酉变换与实内积空掏中的正交变換有类似的性 
赝。 而从定理12和10, 4 节的定理1看到，酉变 換与正 交变换有不同的性质_ 

例 IS 证 明： 画空间 V 中， Hermite 变换 A 雌 W 于不网特征餱的特征向量一 定正交 ; 

证明 设 H 是 Hrrmhtv 变换 .1 的不同特征侦分别遥 j 的属于 ； u _A 的特征 
向量.则 


At 、 H = Ui c ； +fc ) ~ f *c ： > "- = (ci , AJ ，） 


= (Ujf!) — Aa(ft I f 

据命题 9 j 是实数 _ 因此由上述式子得出 • t ■石 + 色 )= o . , ^ , 、 ， T : i _ 

点评酉空间中的 Hcnuiite 变换与实内积空间中的翁称变換有类似的性质 t 复 数域上 
的 H ermi Ie 矩阵与实数域上的对称矩阵有类似的性质 s 

例 16 设 W 是级 Hcrmite 矩阵，证明 | 

<1) /- iH 与 /+ iW 都可逆： 

<2) A = (7 — iHKf + iHr 1 是丽矩_，風 一 1不蠢4的恃征值， 

证明 （】> 据定理 15 得_存在《级酉矩阵使得， 

P * HP — diagfAj ‘ ，r 

其中‘是>/的全部特征值，它们都是实数，于避 


?■ a - imp = I ^ idi^u, at * - -A.) = dugu—) 山 … .t— aj }、 

PUI - 1^ idiagU, 4v - — ㈣ U + A 山 “、 1 +AJh 

从而•因此可逆. 

C2) P^U' P -t i I, 


由于 


diag 


1 


i+A.r 丨 


H-A 


« 




tiP • 
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~ A/i 

+ A/i 


擊 


+ A _ 
~ A， 


1 ,2, 


4p= p ui- iH>Pin/ 十 mr ] p 


ding 


hi 


1 — A 


因此 ，（P ] AP)iF l AP ) 
阵，®此 A 是酉矩阵 > 


P+K ，I 十 ; Mf 

/* 从而是■矩阵。由于 P 鏗酉矩阵 .F 4也是酉矩 


从 P UP 的表达式看出 . A 的仝部特征值是 = …煆如 


t 


则得1 = 一】，矛质因此 一 i 不 JiA 的特征值^ ■ 

点评从例16的证明中看到，利用 Hermhe 矩砗的酉相似标准形可以使证明过程很 
由此体会到我们为什么那么强调研究矩砗的相似标准形 * 从例16的证明中看到, 
P l U — iH > P 与 p-VG + iH ^ P 可交换•从而 f - iH 与 （ f 十 iH )— 1 可交换 v 从例16的第 
(2>小題的证明看出，类似地可证 B = — iJhfr 1 也是酉矩阵 ■且一 ] 不是 B 的特 

征值 a 

例17设為是《级西矩阵，且一〗不是 A 的特征値 ，5 E 明：厂 fA 可逆，且 


H AMl^rAr 1 


是 Hermite 矩阵 




证明据定趣14得，存在《级商矩阵 P <使得 


其中先 <2 jf ,/ 二 K 2 


P l AP = diBgfi -^ . …，〆 
u 宇是 


P C I + i4 )P — dmgi 1 十 e tf ! ，1 十 ， ".* i + #_ }• 

由于 一 I 不是 A 的特征值，因此】+慼式 0, j - K 2，"，， r _ 从而 U 十 A |#( L 于是 f + A 爾进 
P [ ( J — A)P = diagi 1 一 e * 1 » [ — d …,1 — e w - } t 

p 1 a + A )~ ] P - ( P ^< I ^ A ) Pr l = diagid h ^ rs - , (I + A >_ 3 > ■ 


P l HP 




r i 

! — e B 


W V - 

I 


TT^ { # 


ViV<f r 


由于 




I — 

i e"" *# 


■ - 1 ) 
l ^(e*>+ 4 ) 


(— i) 


1 一 e 今 

1 +^ 


* 


l 村此 D = 
阵 * 因此 


HP 满足 I > ■ = £>，从而 D 是 Hermite 矩阵•由于 H ^ mP -1 P pf 矩 
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瓜有度■的钱性空间 



= iPDP 1 ) p = PD ' P m ^ PDP 1 = H , 

从而 H 是 Hemite 矩阵， 麵 

点评从例 17 的证明中肴到， P—Uf — DP 与 P-^U f 可交换.因此 1 - A 与 
、’+八厂可21换•例16建立丫 H 级 H^rmite 矩阵组成的集合 >0到不以 — 1为特征值的 n 
级西矩阵组成的集合 ti 的一个映射 j — / — IH ){ /4 - iH) —J m 记 >1 = (7 — iff ) < f + 


瓣气于是 = 从而 i ( A + DH ^ J - A _ 由于 一 J 不是 A 的特征值，因 

此 J+A 可逆，于是 H =- iU ^ A ) ^ </-A)^ -iCF-A) ( f+A> , 由此看出，例 1? 中 
把不以’ 1为特征值的酉箱阵 A 对应到 一j< J 一 A ) < f+A) — 1 . 是 LT 到13的一个映财 * 它是 tf 

的逆映射.因此是 O 与 （/ 之飼的一个一一对应，称 < r 是 Cayl ^ 变换 & 它类似于实数集 R 
到复平面的单位圆 《去掉 一1 对应的点） Q 的一个映射0: 

^ -R ―’仏 

_ t i 一 ai 

U ，丨 ，I 丨 u ^ ⑶ 


由于对任意 a 6 ft •都有 


1 + at 


)( rr ^ 1 ] 


1 一 d i I 4 -ai 
1+ ai I 一 ei 


因此 


1 + fli 


I 


_ 


显然声一 i ， 因此啦是 R 到 G 的一个映射•记 


OI 


1 f 111 


:，则： u + 


ai ) = 1 cti # 移项傳 (r+1 )fli = 1 — 


由于 i ， s 此从而把模为 i 的复 


数 m — 1 >对应到的映射歷少的逆映射因此少避实数壤 u 与复平而的单位圆 


<去掉一 1对应的点） c\ 之间的一个—■对应。 

在10. 4 节的例 2 S 和例26中，我们讨论了敢几里得空闻 t 中斜对称变換与正交变換之 

间的■系，它有点像现在讨论的 HeFmite 矩阵与 f 酉矩阵之间的联系，为什么不去讨论对称 

变换与正交变换的联系•而是讨论斜对称变换与正交变换的联系呢？这是因为对称变换的 

正交相似标准形是对角矩阵，而正交变换与斜对称变换的正交相似标准形都是可能含有 2 
级 f 矩阵的分块对角矩阵, 

例1爿证明： Hermite 矩阵的特征多项式是实系数多项式 

证明设 f/ 是， i 级 thmiik 矩阵，则存在 n 级 M 矩阵使得 P^HP = di ^{ A lt X , 

… .AJ .其中 A .…， A _ 都楚实数—由于相似的矩阵有相同的特征多_式，因此 h 的特 
征多项式 /( A ) 为 • : ^ 

/⑴= (A — At ) (A ^ A?)(A A ,). 



10. n _ 空间 ,m Hertilstt 变換， E 规 交 换 


* 


709 


由此看出 ， /Q) 是实系数多项式 * ■ 

例19设 A 是 ” 维酉空间 V 上的一个酉变换 , 证明 : A 的全部特征僂形如心， A ，…， 

t A 1 的全部特征傲为，…，〜.其中 
证明据定理】 4得，酉变换 A 的酉相似标准形 A 形如 

y \ = diagit ^ 1 ，—* . e ^ | * 0 名武 <2?^ j = H …， rt * 

因此』的全部特征值形如…， e * * 其中 0^^ <.2 k*j = 1，2，…,由 t A - = 
dmg { e _ 為 ， •” ， cf 申. }. 因此 A 一 1 的全部特征值为 e . 力 ， el ■ 

点评注意 e"V = ,j — 1 , 2 ,"* tw, 

例加求出所有 2 级 ® 矩阵， 

解设 


是酉矩阵，则4 . T - 是有 




0 IS 

wm 

1 

Oar 

4 


i 

这 n 

— Ajl 

4 

fill 


\ A 

— a n 

r 

All 


i 

a n 

J 


由此得出 = [A |“ 1、 tfli 2 " — ! AI 4 

由 T A 的列向 a 组避 C 2 的一个标准正交基，因此 1 叫 l 2 + Ur ： I 从而 （ Un I • 

Unt ) 是单位画上的一个点息在集1象限或在^轴 d 轨的正半轴上.子是存在扒 


吾 ) t 使得 Uu I ^co#* I flu I — sinfl , 因此 a u ^€OS0 ^ =sinfl . 其中 0 名爲 <2tt ，/= 

d 

xa Wi ； ^ 

由 mi 的模为 i * 因此 UAI •其中0<乳<2其，于是如二# custfe < e - 

; 

遍€，■从爾 


A 


con& e ,p| — sin# e*^ e 一今 
slnO e 1 ^ cos 8 e % 


C7Z) 


直接验证知道 . 形如 （72 ) 的矩阵都是西矩阵 • 

0 ^ d <- j * <2 tr ，户 1,2 


于是 （72 ) 式给出了所有的2级酉矩阵.奠中 




吋以把 ( 72 ) 式的 A 写成下述形式 




A 




0 


0 


e 




cob 6 — ire 1 ^^ 1 0 


s\n$ ms$ 




0 


(73) 


例 2 1 令级 =# ，对于任瓚整数 fft , 餘算 
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m \o ^ 具有度线性空时 


1 + aT + w 3 徵 I … I 

由此受到启发，构造一个 《 级 *« 矩阵. 

解 1 +oi_ +<1^ 十 … +^/ n "_ = 1 《如？ =0> 

卜 oT 

义由于 U m I = 】 ，，因此在 C 中， F 述向 W 组 


1 


「1， 


， 1 


,r 1 / 

1 


■ 




!Otf S 

1 



V 

a / 

，■醒私學 

W 2< ^ 

* 

# 

V 


* 

_■ 

* 


41 

_ 

* 


* 

* 

m 

! 

'1 

M ' , 

# 


, Bl-r- 11 

t J 


<i|T—1 

N ] 


是正交向世组 • R 长度 都等于从而 T 述矩阵 


是一个《级酉矩阵, 



例 2 2把迹为 G 的2级 Mermire 矩阵组成的集合记作 V , 


U ) 写出 V 中元素的一般形式 f 

(2) 证明 V 是实数域上的一个线性空间 s 
(3> 求 V 的一个基和维数： 


{4) 对于私 . f / & V % 设在第小题的 V 的一个基下的坐标为 X , KL 

， ■(輕 V ，好2 ) = t 

这定义了 V 上的一个内积 B 设 A 是2级酉矩阵，令 


(74) 


令 


A ( H ) = AHA ' V H 6 V - 

证明 A 是 V 上的一个正交变换 ■ 

⑻证明 | 对于 v 中每个非零元付 * 存在行列式为 1 的爾矩阵 A •使樽 


其中 c >0 m 


/WA 


一 i 






⑴講设 H =( h , t ) 是迹为 0的2级 Hertnitc 矩阵屬 Ai ! 十•且 



10. S 瞬空 间 . w 变换， Hermlu ， 变換 ‘ IE _i 变換 


* 
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从而 = hj 



h t ； ' h 

h-n 




工 I 


An All 

^11 hit 


h u , 于是 

'» ; 


r^ii 

h^i ha 


JT I 


h 


J ：2 ^ ixn 


其中 i,€Ru = 1 . 2 , 3 fl 因此 


H 


JC 2 — Let 


JTi + ix 3 




(75) 


蛣验址，对任愈实数 A .A * 形如 （75) 的矩阵 H 都是迹为 G 的 2 级 H ^ rniiie 矩阵_ 

(2) 证明 M 然 V 对于矩阵的加法封闭， M 满足加法的4条 法则； 讨任愆 R . 
HeWft .满足有关数 t 乘法的4条法则，因此 V 成为实数域上的一个线性 

空间. 

(3> 解 V中任一元素 H 可以表示成 ' H till 上 ilK 


H 


主1 


+ b：j 
一 Ji 




fl 上式等于 o 当且仅当因此 v 的一个基为 




从而 dim V =3 W 上述3个矩阵称为 Pay II 矩阵_ 
<4)证明设 



H , 


j ； + ixi 


M ： 


yi 


:£ — b：3 — Ji J y- — lyt 

则 ir 在第 《3> 小题中 v_ 的基下的坐标分別为 

；^| !> . I (xi pjri . i^F ’ AK 外， 3 % ， y ，)\ 

从而 ( H, ) =x t >j 

特蒯地， Hi 的长度 || H』J 为 


>'B + » v 3 




而氏的行列式 I H I 为 


|| = xf + 滅 


18 


I ] = — jr|~ (jti + iaP| ytx ： ijtj ) =一 妹一 jsl ^ 

II H t tl , * 

设八是 2 级酉矩阵，则对于任意有 

( AHA -)* = OT l >. fTA 4 = AHA "- 1 , 

trCAHA 一 1 > = ir(H) = (}, 




_ 


712 


* 


章具有度量的我性空闻 


因此 - ev , 从而 a 上的 一 t ® 换.显然 a 保持加法和数 h •乘法 ra 此 a 是 v 

上的一个线性变换.由于 


y A< H) I = il AHA 1 J 一 i: AHA 1 | — t H | = || H || • 

因此 4 保持 V 中向 量的长 度不变，从而 A 是 V 上的一个正交变换 s ■ 

C 5) 证明因为 Vkrmhe 矩阵能酉相似于一 t 实对角矩阵.所以对于 
存在2级西矩阵 P 使得 


PHP ^rC c>a 

由于 p 是酉矩阵•祖此|尸|的棋等于1 •于是存在使得彳 P | 二 A 令 A 二#-夺 
: P . 侧 | A | = \ P \ = c ,f ® #’J ，且 

AA m = e , H>Pe + p- = PP * = f t 
K 此 A 是行列式为】的 2 级酉矩阵，且有 


AHA ^ 1 = e l H)PHP , ^ = PHP Jl = ° j. ■ 

点评例 22 在研究由行列式为 i 的 2 级面矩畔组成的群 SL /(2) 的不可约复表示，傅 
到由行列式为1的3级正交矩阵组成的群 SOU ) 的不可约复表示时有用。有兴趣的读者 
可以参看丘维声编著时《有限群的紧群的表示论*筹312〜邶0页《 

冽23 酉空间 V 上的一个变换 A 如果满足 


Va,j56 V\ (76) 

那么称 4 是 V 上的一个斜 Hermite 变換，征明： 

(D V 上的斜 Hermite 变换 4 是线性变换 j 

C2) n 维酉空间 V 上的线性变换 A 是斜 Hermite 变换当且仅当 A 在 V 的任意一个标 
准正交基下的矩阵 A 是满足 A ■ = — A, 称此矩阵 A 是斜 Hermiti! 矩阵 | 

(3) 斜 Hermke 变换的特征值是 0 或纯虚数； 

(4) n 维酉空间 V 中存在一个标准正交基 • 使得斜 Hermitfe 变换 A 在此基下的矩阵为 
对角矩阵，其主对角元为 0 或纯虚数， 

证明 U> 任取对于任意托■有 .： .i M : < 

t^)=— ( a + fi*Ay} —— (aiAr> — 

—— (Aa + A0*y}, 

由此推出 3(0+ 弟， Aj+4^ , : , ^ 

{ ,4 (ka ) (ka *4y9 J — - k(a* 邮 ）= kXAa 

■ (kAtt . 辦， / t L M1, Jit 1 4 ^ C r - 
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由此推出， .4( 鯰 > = 因此 A 是V i •.的线性变换* 

< 2 > 任取V的一个标准正交基 9 ,，，… .p 设 

為 （ 中，孕 • ％ = <切 * 炉1… • 分〕 A , 

则山^ 在标准正交基％，，■■■,>卞的坐标的第 f 个分世为韌 = 

因此 ， ', 

轟是 V 上的斜 Hermite 变換 


㈣ 

{Ao tff ) — 

一 （ a 、 雜）， 

Va^ev 

㈡ 

tA Vf 

. 窄 >; 

= 一 ( 负 ， Aif ) ， 


㈡ 

、 At h 

，屮 > 

=一 CAjj _ ，％ ) , 

】 《i *j^n 





㈡ 

A —- 

-AV, 

§ 



于是 A 是V上的斜 Kemke 变換当 i 仅当 A 在V的任一标准 JE 交 基下: 的矩阵 A 满 
足 /I =—A, 称此矩阵 A 为斜 Hermitc 矩阵 B 

(3) 设 Ai 是斜 Hcrraite 变換 A 的任一特征值， f 是 A 的爛于的一个特征向置，則 

At ( ? * ^ ) — ( U ， f ) = { j 4 f =«■-- 

( ftAif ) =_ Ai ( ftf ) * : 

由此得出， (At + Ai) (f.f) = 0 ■从而 Ai = "A* o 设 Ai = a + 6i ，贈 Ai 一 Bi , 由 57= — 士得 

^=^ 0 9 因此1是0或纯虚数， 『 • 

< 4 ) 由于斜 i ^ rmi ^ 变换 A 的伴随变涣 A . 因此 A 是正规变换裾定理 t 2 得, 

V 中存在一个标准正交基，使得 A 在此基下的矩阵是对龟矩阵，其主对角元为 .4 的全部特 
征懷，从而它们是0或纯虚数. a 

点评例 2S 的第 （ 1 〕、 （ 2 K ( 3 > 小 题 表明，西空间中的斜 H ermiie 变换与实内 枳空 间中 

的斜对称变换有蠡性质相似！而第 (4) 小題表明，斜 Hermite 变換与斜財称变换有些性质是 
不同的 • U » :. 

例 24 设 A 是《维 ff 空间 V I: 的斜 Hennke 变換，证明 ; 如果对任竞 tt €V. 都有 ( 如， 

a) 含 0 ,那么 A= 0 * \i ^ I. * 、八 | !* H f t : 一 

证明据例 23 的第 U) 小题得 .V 巾存在 ■ 个标 ? fiK 交基 J7 a •….％ , 便得 .4 在此苺 
下的矩阵 A 为 

1 1 * ' A - im p : : G 

A 个佐 标准正交基？ * 免，…，7, F 的坐标的第/个分 tt 为< A % . % ) ，它等 f A 的 CtV ) 元 A , • 
由已知条件得 tA r = ( = 0 1 *2 ，… * m 因此 A =0 & 从而 4=^0* ■ 

点评例 24 表明 • 对于 " 维酉空 ㈣\/ 上的非零斜 Hermite 变换 4 1 必有 G V 使得 
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響 


lot W 荇 ffi 童的线性空 -W 


§q )^-0 ， ( ^ J ！ l:*t • *! 」 i # ，: l ! (■』，， 〆 *• - ’ ， 1 i fl 調 U ” 】 

例 2 S 证明：酉空间 V 上的线 性变换 A 是 Hermite 变换(斜 Hennhe 变换>当且仅当 
A * ^ A ( A # ^-4), 

证朋必要 性已经 证过， F 酣证充分性= 

若 A ， 二為^则对任意〜沒^^^有 

( Aq ijS ) = (a t A * t 

因此 A 是 Hermile 变換 w 

若 > i _ ■则对任意•有 

CAa «^) — ia * A " la % — Ap ) =— » 

因此 A 是斜 Hermite 变换， ■ 

例 2 6 证明： 酉空间 V 上的线性变换 4 是酉变換曳且仅当 A * ' 

证明必顰性巳证 • 下面证充分性 ■ 设 V 上的线性变换 A 有伴随变换雇•，虽 

<Aa 部 ） = U ， A . (辱 ”兰（0,-4,=(*, 〆 >, 

因此4是酉 变換. ■ 

例 27 证羽 s 在酉空间 V 屮■冷 A 是 Hermits 变換（斜 H ^ rmite 焚换），则 L 4 ft 斜 
Hermite 变换 （Hermite 变换） ■ 

证明设 A 是 hierniite 变换.则4 • — A * 从而 

(L4>* -U- =—iA 
据例25得， iA 是斜 Hermite 变换， . 

设 A 是斜 Hermite 变换，则 A • = —4 B 从而 

(L4) ’ = \A W =— K— A) = iA r 

因此 LA 是 Hermits 变换 E ( ■ 

例 28 设 A f B 晕酉空间 V 上的两个 Hermite 变换，证明 3 AB 是 Hermite 变换当且仅 

当 AB-=BA t ^ I * • 入 . 

证明 .4 B 是 Hermite 变换 ㈢ ( AB )* =AB 

« ^AB : . 

㈡ BA — AB , _ 

例热设 A ， S 是酉空间 V 上的两个斜 Hemite 变换，证明 MB 是斜 Hermite 变换当 
且仅当二 一 B -4, 』. r , 

证明 ,4 B 适斜 Hermite 变换 ㈡ CAB ) # = — 

v D •，拷 B m A * =-AB ，卜 訢士 




10,5 蔚空作 J , 甄变換 fHcrmite 变换*正规变換 - 715 • 

㈡ （ rB)(—A)=—Afi 

㈡ AA = — A 故 ■ 

例洲设 A 是 li 空间 V 上的两个 Hermile 变换， iiE 明 : AB + BA ^ \{AB-BA ^都是 
Hermits 变换 = 

证明 （ AB+B.1 广 ^B A m -r A B* ^BA^ABf 

<i(AB — JM))， - 1(11 A* 一 A. B. > =- HBA 一 AB … i(AB — 双 4). 

因此 AB + f#A 与 ■(-4 杉一从 4> 都是 Hermite 变换 2 ■ 

例 M 设 A 是酉空间 V 上的一个线性变换，证明： 

(1) A 是 Hermite 变换当且仅当对任通 et V, 有 (Aa.d 是实数 i 

(2> A 是斜 Hermite 变换当且仅当对任意 a fe V\ 有 (A* ,a) 是 0 或纯虚数 《« 

证明 （ I) 必要性设 4 是 Hermi 仪变换，则 

(Alia) — ia^Aa ) ~ (Aa »a) i V a 6 
于是 (Ai ， a) 是实数 * V a€ V» 

充分性任取 a V f 由已知条件，对任意 A e C , 有 

(i4(o - {- k^) W Q -|- k^) ~ (A(a + kpi，a + k0) - 

于是 

< W+ (Aa t#) 4 6tU0 ， or ) 十 t 本鄉 , yi 

=(Aa tn) + (Act tAjS) + {A(k^*a} + 1.4( kfi} ，續 ) • 

由已知条件，从上式得 

k (Aa f0i + ^ k CAa *j?) + k tAfl «a).. 

分别取 & = 14=1 •由上式得 

(< 4 a t 芦）十 (Afipa) ^ [Aa ，浮）十 (A^*a ) » 

— iiAa tfi) f i(A0 ,a) = i (4e ^ i >. 

m 得， (4a • 屢，攀 

因魏 A 是 Hermite 变换， 

(2) 必要性设 j4 是斜 Hermite 变换.则 

(Aa *a) =~ Ca^Aa ) —— iAa *a) t V a € V, 

因 1«1< 知 .a)&0 或纯虚数， V^6V^ 

充分性任取 C , 由巳知条件得 

(Aia 4 - > *if + kfi} 与一 (Afc + k^) -h kfi ), 


于是 


d ， a 》 + ( Ai 3> + (.4 ik ^) 4 ( A ( kji ) ♦ k ^) 







瓯空间，西变换 > Hmn— 变換 .jE 现变换 _ * 叩 • 

(A,B> = tr(B_ A). VA.B 6 MAC). (79) 

设 M 是一个固定的 " 级复矩阵*定义 

L, W CA) ^ JVLA. VA e M.CCJ. (80) 

易看出 L M ftJVMO 上的 - 个 线性变换。求的伴随变换 LCr t 

解对于任意 A,BeM.<C) •有 

(L W (A),B)^ (MA.By = tr( B w MA) ^ t r “lT 

=trUB - MA ) # T = rr<A f M r B1 

-CM* B,A> = {A ,Af. B) . • 

(AXmCO)). 

由上述两个等式得 b . 因此 u 的伴随变换 [ i 为 iA ( rt ) 二 A，va 

e 蚊 (c> • 

例 3S 在例 34 中， i£ 明 rh A , 是西变换当且仅当 M 是酉矩阵， 

证明由于 Lm 是 r L r 维线性苧间 JH ( c ) I :的线性变换_因此 L . v 町逆是单 
射 ㈡ KcrLMcO , 又有 Ae Kcr Ljw 料 WAV =0 ㈣ MA =0_ 于逢若可逆 * 則从 MA = () 
nr 推出 _ t_-M mm s 劃，若 m f 可逆，则穿_性方裎组 mx =- o 必有 m 
解.从而存 {t Be M rt to 且 B 40 •使得 MB - 0 , 矛盾），反之，若 JVf 可逆，则从 MA = 0 可袱 
出 A =0 •于是 Ke r L „ = l 从面綸可逆 • 摄然 ，当“可逆吋 . l ^ tB ) = M l B , VB 6 
M . CC ). 于是 

L M 是酉变换 ㈡ 

㈡ L ,； C A > -Lw 4 C A> * V A 6 M m CC) 

« M* A 二 MU Ae MAC) 

㈢ M * " 1 

㈡ iW 是酉矩阵 ,. ■ 

例 36 在例 34 中 _ i 正叫 t | <Vf 是 Hermite 变换（斜 Hormite 变换》 当旦仅当 ，Vf ffi 
H ermi 矩阵 （料 H ermite 矩阵)、 

证明 L m S- Hermite 变换 ㈡ U =-L M 

<=J Af . *A = MA, V AeM^C) 

«=? M * • 卜 i 

㈡ M 是 Herrnite 矩阵 3 

类似可证丄《是斜 Herroke 变换 ㈡ M 娃斜 Hi^rmke 矩阵 . _ 

例 37 在复线性空间 MJC) 中.指定内积 

< A . B ) - iKB * A ) t ^ VA 』 € M , CC ), C 81) 
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第⑴ 微 U 冇故«的抻性空 M 


设 P 是一个固定的~级®可逆矩阵，定义 

S f .{A) = P J /LP, VA e W,(€h (32) 

撼看出知是 MJO 上的一个线性■变换.求 & 的伴随变換 S /- 
解对于任意 •有 

(Sf(A)*3)= CP } AP,B) = tr(B* P~ l AP) ^ ir(PB ， P—M) 

tr( C PB * P~ l A) * ) — ir(A* (P~ l ) w BP a ) 

=C< P' ^BP m ,A) — CA.CP' r 1 BP " >, 

(S P M>,B)= (A,Sv (B>). 

因此 S ； )-^BP 4 , VB6JVf,(C), 

例 38 在例 37 中 * 址明； 

⑴办是两变换当 M 仅当 P * P ^ kl , k 避复数 ； 

(2> 心是 Kermis 变換当且仪当 P_ =^p， 々是复数 
证明（1 〕 由于 S /IP、 因此容易看出 

S^<A) 每 PAP 1 * V-4 e 

知是瓯变换㈡和= Sf 1 

« S^CA)-S； HA), yA^MJC) 

㈡ (F* )-MP- =PAP 1 # V AeK(C) 

㈡ AP* P = P B PA, V A€M,(C) 

• ㈡ p' p^ku k ec. 

(2) 是 Hermtte 变換 ㈣ Si =S P 
» S；> CA)=S P (^>, V AeM,(C) 

㈡ (P h > AF* —P" 1 AP, V,4eM,(C) 

㈡ AP.P 〜 m, VA6M,(C) 

« 尸_产，， A6C 、 r: … 

㈡ P^kP , 托 c. : ，.麵 

例 39 在例 3 ?中，证明 ： 对仔意取定的《艇可猶 复矩阵 P •都有知不婼斜 Hermite 
变换 《 

证明知是斜 Hertnhe 变换 ㈢ $p — — 

肖 (Ay^~St ， {A>. VA^MJO 

靈 _ ^P 9m y^ l AP a = —P 「 l AP 、v A6M,(C) 

圬 AP-pq 笔一 P , P 、 4 ，:、 I VAeM ㈣ （ Ch 

容易证明：数域 K 上的一个„级矩阵 B 如果满足：对于任意《级矩阵尤，都有 XB^-BX, 
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那么于是从 M(pm = —( P'P : > U VA € M ( Cr 可推出 P - p ㈣ )，矛盾， 

因此 S P 不是斜 Hermite 变换， ■ 

例圳设诹是酉空间 V 的一个 f 空间■对 T VV 如梨存在 W J 史得 

< ^Ca t y> * V ^ t » <83> 

ll | i 么称 S 是0在说 ！ ：的最佳逼近元，证明： 

u ) sew 是疗在 W ! 的铖佳逼近元驾且仅当 

0 一5 6说1| 


(2) 如果 O 在 w 上的煅洼逼近元存在，那么它是唯一的 s 

证明 < 丨 ） 充分性对于 ae v, 设從 vr 使得 a — ae 灰 ■则对任 s ye w ，有 u ， 
丄 /)• 据勾股定理樽 

[^/(a ■ >0 3 1 ; I a — 7 I ." = j o — + 占 ——y I r 。 I a — d I ^ ^ y h 

>1 a~d I? - C 心，在)>，， 

因此 f/Gr,：T)>dU.^, 于是沒是 a 在 W t 的最佳逼近元 - 

必要性设&是 a 在 W 上的衄佳逼近元.则 

d(a ， 8 、 <di a ， 7 、， V y € W. 

由于 Vyewi 有 

i a 一 y | r = 1 (o - d) + (^― y) t ; 


=I a — 咨 t : + _ 改 ，占 ~ /) + is 一 y，a — 忒 ）+1 占一 y l ■ 

— j q — 3 — ^ ■ ，在 一 y) 十 （a — 茂 ， (? — y I■. 

因此 Vy€W . 有 

(a - d , d - y) ^ ia - hS - r ) +1 8- r \ : 会 0. 

于是当 *_ 时，卜 y 用奋(攻一 y ) 代替，从 (34) 式得, V WV 有 

A (a 一 H 一 y) 十走 （g —一 y) 十裊忐 [S — y | 1 ^ 0 * 

显然•当*一0时，(8幻式也放立，当辨时，敢 


k . 


代人（85>式得 ■ Vye^Mi 有 


(g — d^d — y) 


I 3 —y 




(a = 在 ， — /> 5 




^—y I 


2 


>0 


L _ ml 


由此得出 Aa — S ^— r ) = 0 ^ V / € w n y ^ B m 

因此 U —夂 0 = 0 , V 沒 € W „ 


从而 a - dew 1 e 


(84) 

(85) 


( 86 ) 


(2) 设 占礴 都是 a 在琢上 _ 最佳避近元_ ws d < k , m = di ^, s ), _ 第《 1) 小題的 铕论， 



-具存度 累的线 性空间 


,由 n — 因此— wig — 从而据勾股定理拇 

’ I «-/?| ? =| ; u —在 i f +| 占一声 r . 

由此得出，/?|*=0,从而#=化 ■ 

点评 ww 是西空间 v 的一个 f 空间 ，对予 V ， 如果 0 在 w t 的最佳通近 元占存 

在，那么把衣称为《在 W 上的正交投影 ■ 如果 r 中每个向董 a 都有在 w 上的正交投影遂， 

那么把 fl 对应到 3的映 射称为 V 在评上的正交投 _• 此时由于 r 托识丄，因此 o 可以表 
示成 


( a I) ) 


汐 •€ 徽 


S 6 W 1 


(87) 


从而 v = w + w ，由于审门_=0,因此卜來 ㊉ 保^这表明，这里给出的 V 在 W 上的 

正 交投影的定义与定理 5 后面一段话中给出的正交投影的定义―致(并且这证明了下面例 
41 的结论 A 

例 41 设评是 酉空间 V 的一个子空闻，则 V 在伊 上的正 交投影存在当且仅当 

丄. ■ 

■ j ■ ■ " 


例 42 设识是酉空间 V 的一个有限维子空间 "如， 知是识的一个正交塞 
P 表示 V 在怀上的正交投彫•旺明 3 对于 a 6 V ,有 


用 


PG ) 


to.a ‘） 


<8S) 


证明 


t 




则 T •巾，…•扣是 w 的一个标准正交基1从而 


_ 


P ( a ) 


吝 Cfl ， 4 K“r^r. )r^ 


拥 43 设 7 m 依 


f 


1故- 

扣是酉空间 V 的一个正交单位 向量组 I 证明： 对任意 a e V .有 


■ 


I (ff ， 争 》 ! * I 41 1 * r 


(89) 


等守成立当且仅当 


m 


■这个不等式称为 Bessel 不等式_ 


证明令识 = < 仍，孕，… ，扣 >• 则 

警任章 A e WV 有 i r^v 


用 P 表示 Af 在 W 上的正交投膨，财 


) — (ff ■ 乎 )7. 

由于 a-r(a> €W^ ，因此 ！》 (■> 丄 a — POt) • 据勾股定理得 


tm 
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a f : — I <1 一 Piit) + Pf a) 1 3 

= U_JPW l' e +l P(tf) I* 

X P( G y = CPtaJ.P(fl)) 

- ^ ! ( q ^ ( ) i t . 

*■*3 f * i } 

等号成立当且仅当 I a - Fia ) | =。，即 & =〜）=文; ( o ，、. 晒 

i — I 

例 44 设 V 是两空间 V 的一个子空间 • 证明=如果 V 在川 上的正交投影 P 存在，那 
么 iv 是 v 上的暮等线性变换* a 

Ker $ ImP = 

- 证明设 V 在釈 上的正 交投籌 P 存在，则据例41得, V = W^W 1 ,且 P 是平 行于⑽ 
在 : VV _ L 的投影，因此 P 是 K 上的補等线性变换 ， il】m P - W , Ker P ^ W 1 麗 

例 45 设 i 3 是抖空间 V 在子空间 W 上的正交投影明： P 是 V 上的 Hertnito 变换, 
证明对于任意 fl ， isev . 由于 a - pu)e w 1 .因此 


0= ia — Pa,Pp) ^ (q.I^) - 

0- (/?— 作 .Pa> = (fPcr) — tl^ ， P a >， 

于是有 


<ft^) = (^Fa) - (P}3,Pa) = iPa.P^) -( 心印 ） * 

H 此 P 是 7 上的 Hermile 变换， _ 

例 46 设 P 酉空间 V 上的一个线性变换， K 明/是 V ’ ft — 1、子空间上的正交投彫 
当且仅当 P 是幂等的 Hemiite 变换， 


证明必要性从例44和例45立即得到， , 

充分性设 P S 幕等的 Hermite 变换，由于 i > 是 V 上的幕等线性变换.因此据 9. 2节 
的命题3得， 


V = Ker P 0 Im P » 

且 P 是平行于 Ker P 在 Itd P 上的投影，由于 P 是 Hermite 变换，因此 

^ h 、• 

a 6 Ker P ^5 Fa — 0 


㈡ Cl^ t^) - ： 0, e V 
㈡ Ca*f^) = 0 , V 

a € CIm P> 丄 • 






由此得出 f Ker P 二 <lm P; 』 • 从而 V=Un P®Um P)^ * 因此 P 是 V 在 to P 上的 if 定投 
影- ■ 







_ 
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m 1 ti m 具賓度爾的线性结 


点评在例 46 的允分性的证明中看到，若 P 是 HermUe 变换，则 Ker P = amF )^. 
与例46的充分性证明类似可证：若 P 是斜 Hermite 变換，则 Ker (Ira P } 1 ,例栩用耶 
等的 H ^ rni 技变换来刻画正交投彩， 

例47是酉空间 V 的两个子空间，证 明： 

(2) 若 则 

(2) W ^ iW ^ y 1 

U ) 若积 , 则，此时称 W 、 与 W _ 是互相正交的 T 

证明 a ) 任取妒，则对任意 /?e w _有 u ,= o * 由 f gw : * 因此 a e w E 」， 

从面 

df E 取 e t W T t 则对 f 任廉芦 e w / , i \ ( at/?J =0. 于是 f W > ..从而 £ 

⑶若 KOTjS 则据第 Cl ) 小厘得, Wt 3( Wf >』■_ 摒第 （2) 小题梅 .( W 广 5 1 ^ W tm 
因此 W ^3 W 2e m 

例相设 U 分别是酉空伺 V 在尹空间上的 E 交投影，证明" ❹当 
且仅当与 W 』 互相正交 # 


证明必要性设 d 二 ( K 则对 任意 a ev - •有亍进 p 据 
例44得 t Ker P = 屮:： 阁此 P K U '； 1 从 [Wlm P C=W . 仍据例 44 得 ] m P , = 


適此 W : QW 2 」* 据例 47 得，％ 与评： 互相正交， 

充分性设 W , 与互相正交，则 W \^ w } t 据例料得 ， Im P ^ KerPi , 于是对任 
意 a 6 V , 有 P 2 O > 3 y =0, 因此趴 ■ 

例料设 IT 晕酉牵间 K 的一子空 ― ，证 明：若 F=W@W^ ，则 (W』)i =W* 

证明例47第<2)小题已 s 


任取卢 6 【wm . 取记《=及十 r * 由于 v ’= w ® w L ,因此。、■十奶， G; e 
fl : 七 j : 是芦+/ = %十^ 从而 fi— ai = a :— h 由于妒。（说丄）丄，因此 #— 0l e 
(讲丄 ）丄* 又有釦 一 yew 丄•由于^ THW 1 ) 1 = g •因此尹」功 ； o •即芦 ew _ 从而 

(呢丄 >丄£讲，所以 < w 丄）丄 ■ 

例 so 设 Wi ,^ 3 是酉空间 v 的两个子空间，证明： 

( 1 ) 


苦 : w -- i . 2 . 则 （ w ; pw:) 」 gw: +w tt ； 

< 3 > m v 是有限维的⑽以^^门计^丄二^^十说.-, 





10, 5 affefiiMi t 换 ， Hermite 变換规变换 * 723 • 


证明 （1) 由于+识”因此据例 4? 的第 （1>小 厲得， RSd 十 \¥ 3 】丄， 



112 3 | 人函 


w ； f \ w - 3 (w ■十识 !> J - '、」，：• 1 

任取 a e nw ; , _对于中任一向置择+择 ( 其中 a e^i wv ) ， 有 


(疗，痒 i|hji ) ™ (Q fp ]) + ( a » j 3 z )=0- 
因此 a 6 nv , 十，从而 w 「^ 所以 

iW , 4 w t ^ = w ； n 略 

(2) 费 t i^l ,2 t 则 ( w , p = w ( ,t = 1,2* 在第 U ) 小應的等式中•把 W 4 

用代替.得 

十》丄= cwf)-n iwj )^ = w } n 

f 是 

< C W } +只^)丄）丄= { W t n W t )^. (93) 

据例 4 7 的第 （2) 小麵得， W :〗-4-^/ eCVK , nw ~ H * 

(3) 蓊 V 是有限维的，则 V =( 取 f +«^)©( W 1 L + Wt ) W = W f @ W ; I ， bl ,2, 于 


是从第 m 小题的 （9!) 式得到 

十 < =(见 n 识1>夂 ■ 

例 SI 设巧和 IV 分別造酉空间 V 在子空 间仏和 ％上的正交掛磨，证明 : JVKft 
是正交投彫缉 且仅垮 恥 与1 互相正交， 厚此时 是 V 在 》^© w r 上的疋 交投釤 • 
证明必要性设是正交投影.则 P 十 P : 是摧等的，又 P 和巧也是幕等的. 
于是据 11 节例得 J 从而据例 48 得 . W , 与互相正交， 

充分性设评！与 W s 互相正交，则据例 雜得 ， C 由于 P | 和朽最幂等 

的，因此据良1节例 1 S 得 ,6 +Pt 也是舉等的 由于巧 和 P ： 最珥交投影，因此貧们部是 
Hermite 变换 • 从而 P : = P ” P ; = P ,. 于是 


( P t H-P ) 


F f P ： - /* - I - l 1 . 


因此 Pi + t 是 Hermit . 变换据例 46 得， Pi 十 IV 是 V 在子空间 + ) 上的正寒 
投影， 

据例 4 4得 ， Im P^W .Kei P t ^ W ^ , i - l ,2 n 由于 ，诼,£1^ ,@此对于任 

意 arC*aa €取！ •有 


I r . 


t P) P e Hq j 4 - ai ) = Pi { - di +it: > + P:(a! + a:) 


= Pl 角十 P 价 = i?i 十 tfi . !’’， ;d 

从而 W _ + P ^ dnUlV + ft ), 任取 yeimtF , +巧>,则存在 a ev •使得 y =( P , + P t > tt = 
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第娀 ♦ H 有度 M 的线 _ 空间 


，从_ y€w + w 2 • 因此 r 酬 ( p ! + p : xQir ,-* w, m 综 h 所述續 p : )^ w : 4 - 


wv * 由于妒 iGWf ， 泡此评\0识:01^门评,10.从而 w ,+ w , 是直和 _ 西此巧十巧 
是 v 在上的正交投影 9 _ 

例 52设 p 搔 W 空间 v 在子空间 w t 的 ii :交投彫•证明 d — P 进 v 在 w 上的正交 

mm . 


证明由于1"是7在 W 上的正交投影，因此 

V - W © Wf r 

且 !tnP=U^ 于是对于任有 a — 从而 

a -= U — P > a ~^ Pa,U - P)a f W 1 ^ W — (W >』• 

因此 J — P 是 V 在上的正交投影 • 

例 S 3 设 P，P 分别是酉空闻V在子空间 WM, J： 的正交投影，证明： P 

交投影当且仅当且此时 P t - P ， 是7在咿, f \ W ； 上的正交投影 • 

证明据例52和例51得， ' 

朽是正交投影 


■ 

P t 是正 


㈡ r 一 一巧） 是正交投澎 
㈡ （ J-iVH p : 是正交投影 

« w ; 1 eiv ; .且 tjm ■，是 v 在 w ^@ w : 上的正交投彫 

㈡ p . —朽是 v 在上的正交投影 

㈡ w ^ w ; ,M f ， 广 h 是 v 在 w : n 货 r 上的[交投 k . ■ 

例 54 设 A . 忾分别是西空间 V * 在子空问 W !， w 2 上的正交投影，证明 u : M - 正交 
投影当且仅当朽.旦此时是 V 在 wvn ^% 上的正交投影 ■ 

释据例秘将， P ! . P ; 都 M 幕等的 Hermits 变换，于是 
^^* 2 是正交投影 ㈣ PiP ： 是幕等的 Herndte 变换 

由于此住取敗％门 W , •有朽 啤 从而奸 ImP . P ^ 
丁 是 w , p p { t - 敢 y 6 lraJ \ F a •则有 ♦使褥 y = P 3 P a 于是 ？ e 

说 I nw “ 从而 Im IVI ^ eWVnWh 因此 Im 门界-，于甚当时* 

在讲, n 恥上的正交投彩， _ 

例 55 证明 ：酉空 间1’上 IE 规变换 /i 的 JT 4 于不同特征值的特视向量一定正交, 

证明设 h . A : 是正规变换>1的不同特征值•名，各裹 a 的分 別岭于 A , . A , 的特征向 
a . w 据定理 if > 得 


九 〆 fi ，&) 恭 Uili *fc) ^ (j4f, = (f, ■▲* 各 ） =k (色 






id . 5 mmm . _ 变換， h 晒变换 _ m 规变换 
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Ai ( & *6 ^ • * f *' 

由于 A, 垆 A: •因此 <6 名 >=0 •即 ft 与 ft 正交， _ 

例 M 设 A 是 if 维酉空间V上的正嫌变换* ArJb . … 是在的所有不同的特征值, 
R 表示 M 于 A, 的特征子空間.用 P, 表示V在V,上的正交投影^二1,2.…+证明 
CD V=V,@n ㊉ •_•©¥,, 其中 K 与％互相正交，当1^1 

(2) 严巧=0,当 f#ii 

I 

(3) h 

严1 

V 

(4) 4 = 2] a ,F,. 

证明 U) 据定理12得， n 维酉空间V上的正规变换 A —定可对角化，因此 

v @ Vj @ … ( M ) 

据例55得•当洋/时， V&V； 1 , 因此％ 与V,互相正交 4 

<2> 由于当 iVj 时，V,与 K 互相正交*因此据例48指』札=0, 

.(3) 任取《67,据(92)式得 、 

£1 = ctjH" oi 十 •’’ 4- g , * tfii f w I = I，2 … .s, (93) 

由于巧 是 7在1 上的 E 交投彩•因此 ImJ^ = V*， 从而 1»叫= ? ,,卜1,2,，",4 4 于是当/卢 
时，有 Piaj = P t P i 9 i ^ Q ^ 

^*a ― P*tai + — €t f . i = U ， …山 (94 > 

周此 a=P t tf+P:orT … + P iQ -<P L +P P, ) G k V a 6 V , 由此得出， 

Pi ~+ Pi H~ **' +P ( ^ i . 

U) 任取 o€V* 利用 （& 3 ) 式和第 （3> 小驪中的 （94) 式得. 

Aa — /lerj + Aof + M Aa t ' ’ • 

— AjOi + ••. 4 - Xji M 

~ Aj Fi<a + A 3 Pic + **' +A*F,or 
=Qt Pi + P； + “_ + A,P* )«， 

由此得出， A ^ XiF , +IP3 + ” •十 q 

点评例 Sfi 表朗*若乂是》雄酉空柯 v 上的正规变换，鲴 V 能分解成 A 的特征子空 
间的正交寘和 （ 即，4的特征子空间两两正交，且它们的直和等于 iai 弁且 a 能分解成4 = 

i 

2>,P" 其中 U” … ,A, 轟 A 的所有不同的特征值义是V在厲于夂的特征子空间V,上 

I , 

的窠交魏影11 = 1 f 2 # …》 j ， • • 4 : : •:; 
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第 10 章具有度請的线性空 ㈣ 


側 S 7 设酉空间 £[ CK 1] C 參看例 1) 上的一个变换 A : ~ * A / v 其中 

( A /)( jc ) ， x V<r e 

易猾出 A 是 V 上的一个线性变换_试问： 

<n .4 有没有伴随变换？如果有 _. v 是什么？ 

(2) A 有没有特征值？ 

解 （1> 任取则 

(*4 f * g )= (A /) Cx ) 发(: r ) cb ： 

,1 _____ 

= JC f ( j ) gC^)cLr 
J ii 

' ' ，=3 J f^x) x gCjr>djr 

，./ ( x ) iAg )( x ) d ^ = / C / i 4^ r >, 

j 切 - * - - 

因此 4 有伴腿变换-且 f =4■即 A 是 Hermite 变换 i 

(幻假如 a 有特征值 a ,. 则存在 / eG [ o , i ] 且俘 9,使得 AZ -^八 从而 VieOM ], 
有若则 Vie [ oa ； K 有 /( 艾 )= o v 从而 
/ D， 矛艚.若 Ai e [0 ，1 ] ， 则对乎 [CU 1 ] 中的时*有 /f 1>叫) ： 由于 f ( x ) 是〔6,1]上 
的连续函数，因此 ltei/【x )40, 即/认>^0_从而/=0_ 矛盾. 这证明了 A 没有特征值 „ 

点评例57给出了无限维酹空间上的线性变換可能有伴随变换的例子，给出了无限 
维酉空间 C [ Ot 1] 上的一个 Hermite 齋换*并且证明了这个 H _ ke 变换没有特征值.选 
与有限维曲空间上的 Hermite 变换 K 别很大 & 

例 S 8 设 V 是有限维复（实）内积空间 , A 是 V 上的一个线性变换，且 A 在 V 的一个梅 

ffilE 交基下的矩祥 A 是上三角矩阵，证.明 ; 為是正规变换当且仅当 A 是对角 
矩阵 B 

证明 充分性设/ V 是对角矩阵山叫彳心4;.—,入:|-则据定理8得.. V 在_ ?1 , ^ , 

…， F 的 矩阵为 jV X .17* … X }.于是 4 A =,4*/4. 風而 AA*!^T 即 A 

是 iE 规变换， • T 

必要性设 A 是 JE 规变换•则 A 是 i £ 规矩阵 • 于是 AA ，= A _ A , 设 A =(#) k 由于 
A 是上三角矩阵，面犹知=0，当^>“比较•与 A * A 的(/,£)元*得 


S k 厂 

= 左 U 

A v 8 


i — ! .2 , …， n * 

(94) 

当 1=1 时 ，（94) 式成为 

K 1 





10.5 辟空 fl. 西货換」 krmiii? 赍換，正规变换 * 127 


an | 2 +J a u I : + +1 a tm \ 2 = l an I 1 * 

由此得出 = 如 = …二 a u =G a 
当 r : = 2 0 U 94) 式成为 

1 | £ 十| P + … + | 〜= I a x t | J *H a n l 1 * 

由 此得出 ，化 = 如 = … = a ^, = 0 9 

陆续考鹿，= 3,4, — 1 t 从 （94) 式可得出二… — ti、 =0 ,… la = 0,因 


此 A 是对角矩阵 * _ 

点评例 S& 与《高等代数学习指导书（上册 >嫌5章 5.7 节的例5相似，阑3用矩 


阵语言叙述就是|"震【实>数域上的上三角矩阵 A 是正规矩阵当且仅当 A 是对角矩阵' 
9 iS 9 没V是 n 维酉空间证明 ：对于 V上的任-线性变换 H 中存在_个标准疋 


交基•使得4在此基 F 的矩阵 A 是上三角矩阵. 

证明对西空 间的维 数《作数学归纳法^=1时命题显然成立. 

假设对于 n —1维酉空间命題为真，现在来看 n 维酉空间V上的线性变换 4. 取 A •的 
一个特征值，记作 A ,, 设争是 A * 的厲于; U 的一个单位特征向量，则#>是 A •的不变子空 
间。据定理 U 得， <负 > x 是 U •: T 气4的不变子空间，于是 :A 樂<办 H 上的限制是、 H 上 
的线性 变换。 由于•乎是据归纳假设中存个标准正交基 ？t , 

… ，15^ * 使得 A| (仿在此基下的矩阵 8为上三角矩阵*虽然 ，，…十”卞 是V的一个 
标准正交基 .设 


— + - ■■十 , 

则 A 在奶 ，…， F 的矩阵 A 为 


"=(c ：)• 

其中，…，因此 A 是上三角矩阵 ■ 

据数学归纳法原理,对一切正整数 n 命题为真. ■ 

点评例59的 ® 明中不是取 A 的一个特征值.曲垲取 A ■的 〃个 特征悄.这是为 r 保 
证(咖 > L 是 A 的不变子空间 v 从而可以对冰彳 (iju >丄用归纳假设,，例59用矩阵的语言叙述就 
是，任一 n 级复矩阵都酉相似于一个 JiH 角矩 阵,1 商等代数学习指导书(上册>>&,7节 
的钶 6 怔明了，任一 f* 级复矩阵一定相似于一个上三角形矩阵,”利用 Jordan 标准形的理 
论可以立即得到，任 一II 级复矩阵定相似于一个 Jordan 形矩砗，显然 Jonkn 澎擊阵 
是上三焴矩阵现在的例5 9则迸一步指出 s 任 一 ”级复矩阵〒申#于一个上七銷圯阵 
例 61) 笈数域 上的对称矩阵是不是 Hermhe 矩阵？是不矩阵？ 


解设 
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麵力, B 都是复对称矩阵，由于 




因此 A . B 都不是 Hermitv 矩阵 D 由于 




因此 S 不是正规矩阵. 


S 对称矩阵 A 是 Hermite 矩阵 

㈡ 万且 


㈡ A 是实对称矩阵 

S 对称矩阵 . 4 是正 规矩阵 
㈡ 儿 * 1 ’ ' A [LA f = A 

» AA=AA 且/\/写八 

㈡ AA ^ XAS . A f =^A 



« AJ 是实矩阵且 

例61证 明：酉 空间中，正规变换与蟹数的乘积仍是正规变换 a 
证明设 A 是正规变换 jgc , 则 

( M )( M >* = M fA " — kkA * A = { kA )* ( AA ), 

因此 M 是正规变换 ■ ■ 

例 62 设 4 是《维酉空间 V _ 上的正规变换，证明：若 w 是4的不变子空间，则 W ■也 
是 A 的不变子空间 4 


证明由于 W 是 A 的不变子耷_纟镯典摒定理11得，砰丄是 it •的不变子空间•由于 

CAm = AA ' = A * 4-4-< A ；)* ，因此 4 ■也最 V 上的正 规变换 ，从而 1 W 丄是阶丄 

上的 lh 规变換，据定理 12 得，中存在一个标准龙交基 n ,*••,>，使得 j |_ | W X 在此 
基下矩阵丑为对角矩阵： ; 

U = diagfA ] ▲ 4 

沪是 A . 轉 ，i = l ，2 据定理 10得 ， I 〆 . 1 , ,，•，、、• ♦ r •二 


因此取丄~ f 


A 


?■ 


■ ■ ■ 

X 卿 



，…，％>姑 4 的不变子空间, 





10. 5 西空间， _ 变換 • i lermite 变換 f iE 规变换 
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例63设 A , B 是 n 维酉空间V上的正规变換，证明 5 若 AB ^ BA . mV 中存在一个标 

准正交基，使得 A3 在此基下的矩阵都1对角矩阵_ 

证明对西空间的维数 ri 作数学归纳法 •’ 
n = l 时_命题狼然成立， 

假设:对 F 维洱空问命题为處_现在来 ft " 维西空间上的正规变换 A ， JB. 它们满足 

由于 4B=BA,P | 此至少有一个‘公共的特征向 I 取爭为单位向凿，则 V = 

由于<孕>是尨不变子空间•也是 B 不变子空间•因此是 A 不变子空间. 
也是 W 不变子空间,干 a 都是上的正规变换 .11 它们仍可交换， 

因此 据归纳假设禅.少> 中存在一个标准 IE 交1/ ,，使#在此桩 
下的矩阵都是对角矩阵，从而 A , B 在 V 的标准正交基零，平•…，争下的矩阵都是对角 

矩阵邏 

据数学归纳法原理 * 对一切正整数 t 命题为真_ ■ 

• 鲕64证明:有限维酉空间上的两个正规变换如果可交换，那么它们的乘积也是 IE 规 
变换， 

证明设是 n 维酉空间V 上的两个正规变換，且胃据例63得 , V 中存在 
—个标准正交基切…使得 A,B 在此《 F 的矩阵 A,B 都为对角矩阵 A=diagU, ， 
A e * tA,} ,B=diag{/fi ，/ ft f — ，/!*} • 乎是 AS 在此基下的矩阵为 AS=di 吨 (At 户 r ， Ai/q _ ***. 

鼠然*4妇&正规矩阵*因此^5是正规变换》 _ 

点评钶 M 指出⑺维酉空间 V 上两个正规变换的乘积仍是正规变换的一个充分条 
件是:它们可交換.注意这个条件不是必要条件，因为〃维酉空间V上任窟两个酉变换的 
乘积仍然是酉变换*无论它们是否可交换，例如.设 



据例20 f § f . A 和 B 都垦酉矩阵，容易昏出 




于是 ZIB 爹 B/L 但是据例20得， AB 是酉矩阵， 

««设4 ^ , A m 都是 n 维酉空_ F 上的正规变换，且它们两两可交换，证明 s 
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v 中_在一个标准正交基*使得它们赛此塞 F 的矩阵都是对角矩阵 _ 

证明对酉空间的维数 n 作第二数学归纳法. 

n = l 时命题显然成 立,， t ^ • !! H 

艇设对于维数小于 Jf 的酉空间 ，命麵 为真,现在来# II 维酉空间的情 
由于冬 是 V 上的正规变换，因此据例56得 

V = W ® V , © … ® V " (95) 

其中％ 是 A , 的属于特征值 A , 的恃征子空间,七 A , 是烏的所有不同的特征值 , Vi ■ 
Fv . V , 两两正交*若卢1•鲴 A ， 是数乘变換，可以转而去考虑因此不 妨设命 2, 
由于4.与 4 S 可交换，因此 A 的特征子空间 V ,是 A , 的不变子空间 *> = 1,2,. .，…卢 
: I T 2 ，于是成 | V 』是％上的芷规变换 ， fi A ! I V , • A , | V , • ••• | V ,两两可交换^由 

于 dim % < dim W 因此据归纳假设， V ,中存在一个标准正交基和 ，如 ，…，％，使得 
令 I ^ f A a — 在此基下的矩阵 A " •…，都是对角矩阵《从(95>式<得， 

孕1 * 炉! ， …•争 i ，和，■“，7，， 

是 V 的一个标准正交基，成（纟二1，2，*，_ 在此基下的矩阵為 sdiag i ( A l i | •歲 

然4是对角矩阵 _ 

据第二数学归纳法原玴，对一切正整数„.命题为真 ■ . >: _ 

例 66 证明：酉空间线性变换4如果有伴随变换•那么>1是正规变换当且仅1 
4=4+14 1 *其中矗"4 1 都是 Herm 加变换，且 

怔明由于為有伴随变换*因此据例32得其中,4,是 Hemiite 变换 * 

C / t T + iA ,>" <Ai + iA^)= (A ； 4- IA ： JCAt + 

— A * Ai + IA { 4 i + iA / At + iL 4 3 , ' A z 
=Af + \AiAf + lA：Ai + A | f 
(A] 4- LA. HA, -\-\A t y — (A) + lAt ) (,4i -f- lit > 

^ A y A ； - tlA.Ai -r ' iA 2 A ： H - iU ^； 

= + * A i +■ \A 7 A } + A 1 , * 

于是有 

A 是正规变换巧 A A ^ AA ^ 

㈡ u 4, A t + U , Av ^ Ui 4 i - Ui Ai 

㈡ < i ~i)Aj/ly = Ci — i)Aj»Aj 

^ A * A ； = Ajj j 4 ] , ■ 

例 p 设 A 是维 酉空间 v 上的正规变换，证 明： 
u ) 4是爾变换当且 仅当 4 的特征值的模为 h 




U . S 跑空阏 * 酹麼換， Hermiu 变换，正规变換 
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(2) A 是 HemiUe 变换当且仅当 A 的特征值都是实数； 

(3) A 是斜 Hermik 变换当且仅当 A 的特征值是0或纯虚数。 

证明由于 A 是1/上的正规变换，因此 V 中存在一个标准正交基.使得 A 在此基下的 


矩阵 A 为对角矩阵 * 


--'V - ciiagU: .A ‘ .AJ’ 


其屮 Ai , … ，七 是 A 的全部特征 

(1) 4 是酉变换《 A 是西矩阵 

㈡ A ^= A * 1 


㈡ A 




1,2 


c =? | A r I = 1 “ = 1 ，2 .… n 
( Z ) 4是 Hermite 变换 ㈡ A 是 Hexmite 矩阵 

4=> A * =A 

科 - A * Ai + I — 1 
㈡ A « 是实数…，时: 
(3) A 是斜 Hermite 定換 ㈡ A 昆斜 Hermite 矩阵 


㈡ A 




㈡ 心 = U =1，2 , …， ft 

㈡ Re tw 

㈡ A , 为 0 或纯虚数， / 二 1 ，2,… .〜 4 _ 

例68证明^维西空间 V 上的正规埔零 变换一定是零变换， 

证明设 .1 是正规变换，11 .V = <】则 V 屮存作 一个标 准正《基,使得，1 * 此搖 y 的 


矩阵 A 为对角矩阵 


diagU !， A 2 .… U tt ) 


由于因此 ，V -0. 从而 t 二 0 W = 1，2,….《 2 于是 ;I =0./= 〗 , 2 r'-.n 所以 A = e >， 

于是_ 
例69证明 s ii 维酉空间 V 上的正规署等变换一定是 Hermite 变换•从而是正交投影 B 

证明设 A 是《维酉空间 V 上的正鼸_等变换 & 由于 I 是幕等的*因此/!的特征值 
是0或 h 又由于 A 是正规变换，因此据例67的第 (2) 小题得 * A 是 Hermite 变换，再据例 
46得， A 是正交投 ■ 
例70设 A 是 西空间 V 上的线性变换，且 A 有伴随变换為、证明； 

Cl ) A 是正规变换当旦仅当 

(Aa,Ap} - CA^-A # j9), Va.3 6 V, * 







* 
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( 2 ) a 是滅规变换当且仅当 H Mm, V 戊 e K 


证明 

于是有 


(1)( Ao * Aj3 ) = (a f A l4^ ) ， 

C/l* = (a»CA* = (a.AA^) 


A 是正规变换 ㈡ A * A ^ AA ^ 

㈡ {aU^) = (a,AA'^>. Va*i?€V 

㈡ d 聯 =(m 卢 ) • Ve,j?ev, 

(2 ) 由 Ua , 翊 

反之*设 | Aa | v G ev t 由于 

(AC(j 4 /?) iACq + JJ) )=1 Aa I T + i^a %A0 4 - iA^tAa) +1 邱 h 

=)Aa : + 2Re(>lcf t^y +1 A0 1 1 $ 

(A\(a + fiy t A m (a+0))=l A* a | * + 2Re(A _ <r ， A_ 卢 > 十 | A w p\ r 

I A{^ + 0> l f =l AMa-h^) i r f 


因此 Re(Aa ， A^> ^Re(A m a,A^) t 

类似地 • 由于 U(a+ 妒 l 2 = |A 4 (a+i 玲 ) IS 且 

[ 十 ij?) I : = I 4a | 2 十 *A^j) + i(Afl*Ao } + i i i 邱 1 

=1 Aa I ? + KAr+ * CAa»^?) +1 | r * 

1 ] A m + \ z ^\ A'a I 3 +Ua ■ a ，A •声 + i (A* a, A * 珀 +1 A m fi\ 




因此 A 是正规变换 


因此 \ m(Aa . Ai })= lm(A r 

综上所述，若 m = U •冰 v ^ rev , 则可推出 

(Aa = (A' a*A m ^ a*P ^ 

㈡ (Aa , 却） = U 、 ， A ■ 卢 ) - V o ，阳 V 
^ I Ar I ㈡ [A. al ， V<rd 
例 71 设 4 是西空间 V 上的正觇变換 . 证明： 

⑴ Ker A = Ker 4 * s 

(2) K^t A^(lm 9 ^ 
















证明 （ I) 由于 >1 是 iK 规变换 . 因此 I 舶卜 lA_ a |v 从而 a€ K er A » Aa^Q 


因此 Ker A— Ker A m ^ 

(2) Ker A ^ fie Ker A - 

㈡ A m B^=Q 






ia 5 妍空 M * 搜变換， Hermi 技变换，疋规变换 • 733， 

㈡ — 0 , VaC V 

㈡ CAi = 0 1 V a 6 V 

㈡卢 e(ImA> 丄， 

因此 Ker ,4 — (lm A ) , ■ 

例 72 证明： 酉空间 V t 的 正规恥 等变换一定是 Hernia 变换* 

证明设 A 是 VI 的正嫌幂等 变換. 由于 A 是藜等的•因此据9, 2.节的命題 3 得， 
V = lm 4三 Ker .4 .由} _ .4 是正规变换 I 因此据例71 #,Ker A = (lm A ) - . 从而 V = Im A 
®(to A)-, 于最 A 是 V 在 ImA l: 的正文投影，据例 45 洱, Afi Hrnnite 变换 • ■ 

点评例69 iiE 明了有限维酉空 N J: 的正规幂等变换是 Hcrmite 变换.例打渾明了 
任意斷空间 （有限 维或无限维）上甜正规幂等变换是 ttermile 变换•例的结论比例69 
的结论深刻.例 S9 用的是矩阵的方法*例72用的是空间分解的方法.一般地•矩阵的方 
法适用于有限维线性空 M ,而空间分解的方法既适用于有限维又适用丁-无限嫌线性空间 * 
例 73 证明 : 酉空间 V 上的 Hermile 变换 > 1 如果可逆 • 且 A_• 有伴菌变換，那么 A 1 
也是 Hcrmite 变换 _ 

证明由于因此 U— 厂 l =A 1 ， 从而 /4」 1 是 Hemike 变换 ■ ■ 

74设4是酉空间 V 上的 Hermile 变換，如果对于任意 a 0^0,都有(釦， ft > 
>0 •那么称 A fe 正定 Hermits 变换. 证明：如果V是有限维的•那么下列命题等价 • 

(1) A 是正定 Hermits 变换， 

<2> 4是特 ffi 值全大于 Ch / 

( 3 ) 对于 V_L 铯任意可逆线性变换有 Bm*iE 定 Hemihe 矩阵 | 

C 4) 存在 V上的可逆线性变换 C •使得 = A 
(6) A=iT G. 其中<?是可逆线性变换. 

证明在 K 中取一个标准 正交基 ，，， • ， ■> ， * 设 A 在此塞零的矩阵为人 • 设 a 在此基 
T 的坐标为 X • 则 = AX a 从而 A 是正定 Hermite 变換当且仅当 A 是正定 
Hermhe 矩阵利用定理 17 立即得到 h 述 5 个命 ® 等价。 醞 

例 75 设 4 是 w 维酉空间 V i: 的正定 Hcmute 变换，证明 “ 1 M 1 也是正定 H_ite 

变換： 

<2> 存在唯一的正定 Hermite 变换 B， 使得 A-r. 

证明 (I V 由 J - A ^AA = A ： .4, a 4進可逆的，因此据倒士的 C 5) 与(_1).等价得到 I 
是正定 HermUe 变换 * I : % ^ 1 ‘_ 

(2) 由 f 4是V上的 Hit mi te 变换•闼此V中存在一个标准正交基 ？1 嶂，…，，使得 
4在此棊下的矩阵 A 为实对角矩阵 ifmWi 由于 A 是正定的，因此，卜 
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令衫二出叩彳/17,717.*“，#),设衫是7上的线性变换,使得 

忍 （ H ，…， 7 ^= f 切，麥 *. ，、孤 

由于 B *= B •因此 BftHennite 矩阵，从而 fl 是 Herroite 变換. 由于 B 的特征值 
1,2_…， d 全大于0,因此 IJ 是正定的 Hermite 变换 。 由于 A = B %& 此 A=B \ 

, 唯一性假设还有一个 IE 定 Hermite 变换 £ ： . 使得 A=t^ V 中存在一个标准正交基 

&•使得 C 在此基下的矩阵 C = dia S f 和卞 2 ，*"0)，其中 ，卜 部是正实 
数。设标准正〜到标准正交基 A * 爲，…，良的过渡矩阵为则 P 是菌矩 
阵■且 C 在基 • 中•… ，下的 矩阵为 PCP M ■由于 B 在 基的， 炉，*"，争下的矩阵为 B •且 
e = Ai 0:， 因此 ( POP ‘ s > f -- B 2 4 于是 从而 

P diag W ，/4 • … ^ 1 } — diag{Aj .A”-“ _U. f 96) 

设 P = (U ，比较 ( M ) 式两边的 （hj ) 元得 

ii)M^ ~ Ajtjg - (97》 

若则从 (97) 式得，从而灼因此 

hHt ~ ^ (⑽) 

若 G =0 .则 (98) 式显然成立 3 于是有 

P diagf/j! ， /i” …， } = diag{s/XTt%/57, … f 99) 
从而 PCP 由于 PCT ,B 分别是 C,B 在 * T 的矩阵 M 此 _ 

例 76 证明 极分解定理；设 A s" 维酉空间 r 上的可逆线性 t 换.则存在一會酉变换 
P 和两个正定 Hermite 变换使得 

a = tm t ^m 7 p, (ioo) 

并且 A 的这两种分解的每一种都是唯一的 f 

证明可分解性据例7彳得 ，.V A 是正定 Hermite 变换，裾例75得，存允正定 
Hermite 变换 Wi ，便得 

4VA 二 Hi , . 」 (101) 

于是4二<1 >-^1-(,4 £ P=(>i l >‘ 则 

P a = ff_.,4 l ; ^ H^C^* H\ r" 

= H ] Hr .4 , ^ HT l A ' = r ： i J， ^ > 

因此 P 是酉变换，且 A = 

令 H 严 PI ^ P ' 由于 fl ； = Fff l P_ l = ll ** 因此 H a 是 Hermke 变换，由于 ， e 

(P ) l ^ P ^ ，因此据例 74 得 . H : 是正定 Hmnhe 变换 a 我们有 

r ( A = PH i = PH t r l F= H,P. ， 
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唯一性设还有一个祖变換 t ? 和-个 IE 定 Hermiti ! 变换 G : ，使得*则 

am ^ ^ c -, < io 2> 

从和 (ICH ) 式，据例75第 （2) 小题的 唯一性得 * 从而 (？=/' 

类似地 . 考虑 H 的分解式可证得 A 的第二种分解的方式也唯一 . ■ 

点评例 76 的极分解定理中 , A=lf 很像非 0 复数 s: 的指数式 ^=1^ 夂其中 r 是正 
实数由此看到维酉空间上的 Hermit© 变換可以和实数类比 • 正定 Hermitc 

• - , - - - — / 一 ••: ■-» "V » J J? * ^ ^ f»« m 1 - *■ » - 

变换可以和正实数类比，西变换可以和模为 i 的复数^类比.可以这么类比的根瓛在于 
Ht rmiu 变换.正定 Hermiu * 变换•酉变换的 W 相似标祖: 形当 I 时•正定 Hcrmuc 变 

换 . 酉变 换的谭 相似解准形分剃是正实数槟为 1 的复数而可逆线性变换的酉相似标 
准形为非 0 复数 L 此时例？ 6 的分解式成为这个指數式也可以看成非 0 窠数在 
复平面 的嵌坐 标系中的表达式，这就是 极分 解式这个词的由来 . 

例 T 7 设 A = (, 心）是 n 级正定 Htrmite 矩阵，证明， 

I A 位以这 ㈡* ， * 以- * ， <103) 

等号成立当 M 仅当 A 是对角矩阵 。 

证明取一个》维酉空间， n 级正定味矩阵 A 可 lit 着成 V 的一个基 cn 
«■ 的度 批矩阵（即 Gnirn 矩阵）， •: P 是 ~ = U , . &i 
在 V 中取一个标准正交基 7 ,彳， … 设 

<疗1 * cra ， … *£ T ,) = < 免 ¥ 势， … . 7" ， 

则 a 在-标准 IK 交蓰％ 1 …，亨，下的屯标为 P 的第，列 Y ―] .2 ,ti . p 是 

Op , = <*, , a f ) ^ X ； X t X ： - f M l < i,j 


从而 A = P f F . 

对 a ” 05i •…， a * 进行 Schmidt 正交化*令 

典 = 〜 * 


则⑽，與， …，爲 ）=< 奶 . H ” …其中 B 是主对角元为1的上三角矩阵 • 于是 

C 痒 ， A >， （ 7" …，％ ) PB . 

从而 fE 标准 iE 交基 t ，免 1 … ， ^ ■ 卜的 坐标为尸衫的第 ， 列 K ,/=】 . 2，… • n 1 因此 

= Y ； Y t ^ Y ： f i t 


从冊 

I Gram ( 呙，與， … ，爲 ） I = I (FB) f JPBS [-1 B f P f PE | • 

- I B f A B I =1 B It .A i | I S | = j A U 
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由于二 0, 当 ¥/, 因此 

j A I = [ GramC 择冰 •…I ^ | fii I 

由于 


At 


涔 I 


I 1 


a , 


11 一 U 镑遣^ ， A> -卖 


v (gi 過》 IEIMi q d i 

点 （ A - A 》( AtA ) ft，ftJ 


|a _ p 一 g I ^ M 1 <u< I 




卢 r 


1-2,*■*,/ —1 A 从而离 = ffj ,II, 



\H ft I .A I UI | ; |gj I ’… I% 「 

等号成立当且仅当 ( CTl 過 ) •其中 £= U| t 
2,…，^于是 A 为对角矩陈 t 

点评例 H 的证明的关键之 一是把 《级正定 Herm〖ie 矩阵 A 看成 n 维 M 空间V的 

_个棊 W 办，…叫 f 度 蛰矩阵 i 关键之二是为了计篇内积简便■在 v 中取一个标准正交基 

…，分“关键之 二 :是把 ， a ” …， 〜迸朽 Schmidi 正交化，得到|1:交向 M 组 ft 如…， 

尽 | 这是因为正交向量译，谗 ，… •爲的 Gram 行列式就等于它的主对角元的乘积， B|J 

I 彝”1爲例 77 也可以对矩阵的级数《作数学归纳法.这与 { 高等代数学习指导 
书(上 册） Jfi .3 节的例〗 g 的证法一样, 

例 78 设/V是》级可逆髮矩阵 ，证明 Bad a mar d 不等式 5 


，, 


rf 


If A || ^ < J I I 


t 


^ 104) 


其中 IIAII 表示复数 1.41 的模 _ } 

证 明川于 A £ « 级可逆复矩阵，闽此 /\ _ A 是圧定 Hermne 矩阵 


AT - 


嫱 


_ 


A ACfiO = ^ A * (i ij)A(jr m) *= ^ I 〜 I * 


因此据例 77 得 


j ^» 


II AIM 


AM !< fliA ^ AHiu ) = HE U.F 



例 I 79 


证明 


设隽是 n 级可逆复矩阵 ，苴 A 的每个元素的模不趄过1,证明 

: ||AJ* 嗒 

据例78得 


U 05) 


* 鼸 


_ « 


it # i ^ TIS I k I^ns 卜果 
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例抑设 A , B 是 n 维酉空间 V 上的线牲变換，且 A 0 二财 ，证明 tV 中有一个标准正 
交基，使得,4 •衫 在此基下的矩阵都是上三角矩阵《 

证明对■空间的维数《作数学归纳法. 

时命锂显然 成立. 偃设对于 rr 一 I 维酉空间命題为真，现在来看 n 维酉空间的懺 
形》由于 A * JT 技 4 V =<ABr = J 6 T A ••因 此 A •与 IT 有公共的单位特征向體 I 于 

是4>是為*和丨的不变子空间，从而是 A 和 B 的不变子空间，因此 • 
Blip >:是、 > L 上的线性变換•且它们可交换 • 由于 V= (， P V ,因此据归纳假设， 
< + ) 中存在一个标准正交# 7 1 _ 71 ，使将必 I ( 7^ ) 1 » W i ( ^ " fr : 此格 F 的阵都为 
上三角矩阵„设 1 

— atp 十 ♦…+ a m ij m I 

Bfj. — + 〜 - 7 ? + … + 為峰 * 

则 Uf ft : V 的标准正交基 7 下的矩時:都是 t : 三角矩阵： 

据数学归纳法原理，对一切 lEffi 数《•命题为真， ■ 

例81设 A ， B 都是《级复矩阵，其中姓是寒零矩阵*且為召=丑1证明：丨4+丑1 

= IA ! * 

证明据例肋踔.存在一个 u 级呀矩阵 P , 使得 P l AP,P l BP 郎是上三角矩阵，它 
们的主对角元分别跬 .4 的全部特征 tti^.kr * . 又< 以及 B 的全部特征值/心" 2 •….叫 * 

于避 

| A 4 B | = | P HA^B)P | = | P l AP-hP^ l BP \ 

= (A 1 +芦1 MA:+/*!)•“（Aj +p )* 

由于 B 是裡 零矩阵 •因此 S 的特征值全为 0* 从而 

| A 牛 B I — JiA*—A* — I A | . ■ 

例82 段 .4 迻 V t 的线性变換证明：如果 A _ = M d 6 R , 那么 M 是 
Hermite 变换或斜 Hermile 变换 》 

证明 m >* =( M )， 土 = KM ) = f 4 .于是 fl , 務 .4 = 0 ■则命题 
显然成立 s 若 . 则 P — 1 白 CJ ， 由此得出.4=士1* BJT A * ivl * 从而 A 是 HertnUe 变 
换或斜 Hertnite 变换 „ _ 

例83 设 A , B 都是《级正定 Hertnhe 矩阵，证明： 

U ) 的特征值都是正实数 t 

(2) ^ AB 也是 Hermtte 矩阵，则 /\/J 是疋定的 • . r ^ 

证明 （1) 由于 A ， B 都是奸级正定 Hermite 矩阵,®此据定邏17得 , A ㈣ 广 P,B = 
Q * Q , 其中凡 Q 都是 n _ 可逆复矩阵，于是 ASef PCr Qt 由于 PMP <3_ Q > 与 CPQ _ Q ) 
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广有相同的非零特征值 .licpQD 尸’ -< QP m r He rm i te 矩阵，固此尸- 

的非零特征值都是正实数,又由于 p* ( pq ： q ) 是可逆矩阵^爾此 a 不是它的特征 
惝，从而•尸 trc 的特征值都是正实数 & 

c 2) 若八月是 Hcrmhe 矩阵•则虫于它的特证伯全是正数.因此它是」!:定的 _ 

例84设4是《维欧几里播空间 V上的正规变换 • 证明 M 必有;1维或 t 维不变子空 
间，旦它们也是 f 的豕变子 空间。 

证明怙肜 I & A 有特值 A , ,则&足 A 的 〖维 f 变 f 空间 -其中 $显 A 的 M f 

特征值 L 的一个特征向量， 据定理10得 .6 也是 A V的屑于特征值玎的—个特征向置 ，因 
此 <$i > 也是4 •的不变 f 空间. 

情形 2 A 没有特征值，则 A 的特征多项式 /( A > 的虛根共轭成对出现，銳巧 = d + W 是 
的一个虚根 ■ V 中取一个标准正交基 ar ， fl :， …，则 A 在此骅下的矩阵 A 是正规矩 
阵。把 A 看成尨矩陴，=•= “十&暴/\的一个特征值.设 X + iV 的厲 于特征 fta +6 i 的 

—个特征向 iiUJe R *» 则 A ( X 4 iV ) = ia i M ) CX 4- ir > t 由此得出 

AX ^ tiX — bW AY — bX 十 uV. 

令 6 h a:. …， a, 〕 X 七 =(ei,, 这”… ，心 >y• 

则 ，…. 

i = ( ctj ， n :” … pq , )-4 X = ait • 

Aft * Cot fOtt iVij )^11 , — ^ a ^ : * 

从而 $ ，各 >是 a 的一个不变子空间. 

由于 JT 十 iF 也是 A* 的属 f 特征值& = « — 以的—个糠征向量•因此 A 4 < X 4 \ Y ) = 
( a - hiUX'h iV ). 由此 得出 

A * X ^ (i X 卜 .4_ V — 谜+也 

^ f J = 咖，…必 M* X “ 峻 L -h b^j t ■], - ( ( 109 ) 

= Cq -. -as ,--,<!„> A ' I ' =^ftfu + ^ s ( HQ ) 

因此％ .6) 也是 A * 的一个 f； 变子空间.由于 

—餐： = a I 石 1’ 一 /Kft * 各 j , - 

*] = (fs * ^! ) = fft * ttf t H 1 - b^x ^ ' N-.... 

=a hli + t fe)> , 

周此由于丙此 ) = o •即 f s 与 o 正交 • 由于 

* ft )— ( a$i —拓 2 ， fc ) = ^ —办 I & l ;, 

(’ V ， f 」 =(ft * A * ft ) = ($J f —-h df .) =一办 t 

因此 〖6l : = tf* l a * 由于 X，F 不全为 (J ■诩此 ft 不全为 0_ 又由于|色卜 1 右 I , 因此 


(106 j 


(10" 

( 108 ) 
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全不为0 5 从 rffU E 逢疋交向量组*于是也珥 <6，&>=2， ■ 

例85设 A 是 w 维欧几里得空间 V 上的正规变换，证明中存在一个标准正交基， 

使得 A 在此基 T 的矩阵 A 是形如 F 述的分坱对角 矩阵： 


1 £ 1 

办1 


， 61’ 

' 

--a, 

f| 

diag..| A. ， A. ，… ，“， 

* ^.1 

■ ■ 


—bi Ui v 

i 


_ b M £i 4 

f 


此矩阵称为 A 的标准形* 

证明对 欧儿里 得空间 v 的维数《作第二数学 ( H 纳法 . 

M =1 吋，命题显棉 成立. 

»-2时_若 A 有特征值^ .则取 .4 的属于 A 的一个单位特征向 M ^于是、>是4的 

一 个不变誓空间，由于？|也最 A * 的蠣于特征值 X 7 的一个单位特征向#， S 此<卟>也是 
的一个不变子空间 。 从酣1 卜是為 的不变子空间 • 由于 v = ( 窄>@<，>丄，园此 
dim 在<爭>，中取一个单也向盘枣，则 :负* 于是 A 在 V 的标准 E 交基 

小， 下的矩阵为 diagUi 

若 A 没有特征值，则据例8 4 得有一个 2 t 维不变子空间 （fc 4 tV , 其中 ft 省是正交向 
暈组，旦1危| = 1&“ 

- 續” Af : = 域〗十喊 


令7, 


e 


e _ i = i ,2 ■则令，窄是 m 交单位向置组. 


A v 


! 6 i 


Af 


a 


$i 


? 


b 


f ) 


ft 


〜= ^ j ^ | gt + ]"^J 备 ^ -h a fft 


gj = mf ) — %i 


W 此 it ftlV 的标准 £ 交基警，赍下的矩阵为 


假设对于雄数小于 《 的欧几里撙空间命麵为真，现在乘看《维欧几里得空间 V 上的正 
规变换 A , _ 

悄形 1 a 有特征值 ;I, 设 ^ a t 的龎 r a! 的一个单位特征向 a 。 则听 也是 t 的糾于 

特征值 f 的一个单泣特征向量 • 从而<%)逛為•的不变子空间=于是(印》 1 是4的不变子空 
m * . a \<^ p 是<取>」上的正规变换，据归纳假设，（争> 1 中存在一个标準正 


交职 令 、…， ♦使得焱 Ip )」在此基 F 的矩阵为 di 叫 | …‘，, 

从而 A 在 V 的标准正交祛 下的 矩阵为 
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m 


10 7^ 具有度 M 的线性空间 


dmgjU” …， l, ，…， L 

，、 ^ v ' ^ 』 r 梦, 1 一 h «■ I [ — 4 a 墨 ~ f l \ j ^ 

情形 2 A 没有特征也，取為的特征多项式 / CO 的一个虚根 fll +4〖 L 据例84和本例 
题 n ^ t 的情形得*存在正交单位向逢组切,，使樽 

= 这■和一 A 2 识 • = bjji 4^ a^；* 

令则识是 a 的不变子空间，也是 4* 的不变子空间，从而妒丄_麁的不变子 
空间 ■ V=W©VF \ A f 寶4是积丄上的正规变换， tl AI 没有特征值 D 摒归纳锻设得， 
取-中存在一个标准正交基奶 ，广 .，，使得在此基下的矩阵为 

_ •- 4 - : 1 •’ 11 ^ U. ffif a,l j b f ) 1 \)，i u ’: t [ % - •• 

aiugj t …， 1 I , 

521 rft \ MWl ^{[- b , ai \ 卜乂 a t J 

从而 4 (t v ' 的标准正交基 } m ％下的矩阵为 


a : 


% 1^的矩阵为 


i ! iag . 


eti 




A 

一 A 


#■>« 


Oi 


办 ! f 

k a . 


据第二 数学归 纳法原观，对一切正幣数 

n ， 命题为真， ■ 

供 86 设 A 是 n 维欧几里得空间7上的正规变换，取是 4 的不变子空间，证明 
也是 A 的不变子空间_ •' 

证明由宁识是 A 的不变子空_，因此 W' 是 A •的不变子空间.由于 AV 也是V上 
的 IE 嫌变换，从而 A_ 是识1上的正规变 换,. 据例郎得中存在一个标准正交 ■ 
苧，，…，免，使得 t 在此基下的矩阵为 … 


diagjA ： *At *-* 4 ^ 

其中 1 • A = ，…小 * A ’ 的特征值■从而 I ； , I ； 
2 又有 


'• ^ u. 


<i t 


t M t 的特征饴：因此％二 


A * = ai i ^ hi . A m = b 

据例 84 和例 S 5 关于 7 i 4 的懷形得! r : ■ r 1 


! 卜 1 + ★ 亨… 


= a, + hi ㈣ = 一易办 H + a! J^ 2 # 

对于办办 VP …•争有类似的结果 ■ 因此 

Aff ! e ： W ^\ ^ 1,2 -h I , p + 2^ a . 

由于识上 ,^, ，… *免 〉 + 因此是 A 的不变子空间 

例8?设 A.B 都是 n 维欧几里得空_ Y 上的正规变换*证明；如果 AB 
与 B 有公共的】维或2维不变子空间 



U ， 雌么 A 





I a 5 窗空间 _ 明 变换 , 变换 • IT : 规变换 


* 


74( 


证明情形1设 A 与 b 有公共的特征向 iiU . 则％ >坠4的不变 f 空间•也是 ii 的不 
变子空间* 

情彤2设4与》没有公共的特征向 M . 在 V 中収一个标准正交… 

在此基下的矩阵分别为 U * 它们都是正规矩阵，由于 AB = J ^4 •因此 AB = BA , 把 A,B 
看成复钜阵，则它们有公共的特征向•其中 XieR % 设它是分别厲于 A 的特征 
值 o 十沅 t B 的特 fit 值 r + d \ 的特征向量，则 

A(X 十吖 > = (a + MKX-fiT) -= (aX - 6V) 十 HbX - l r aY ) , 
mx 十 an = u + Ji )(. x - hty ) - tcx - dr>+iux 

由此得到 


AX 

含 aX — 嫌 , 

AY - 

=w+div 


BX 

^ cX-dY. 

BY = 

= (IX + i ： Y\ 


今 f 2 = C(jj *at ta, )X* 

h = Cai ^ai i B 

*o B )Y m 



则 





私 ! 

~ C,ai *03 * '** 

*e*)A¥ = 

= 味 ” 

till) 

Mi : 

― Coi ^0 ： . #i, 

^n>AY = 

=/《J + 略， 

am 

Bf: ; 

= (&i »Cj * * # * 

^ {in) sx = 

= - d$ z , 

am 

峡 i : 

=(dj icii »•" 

,a,)By = 

: 丧 i + <€* • 

HU) 

亍 4 ) 是 A 与 B 公共的不变子空间， 




与例 8 彳的证 明一 样 • 可以证 明 ： ft ; 是正交向鼠 • 

于是 dim6 =2. 


例 M 设 i 4. fi 都是 《 维欧几里得空间 V 的正规变换，证明 t 如果那么 V 中 
存在一个标准正交基，使得 A * B 在此基下的矩阵都是标准形 
证明对欧儿里得空的维数作第二数学归纳法 u 
时命題显然成立_ 


2 时 * 荇 a 与 s 有公共的特征向麗？,，则焱} 口“不 昉取&为午 
向量，则<取>是 U 的公共不变子空间 • 屬例 S 6 得，乂切 M 是 4,_0 的不变子空间 ，V 


<不>©<%>丄，于是 dim <7. = 丨 •在 <中>上 中取一个单位 向置取 ，则 々「 As ， = 

PL 因此在 V 的标准芷交基 p •笋下的矩阵分别为 

diagfAi » Aj ] * ， diag(/< t 


若 A*B 没有公共的特征值，则据例87得与 K 有公共的2维不变 f 空间 f 3 ， f : _其 
中右 与&是正交向釐组，且长度相等，满足 ( Jdl >〜( U 4) 式，把 ft 单位化得 9 ,,1=]，2,则 
^ & V 的一个标准正交基 , A , B 在此基下的矩阵分別为 




典有 Kft 的线性空网 


c ti 


假设对于维数小于"的欧几里得空间V命题为真，规在来看 FI 维欧几里得空间V的 


情形 • 

傭形1 A 与 B 有公共的特 怔向量 7 ■ I 切 I =】.设 =Aj fji iB ^ i—^|iyi * 则<參 > 是 A ， 
B 的公共不变子空间，从而 I 也是 / V _ B 的公共不变子空间 ， ( 7l 
為|<识>1，5|<乎>1是<电>』上的可交换的正规变换.据归纳揠设得，< |?1 ;^中存在-个标_ 
正交基取，…，，使得 A | <^> x 在此基下齣矩阵为标准形，从而 A , il 在 V p 的标准 
正交基 p •奂，"•， F 的矩阵都为标准形 • 

情形2 A 与 B 没有公共的特征向童，据例 S ? 和本例题 ?i = 2 的情形得， A 与 B 有公共 
的2维不变子空间（切 ， x ， AaU 切 ，笮 >* BU 妒 *味>在标准 | E 交基奶，來下的矩阵分别为 


一 d 


— ■ 

令说，>，则 V = W r ©W ■ 据伊 U 6 Wt ， W - 是的不变子空间 ■ ,4 I W 1 , B\W 

见工上可交换的正规变换，楣归纳傻设得职丄在 P 的一个标准正交基…乎， 

下的矩_为标准形> 从而 A，B 在V的标准正交蘗 ?t ，分 n . …，％ 下的矩阵都 
为标准形》 

据窮二数学归纳法原理得，对一切正整数命题为真. ■ 

例 8f 设 A=U <f ) 是 I* 级复矩阵，士，“‘乂是4的娜特征值 ■证明 d 楚正规矩 
阵当且仅当 


S S | 〜 


Sin 、 


(115) 


证明必要性设 A 是正规矩阵，则存在„级酉矩牌 P , 钽得 P i AP = SHg { l l 
丄 L 从而 : JK 

A - P di 叩 


AA_ = Pdkgfl A； IM A, 


， U, IMP 


由子 AA' 的 G.，) 元为 


n 




y^Mi； t )A * (j ； i) - S 屯乂 = X 丨、 i’_ 


因此 




ir(/V\ 




茲 ]， « 
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tr(A4 # )= tTiP- l AA • P) 

h 4 ^12 … d i m 

0 A 2 … 

: : 

* » • 

0 Q … A, 

^ I Ai P + | )^4- ― +| £/ lfc I 1 -H As l 2 +| 本 a I : 十 

… +| 屯 I 1 + ” ■屮 U , l 2 . 

W V I ◄—I I _ 7 I 倉 I 1 — 卜 f J 

由于 irCAA ) s > : I 1 3 * 因此 dia ㈡ ■ •*.* = du = … = dt r i tW — 0 •从 

c- j 

而 P- ! AP 是对角矩阵 , ，于是 A 是正规矩阵 e ■ 

ftl M n 级 Hermite 矩阵 A 称为半正定的，如果对任意 X&C_ 且 X#0, 有 JT AX>0, 
证明级 Hcmiite 矩阵 A 是半正定的当且仅当 /\ 的特征值全非 

证明由于 A 是 Hermite 矩阵，因此存在《级靱矩阵 P ，使得 p- ^ AP = dkg(A L a： , 
…, A 其中 A;.A 2 ， … 山是 A 的全部特征值，它们都是实数„于是 

A — P diag{Aj » At I — fA*} P~ { , 

任取 xee 且有 n#o _ 于是 .一 • 

是半正定的 ㈡ JT AA>0, V X€ C ■ 且 , ' 一:…： 1 

㈡ (P 1 幻 ’ （ iiagm. … ， U(P DX)，vxee 旦 

㈡ y• amgiki 义， … ， A fl }y>#i wee a v^o 





* 
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裕 10 欲存度供的线性空间 


蒙 Ai \yi I 1 +Af l ^ i ； j 2 + ***+ A , |^| I ^0* V (ji 

㈣ A 》0“ = 1 ，2,… ， n . ■ 

例 91 设 A . B 都是 n 级 Hermite 矩阵_证明：如果 A 是正定的 i 是半正定的•那么 
存在一个《级可逆矩阵 C , 使得 CT AC 与 C ' BC 都是对角矩阵 • 

证明由于 A 是正定 Hermite 矩阵.因此存在一个 n 级可逆 g 矩阵（: t ，使 
得 C ; AQ ^ I . 

由于 (cr > • ; QKC【y -CV Bq ，因此 Cf 是 Hermite 矩阵 • 于是存在 it 
级酉矩阵 P , 使得 ，V 

P 1 CC / BO j ) P — dog f^uj tjsz +*"， 〆 *}.• 

其中和，川，….外是 cr bg 的特征值，它们都是实数， 

令0=<^户，则 c * = p * c ； 土 n 于是 c 可逆•且 . 

C # AC ^ P l a AC , P - p- J IP = U 

C m BC = dtag{^ii tp2 * *** */^h K ■ 

供 92 设 A . S 都是 n 级 H « nnite 矩阵，证明：加果 A 是正定的 ■ B 是半正定的，那么 

, \A + B |>| A |+| B I ， 

等号成立当且仅当 

证明据例 91 的证明过程知道，存 在一个 《级可逆复矩阵 C , 使得 

C m AC = /* C 1 BC 1 = diag {^, …，户 ■ J • 

其中 川， 〆 •.…是 CrBG 的特征值 f 由于月半正定，闲此 C ； BC , 也半 ili 定，据例 9 n 
得 wi = 1，2 * rt , 

I a | = | cc * r 1 ^ 1 i = i 1 1 cr 1 [ = 11 cr 1 IN . 

IB l-ii |= 11 (T * II V ，柙，…，蜘， 

M + 則 =Uc ，） - 1 U + diagfp … f/i , > XT' I 

= IICT L II 11 (1 + )(1 

由于 ; r . 

U + 州 K1 + 抑 ）… （卜! - /Jif )= I 4 C/Ii + 艸十 … +p P ) + ( 卿 i + … +^xfi n ) 

fi 等号成立当 in ■仅当 = fa = … = o * 因此 

M + S ' t > II cr 1 ff , a + /(li ^-^ =| a^-r b U - 

且等号成立当且仪当 G * BC = O t 从而 b - o , _ 

点评我们在习题 io . 2 第 i 2 懕中游于正定矩阵3和半正定矩阵 B 证明了与例92 — 




10. 3 跗空闻.朽变换_ Hermits 变换，正规 疋換 


_ 
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样的结果 * 

拥妗 证明华罗庚不等式（ I 筘 5>: 设 A,B 是两个 n 级复矩阵》且 1-AA 
都 是正定 Hermite 矩阵，则 1 : 〃 

1 11 1-BB* 1< )1 I-AB* II 1 , 

等号成立当且仅当 A=B. 

证明 || l-AB* ir ^\l~AB m I I = \l-AB ： |(/—AIT 广 I 

; l 1 卜 AIT TI 卜 BA . | + 

于是 （ 116> 式等价于 

I 卜 A4* j<| f-A£T I I /-BA* I ( 卜 BB. | r 1 

H l-AB* II (1_ 朋卞 ， I I / - BA * I 

据 i 高等代数学习指导书 （ tm> 》 4.4 节的例 io 得， 

U — BB' r 1 J + BU - B* fin , 

(l-B* 3) 1 - /+ B* (/-SB' ” R 
由于 J;CJ — £T BH 卜 IT B) -Bvetf-O* B) 1 , 

( I - B m B )* 1 ( I — fi * B ) f - B * B ) 1 — a ^ B * Br W B ■ > 

因此 l+B-B ( 卜 B. 二 U—1T BK 、 

f+(J—B ， Br l B* B=U-B m Br a t 

从而 

(卜 AB- >( 卜 BIT r*(J - BA” 一 （卜 zVT > 

= la-BE ^ 一 AB‘ （ J-Bfi* r l ^a-BA^)-U-AA^ ) 

=r_ — ( / - BB* >-W - AB* U~BB t ) J 
+ AB . U — M • : T 1 BA . -J + AA 9 
=[! 4- iKJ - £T VB. ] - [f+ S(J — B* B)~ ] B w 2BA m 
- AB * Cr + B (/- B * B ) l B m 'J 
+ Apr (J — 

- B) l B* -BA p 

-AB m - AB* Br l B d 十 AU — I/3>—.V 

=uu — B.m—ir - a[f4 - (r—a.B>mi_ 

-A[f+ B-B< 

= B(J —一 £KJ — iTB)-y 

-^ Aa - ir sn 


111 !- BB m 

ai 6) 

C117) 

^n- 

ais> 

am 

( 120 ) 

( 121 ) 

(122) 
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第 10 京讥有度量的蜮性空何 


^ 4 {A - — B}^A 9 

^ (A-Bya-B*mtHA m B m ) 

=ca - m(r —b. Br l (A-B) r . ( 123 ) 

于是 


</- AB * Kf - BB * ) 

={I — A/\* > +(A — BHt— B* B)_ 4 CA— B)-, (I£4) 

由于 H 職 ite 矩阵卜 BB. 是正定的，因此 （J— 灿_ )” 也是正定的从 （120X 式#出 ，（J 

一 B’B) 1 也是正定的 ■ 于是 C4 一 BMf-S. m— 是半正定的 ■ 又巳知 I-AA m 
是正定的 ■ 因此据例 92 和 （ 124 ) 式得 

I U — VUT >(卜 ) | 


I — AA* | + [ CA- BX7— | 

=1 /-A4' |-f II A - B (1 2 I Br { I 

>1 /-Ayr [u 

等号成立当且仅当 (A — S)<r— b-HB” = 0 ,后者等价于 

X’ CA—B) C/-B* B) _l (A—B) • JT—1>* V X^C m fi 
㈡ （CA —mxr (卜 £TB> 1 C(A—Bm=o, 且 X 关 0 

㈡ （ v\-sr x=o, vxgcr 且 

^ CA—Br 


(125) 


㈡ （4 —BV r ㈡ 6 

㈡ A ^ B , 鼸 

例 94 设灯=<1，2,… ， 用 C n 表示定义域为 的听有 复值函数组成的集合，它是 
复数域上的 一个线性空间 ，规定 


(/Cx) ,g(x)) L/U) 的 )，V f(x) e (126) 

a) 证明上述二元函数是 c ° 上一个内积，从而 e 3 成为一个 w 空 flh 
( 2 ) 对于々6 a , 2 ,…，” j * 令 

a y) = * i e n, :' ^ ； 27) 

其中 . 证明 w … ，其是酉空间 c n 的一个标准正交基； 

⑼对于/(幻€<?，定夂 D 上的一个函数 /a)， 使得扣 >等于 /(x ) 在标准正交基 
沿（太> •沿 tr). … ，反， (x) 下的坐标的第 J& 个分量》令 









/(/w 


hiliw 




I 


lS/o>S An>E^ fl ^ 

W 声 1 4^1 1=1 

S / U > hij}n 


=(/( xKD ) 

因此 j 是匯空间 0 L 的一个酉变换 . 


m 


W 珩 fj：) )=iCjr) = ^ t^jfc C^> C#) 


麵此 O 1 在基襄 ! t JT )， g : 


A 


m 滅 

S 2 (枳 ( i ) ，爲 (： 》 5 ff * ( i > g # ( x ) 


■p 

= XI i ^ } S » (1) 

鮝《| 

卜 I 办 

6(. r > 下的矩阵为 




U 2, … 


^tt 


习麵 <0,5 


瞧 


1- 在 酉空间 C 3 (指定标准内积）中，设 


lo .6 il 交 v 间 1 j 争侧 
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a = a. — t .1)\ 

求与身的 夹角： 

2,在酉空_ C 3 (指 定标准 内积） 中，设 

鼉一 1/， 

求与 A.a 等价的个际准 」 E 交基 

3* 在 酉空间 CH 指定标准内积 > 中*设 


n 


( l , i > 


a 


Mi . 


a , o . i ) 


求与 a s ，or ¥ 价的一个正交向 M 组 P 
L 写出 2 级 Hermite 矩阵的形式， 

5 .■在城 (C >中\指定内积为 ( A . B } = ir(A B f ) m 

子空间 ，求以及 W - 的一个标准 IE 交基， 


设沢迠所有》级复对角矩阵组成的 


匕设 


t ' U ^ {} 




^in 0 mB 0 


其中把 A 看成 复矩阵 _求 A 的爾 相似标准形1 

?• 酉祭间 C ?_ 中椹巌的羅标 准_积.设 C t 縱线性变换 A 斟基 s 


F 购矩阵 .1 为 


说明 A 是正规变换,并且求 C 3 的一个标准正聋華•使得4在这个基下的矩阵是对角矩阵， 
&设旄是《维酉空间 V 上的正规变换，证叻 ； 存在总 ( x )€ Cj >]， 使得 = g ( M m 
1设级戈:对称矩阵 （ Hnrmiie 矩阵 MI 叫：存在"级实对祢矩阵 （ Hvnnhe 矩 
阵) £* •使得 

A B 1 , 1 、 J : 【 ‘ • . 


*10,6 正交空间与辛空间 


我们已经在实数域或复数域上的线性空间中，通$引进内积的概念，使禪这些空间中 
有长度、角度 、正交 、距离 等度* 概念，现在要问 4 对^ 任意一 个城上 的线性 空间能 不齙引 
进度撤概念?关键是要引进内稱_槪念。由资在一般的_，没 有“正 •元素 的概念，因此 
实(叟 >线性空间 I - 内积的 F _ S ! 性裉难保留到任一域上的内积概念中，然而故弃 了 正定性 
的要求，就不容易引进向®的长度，两个非零向* 的; 夹角.以及两个向量的距 ft 筹概念 * 这 





• 10.6 M 交空间与辛空箱 
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I W 世纪末确立了电磁学的基本规律 • 即表克斯韦 （ Maxwell ) 方程，这个方程对伽利略 
时空变换是石协变的.即 对于不 问的馈 性系* 所傅的 结果不 一祥 * 爱因斯坦的械义相对论 
解决了这个 问題. 他从光速不变原理导出了一个斯的时-空坐标变换公式 * 



/ 二 . y ， 



( 2) 式称为洛伦兹 【 Lorcntz J 变換. 

爱园斯坦证明 r 电进规律对洛伦兹变換是协变的^此后他又修正了牛顿力学，使它对 
洛伦兹变换也 协变， 修正的缩果后被实验所证实 • 这说明相对性原理对于力学和电轉学 


都造适爪的*在这基础上,爱 W 斯坦把它推广为条普遍原理: 


“所有的基本物理规律都成在任-恨性系中具赛相問的形式， 
t 这个原理叫 做狭义 相对性原理。 

■ 一个点 P 在给定的惯性系中的时-空坐标晕实数域上四维线性空间 
r 的一个向薰•点尸在@一个惯性系中的时■空坐标 是妃 中 m —个 
向 tL 同一个点 p 分别在这两个惯性系中的时■空坐标 之间的 右系由 m 伦茲变換给出（见 
公式（ 2 ))，即 . 



U 】 


由此可见，洛抡兹变换是靶上的一个线性变換_设网和点 p 、 q 在惯性系山#中的时 
空坐榇分别为 -■ 


( l t ，: r , , Jj iE ,) 


_ 
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^ TO a - u 省度明的线 


现在想在实线性空间 it 中定义一个非退化对称双线性函数/作为内积，类比实内积空_ 
屮 .两个向 M 与芦 的距离 du ， p 定义为 \tt — % • f 是 u —身 , o — 卢)趄距离的平方， 
由此受到疤发•把/。一^^一#称为 a 与#的时空间膈的平方 & 擬据狭又 m 对性原理，所 
有的基本物理规律在任一惯性系中具有相同的形式 ，因 此两点在惯性系 ar _ v；E 中的 
时-空坐标的时-空间隔平方与它们在愤性系 Q ’ x ’ y 、'中的时-空坐标的时-空间隔乎方座当 

I m A j^kdlLa. -ii fa；, d ^ m 


相等.即应当有 


取 R l 上的一个二元函数/: 


fia ，.} = wtrifi )) 


⑷ 


/《 a ，/?》 


/ 3 /： -h :r t ^ 2 + y t yz -F 


(5) 


其中 r 是光速 i 1 然 / 迠一个非退化的耵线性函数.把它作为 R _ 上的一个内积.此时称 
HOg -个闵 柯夫斯基空间 现在我们来证明：在闵柯夫斯鹄空间 IK ./>中•洛伦兹变 
换获保持任龙两个向 量的时 •空间膈的平方不变•这只要证对任:意 w e rs 有 /(a 

Jltria} ^(Q) ) m 设 g = G ，之，少，定 〆* 则 aia) = (t\x r *y\z f )\ f 是 


/ Cfl-c «> <? n = — r £ / 十 y : + ;r 



z 


$ 


€ 


霉 4 


jr 


i 


jJt 



1 — HI 

c 1 


_ 以 




… • r 1 — ir 


,y 十 


/ U ， a ) 


(6) 


(7) 


= 一 1 #’户 + 3 ^ s £ — 

由 ( 6 > 式得出，对于任意 aj € R 1 ， 有 

/to — —jg) = /((7 <q—^),^( a— 

这 e 明了洛伦兹变换 a 保持任意两个 向鼇的 时-空间隱的平方不变 „ 进一步可证明洛^兹 
® 换 a 保持闶柯夫斯基空 )1^ r 、 /) 上的内积不变 * 证明如下 ：任取 v + 有 

/(a — f(a ， a) 一 ? /U ， j» + f(_ , 

(o -p ^(a ~p»= /(ffCa> (< rCa)) — ?/(<^) 4 - ^ ) 

= f ( a ， a 、一 2 f ( Ma },&{0 l } 午 f ( fi ， 兵 ) t 
f 是由 （ 7> 式得， —2 f ( a ^) = -2 f ( ff ( a ) •因此 

如果在疋中指定标槲内积成为欧 JL _ 得空间.那么 fo ，讲季 C£r(fl> ， a ( 弟 ）（ 这珂以从 （ 6) 
式的推导过_出>,这表明洛伦兹变换 er 不保持欧几里得空阏叱 上的内积. 但是洛伦 
兹变换 a 却保持闵柯夫斯基空间 （ R ’ ，/) 上 的内积，这就是我们为什么要在实线 性空间 V 



16-6 IE 交空师与辛空师 

中，指定一个非退化对称双线性函数作为内积的物理背褒, 


_ 
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—v 正交空间 

_定义1域 F 上的线性空间V如果指定了一个对称双线性函数 /v 那么称/是V上的 
一个内积(或度置 ） *称7是一个正交空间 3 用（V,/)表示指.定的内积为/的正交空间，如 
果/是非班化的.那么 (K /) 称为正则的-否 则称 为非正则的。 

例如•闵柯夫斯基空间 R ‘ 是一个 IE 交空间 ，指定的内积为 （5) 式所给的非退化对称双 
线性函数 

又如•在实线性空间 R 1 中，对于_，,,為,心>%产(义，力，，力)％规定 

/(a *0) — jri_v t ^ x t yj — Xi 3 *j ^ ( 9 > 

易验证/是一卜 非返化 的对称仅线性凼数， T -遐 /可作为 R; 匕的一个内积-此則 iR、/) 
成为一个正楚空阀，且它是正脚麵、在中，对于任意 aGB^W 

/(»ta) = xl — _r[ — x! — xf. <10> 

于是若 mo)' ，爛 =3t 若交 =n ,1 /(_ 卜 (h 若 a ^coj,o,o> f t 

|Bf/(«,»> = -u 因此在 or,/> 中•没有正定性，即 /U,a> 可能是正数翁 a, 也可能是负 
而且当有可能由 f 没有正定錐,_此无法引进抵度、角度、距离等度 

敏概念轉 

定义2在 i! ■:交空间(V./)中，如果 /(a, t S> = CK 那么称。与芦正交，记怍 0 丄士 

由于/是对称双线性函數， W 此 /(( t f p = 0 当且仅当/(办《) = 0,从而 a J _ p 当且仅当 
沒丄 t 即两个向歷正交是相互的. 

定义3在 iE 交空间< V ，/>中 .一 个非岑向 It a 称为迷向的“⑽ t rope ) 如汜 d = 
0* 否则《称为非迷向的 ( anisotropic }• 正交空间( V ,/)称为逮 ft 的如果 F 包含了一个(非 

零的)避向向董 r 否则称为非迷向的-如果V巾所有非零向董都是迷向的.那么称0%/>是 

全迷向的 _ -.；：!, : . . .,. 

随如，用 （10) 式给出的非退化对称双线性函数/作为内积的正交空词 fR 4 ;/i 是迷向 
的，但不是全迷 向的。 „ •- 

命题 t 如璐正交空间 （ 〗'/>是非迷向的■耶么它一窀湣正则的，即/ —定避 啡退 

化的。 u-^ - r ^ - {：, 

证明假如/堤逋化的*则 rad V 关0,于是存在 a £ rad V ji a #0, 从而 f { a ^)= 0 ^ 
矛盾， i " I ■ 

注意命题 t 的逆命題不成立，例如，在上述的 （H 4 . / >中 * /是非退化的，但是 (R 4 ., /) 是 
迷向的 * 、 m • 



754 


* 


好 m 牮爯# 度纛的 鎪性空间 


命题 2 设 char .若正交空簡(V，/)是全迷向的.则/ =0. , 

证明任取 a ，卢€ V,由于I全迷向，因此 

0 = no +月，哎+炉 ^ fu . a ) 4 - 2/(0 .灼十/(义尽）= 2/(Cf 
由 f char F 矣2.因此 /Xa . 辦从薦/;0, _ 

设(V%/)是一个正交空间 .W 是 F 的一个线性子空顔， M 然 /LW 是 W 上翁—个对称 
双线性函数 ■ 从而(识•/|识>&暴「一个正交空间•称它是 CV,/) 的一个子空间 ♦ 值得浓意 

的是:胃(1%/>学平呼,寧攀寧够 f ^ m ( w , f \ 讲)亨▼準學非正停 apu 例如.在上述 

( r * t /;¥， 设 ••则对任■’ • _ • • 

f i,a *kct ) ^ k f (ana) =： 0, uf • /• ■ * . ‘〆 

J : 是“€以讲_从而 /| W 是退化的 t|9 此 （W,/|W ) 是非正则的 „ 进一步，对任集 


fika ^ ka ) = i 2 /(« ta > ™ Q \ 

因此 ( W */| 砍）是全迷向的， 

定义 4 设 s 是正交空间 < v */) 的一个非空子_，集合{ 0 6广|/(。釣 =0 T 以 es ) 称 
为 S 的正交朴，记作 s ^„ 

容曷看出是 F 的一个线性子空间， 

定理1设 （ V ，/ >造域 F 上有限维正则的正交空间，州是 V 的一 t 子空间，则 


( II ) 



{ 1 ) dim W + dim W 1 =dim V "； 

<2> iW ) : VV. 

证明由 f-/ 是非退化的对称双线性函数，因此据 la ! 甘的例10立即得到 结论. 
定义 s 域 F 上有限维正交壑间（\，,/>的 -个基 姆，… , fta 称为正交基•如果 

…两两正交運 

注靡疋交基的定义中，首先要求是基•然后要求基向蠹祕_正交 b 这是因为在正交空 
间中两两 IE 交的向董可篚是线性相关的 • 例如省 (BS/〕 中，设 尸<1 丄 o,o 广则《与知 
是正交的 • 然后它们是线性相关的 

定理 2 特征不为 f 的截 F 上的 n 维正文空间 （ W ./)- ■定存在正交 
证明由于/是对称双线性函数，因此据 10. 1节的定理3得，\^中存在一个基〜 ，咖 • 
… 4.兜辩/ &此基 F 的度 證矩阵 为对角矩阵.于是 ^ 从而仏 

仏是 的一个正交基 # ■ 

注意当=|/)鳥在则的时候.定理2证明中的对角矩阵是满秩矩阵（因为/ 非退化 )， 
从而主对角元 /u" 斯》 全不为0.因此仏 a^ai 向的,2 ,… .I 即變 fivu 仰是正则时 ■ 
存在由非-迷向向量组成的正交基;而_&它的任齑-个正交基都是由非迷向向量组成的 





- 10. 6正交從俩与 辛空囑 
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定义域 f 上11_正寶空间 ( v 个正交基，称为标准正交基（或正 


交规范基），如_ I : w ?亂 * • »二 

, 』 * ^ > = G 或士 1, I - 1*2, —• C 13) 

当域 F 取成实数域 R 或蕙数域 C 时维正交空间 CV ，/ y 存在 标准龙 交塞.对于复数 
_ C 上的《维正交空间 （ F ,/) ，可以使标推正交基中的每个向置擎满足 

f (斗， } ㈣ 。或 1. UO 

命题 3 设 U '/> 是城 F 上的，，缃正则的止交空间 . hw.a M 它的一个疋交坫， 


则对于 V 中任 一向懂 :心有 




瞬此 


■ 


沒= S 


fi0，m ) 


( IS ) 




证明 设#，■则对任意 iCE U .2 r “.》} fj ’ 


M 


W 


^ f ( ^ ^ h , 


fn ^ 



e > 


- 1 f 2 ， 


<>• p 



fiaj id/) 

定理 3 设 d /> 是特 征妒为 2 的域戶上的正交空间，如果 W 是 V 的有限维 IE 则子空 


间.则 


V = ( 1 $) 

证明 由于 W 是正则的*因此 非 退化的，从而 rad 据 10, 1 节例分得. 

WO^ 1 =Tfld W-0 M 

由于(妒,/|砑>是有限维正则的正 M 间，因此在 W 中可以取一个由非迷向向麗组成 


的正交墟 a , < 对于 任意 e V ' > 



fm 


Urn ta fc ) a， 


则 A € W •令燐 = d 则对 € { L ，2, … •坩 }. 有 



/t 典，〜 - E ， a ,) 


， -應 o ” 復 I 】 

‘ : f 如， -错^ 

因此 W 1 *从而^=角十典€评+评」. 于是 V ^ W@W 


t ^ a r 


)=p 


: : 1 _.# p 


m 





定理 3 给出了 V =_ IS ^ 的充分条件姐有晦雄的正则 f 空亂妒是芷则子空间 
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也是 V=W ㊉ W^ 的必要条件，理由 如下： 设 V=w©w^， 細 《rnw^=0 B 据 10. 1节例9 
得， md W = W 门 W[=O w 从而 /| 识是非退化的，因此 W 是正则的^ 

当V是有限维时，从 10. 1节例II立即 得出： v^w®w 的《分必要条件为 VV 墨正则 
的子空间， 

定义7设1^ m Wt 是正交空间 （A /> 的两个予空间，如果对任意典任意择 f 
wv ■律有仰，爲 ）=0, 那么称趴 与犯 是正交的. 

显然，当(或叭>吋身,与％是正交的 B 

定理 2的一个等价说法是;特征不为2的域 F 上的有限雄正交空间 (v，/y —定能分酵 
成两两正交的1维子空间的直和（簡称为1维子空间的正交童和 >. 

定义 8 设作 i • / i ) 和 ( v ”/f >是域 F 上的两个正交空间.如果存在线性空闽 Vi 到 V 
的一个同构映射 〜且 17保持内积不变 t 即 

f \ ( a*py = ft ia ( a ) *ei(jS)) i V V* C17) 

那么称 tf 是正交空闻 (R ，/> 菊 （V% ,厶 ) 的一个同构映射，称正交空间 ( V, . / t ) 和 ( V!, ZV ) 是 
同构的(或保距同构的（ isometric) ) 4 

容易 fi 出，悄等映射搓同构映紂.同构映射的乘积嚴同构映射，同构映射的逆映射还避 

同构 映射. 从而域 F 上正交空间之间的同构关系具有反身性 、传递 性和对称性_ 

若域 F 上两个有限维正交空间和 dA) 是保距同构的•则 V t 与％ * 线性 

同构的 * 从而 W 与 V* 的维数 相同.闽此域 F 上两个有限维正交空间保距同构的必耍条 

件是它们的维数相同进是不昜充分条件？ F 而我们来仔细探索这^•扇，研究对于域 F J 

两个 》 维正交空间 ./,>与< 7 ,，/0，应当_足什么条件它们才保距同构? 关键是对 a 保 
持内积不变■即对（ 】 7)式加以分析， 

在 10 . !艰的内容精华_ 第六部 分和典型例驅 的轲 29 :的点评中■我们指出特征 不寿于 
2的域 F 上” 维线性空间V 1：的对称仅线性函数与V上的 ：次闲 数之间有一个 ―― 对应： 
给了 V J： 的对称双线性函数/_有 ¥ 上的唯一的二次函数 g 句/对应 
V& Vi 反之.给了 V 上的-个二次函放心有 V 上的唯 一 的对称奴线性凼数/与 q 对应: 

我们又指出7上的: h 欢函 癥与域 F _hiHM 羌二次型 

irjp 

之间有一^——对应 t 给： Tv 上的一个二次 g 数心在 y 中取定一个 , 01 ，…, l 后•有 
唯一的《元二次型 JTAX 与發对应，其中4是 g 对应的对称双线性函数/在基 T 〃, , 

心 下的度麓矩阵 f 反之，给了域: F 上的一 +,| 元二次型有 V 上唯一的二次函数 g 与 
它对应卜 xVur. 其中无是。在V的一个基 F 的坐标，于是特征不婷于2的域尸上万 
维线性空间V,上的对称双线性函数/,对应子 v h ± 的^个二次函敢 t _进而对座于域 F 
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龙的元二次型 XVUf ; 而 V : fc 的对称双线牲函数/:对逾于 h 上的一个二次函数 
奶*进而对应于域 F 上的另一个 n 元二次擊 F rf BV - %到¥:的线性同构0保待内积不变当 
ii 仅当 (17) 式成立，这等价于 

= qiiaia) >> Vo 6 Vu ( 18 )， 

, ㈣ X^AX = Y^BY V X e F % ( J9 ) 

其中 X 是 a 在 V\ 的基叫，，•” 下的坐标， V 碁 crCi*) 在的基热 ，與 ，•“，爲下的幽标. 
设 a 关于V ■■的據 fl1 4 ，…， 1与' 的雄决， *“ 的矩阵是 P H 1 = PX P V 
因此V，到 V £ 的线性词构保持内积不变当且仅当域 F 上的 n 元二次型 jr^r 与 rBF 等 
价.这样我们证明了下述定理I 

定理4设( V "/: X 和 < V"/J 是特征不等于2的域 F 上的两个正 交空间 .则 ％到 

的线性同构是保胆同构当仅当域 f 上的元二次雛 jtVuc 与1^繁等价.其申 A 备/, 

& v 一个 4 E m ，⑴，…，〜 F 的度 M 矩罔 ' B 埕/江 V _ 的 f 、 趙详4…# 7的度 y 

矩阵，•尸是 a 关子 V 、的基 A , L …， A 和 V :的基沐，典.…，在的矩阵， _ 

推论 I 歇•必）和 ( V 3 ,/,> 是特征不等于 2 的域 F 上的两个正交空间 •则 V ,到％ 

崎线性苘构是保距_构当旦仅当/,在兄的一个莪下的瘦耆矩阵 A 与5在 R 的一个 
基 F 的度盘矩阵 B 合同. _ 

这样我们就可以利用推论1来研究特征不等于2的域 F 上维数相同的 两个正交空间 
(¥"/;>.(!/”/,> 保距 闻构的条件. 

W 据“两个 /I 级实对你矩 阵合同的允分 必要条件处它们的秩相等.且 正惯性指数 ffl 

等我们立即得到： M:、i, \ H i.f* 1 , - T 

定理 S 实数域怎两个”雄正交空 PKVr ，/^ 和 （ R ./ V !! 同构（即保距 同构） 的充 分必 

要条件 fi ,/ i 在 VV 的一个碁下的度量矩阵 A 与/,在 VV 的一个基下的度暈矩阵 B 有相同 
的秩和相等的正惯性指数，，, 麵 

对于实数域 J : 的亚交空间 ( ViJR ，/ 在 V 的一个基下的度置矩阵的秩和正償性指败分 
别称为/的秩和正憤性指數 

裉据两 t »级 S 对称矩阵合同的充分必要条件立即得到： 

定理 f ， i £ 数域上两维正交空间 （V A M_rnu ，間构的充分必要条件楚 ， 在 

^的一个基 T 度翁矩阵 A 与/ } 在 的一令基7的度董矩阵 s 有相間的秩 a ■ 

■ 

三、正 交空间 上的正交变換 

定义9设 ( V ，/> 是域 Fin 维正则的正交空间. V 上的一个线性变換 T 如果保持内 
织不变，即 ' 
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fCa.p ^ ftTa , 1?) . Va.pe V , (20) 

那么称 T 是 V 上的一个正交变換 .， 

由前面讨论过程中的 （ 1 S 〕式立即得到： 

定理7设 ( V */> 是特征不为2的域 F 上飾《维正侧的正交空间 ，(？ 是/对应的二次 
函数，则 V 上的线性变换 T 是正交 变换当且仅当 T 式成立： 

q(a) — q{ Ta ). Va 6 V . 【21) 

,'|推论2设 CV ^ f > 是特征不为2的域 F 上的 ii 维正则的正交空间，/在 V 的一个基 
a 3 •…％下的度吡矩阵为 A .V t 的一个线性变换 r ft V 的基^ t *-*«, F 的矩阵 a r , 
则 r 是正交变換当且仅当 f 式成立 i 

X'AK - x f {TATIX. V X e p *. C 22) 

证明任取 fftv . 设在基如，®!，…,〜 r 的坐标为 X , 则恥在此基下的坐_为 TX - 
由于 ？(<03： TAX ， 因此从(21>式得 ， 

X f AX = nK }* AiTX ) = X ' iTATyx . _ 

定理 S 设 ( V , P 是域 F 上 ft 錐正则的正交空间 •则 r 是 v 上吨正交变换当截仅当 r 
是正交空间 V 到自身的同构映射 • 

证明充分性是显然的*关]=必要性只费证 T 足双射就够了 D 7_._ Ta = 0 1 

从而对一切 )3€ V fl 有 

fi 龜♦幸 fiTa.lp) = fiO.Tpy = 0. 

由于/是非退化的，因此 a = G . 于是 Ker T ^ O . 从而 T 是单射•由于 W 是有限维的，因此 
线性变换 r 也是满射，从爾 r 是双射 * ■ 

从同构关系的性质得出，恒等变换播班交变換•正交变换的乘积是正交变换，正交变换 
的逆变换还是正交变换* 

定理9设( V ，/?是特征不为 2 的域 F 上的 n 维正则的 I 交空间 */ 在 V 的一个基1, 
句 ，…必 下的度誉矩阵为 A ， VJ ： 的二个线性变换 r 在基 cr : A •…， a . 下的矩阵是: T , 则 T 
是正交变换当且仅当丁 

证明据推论2得 / r 是 」 E 交变换当且仅当下式 成立： 

K'AX = X f VTA T ) X ,- vx e F\ (23) 

由 于 A 是对称矩阵，因此 rAT 也是对称矩 _• 从而丁 " AT — A 是对称矩阵.于是据《高 
等代数学习指导书 （ J 册>》11苷的例8,从（23》式得出 * rVrr 二 /U ■ 

推论3条件同定理9■正交变换 T 在 V 的钰意一个基 T 的矩砗 T 的行列式等于1或 

1 ‘ I t i 1、 ■ 

征明 由于 T " Ar = A ，因此 ITPIAI 二 | A |_ 由于 / 非退化.因此 A 是满秩矩阵 I 从 
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讎 ，疆于是 I 丁由此穑出.丨丁1=1或一 I 由于线性聚換 T 在 V 的不闻綦下的 
矩阵是相似的*因此 T 在 V 的任意一个基下的矩阵讷行列式镩于1或一 U ■ 

行列式为 i 的正交变换称为第_挙的<或旋辖）.行列式为一 1的正交变换称为籯二 

类的， 

本节第一都分中讲的闺柯夫斯基空间 CR 1 */)!: 的洛伦兹变換 u 是第一类正交变换， 

^般地实线性空间 R 1 中，给定-个#退化的对称双线性函数/，如果/的正憤性 
揩数为 3(: 或 U* 那么称正交空阚 (》*/) 为一个闵柯夫斯基空间，其上的第一类正交变换称 
为广义洛伦兹变换例如，设 a= t.r 3 m :， jt * 〆 ^=( y \ * v- f v 令 

=- r - x,_vi ■[ : r ? jy : t jr t y 9 + C 24> 

爵看出 / 是靡退化的对称双线性函激 ，fL / 的正惯性指数为3,因此 （ RS 』 )成为一个 Pi 柯 
_斯基 空间， 据定理5,内积的 茈惯性 指数为3的两柯夫斯基空闾都是同构的 v 内积的疋惯 
性指数为1 的膊 树夫斯_空间也 都&同 构的。 


四、辛空间 

这-部分和第 K 部分中.域 F 的軲征都本等子2.不再每次声明 


定义10域 F h 的线性空间V如果指定 r 个斜对称双线性函数 /. 那么称/足V’ 
h 的一个内积（或辛内积）.称 v 是一个辛空间 ，记作 (V,/>. 如果/是非退化的.，部么 
(R/) 称为 正则的 f 丧则称为非正则的， ^ 

«|如 4 P 攀■对于 a =( 贫" 而 ( A , W •魏定 




^=泊，1 一 JTUl * 


( 2 5 )• 


显然 •/ 是妒上的―个非退化斜_双线性函数*于是 （ R : ■/) 成为一个辛 空间. IL 是正 
则的， 


^ 与正交空间一樺，辛空问中有向量的正交 •乎空间的 ，正交 /非空 子集的正交补，迷向向 


敎,迷向子帘间等概念,魏任一雅空子集的正交补是子空间.由斜叫祢双线性函数的定义 


立 即得出 */(<! 吵)=0 • V 释€ V ， 从而辛空觸研 ， 刀中每个非军向金都是迷向向瀟 * _辛 
空间是 全迷向的 # i( 

从 L 0.1 节的定理4立即得出： 


定理1 H 域 f | : " 维辛:？间 | ( V ，/ ;中 ff 在一个稱& . "…，茂，■占 ■ . v … * y , ,使得 

1 - /(3--D I * I — H … ， r; 

/(ft t 5, > = < t ^ ^ o < jl ^ I ShU * I 

/< 昃呼 > = 0 ，七 * —士 l .… 1 ^zrrk — 1 • 2$ ， 1$* 二 ， A »r’ 1 £ pi 


^ • ijfej = 0 * j ,k — ㈣ 
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學任意 ire V ，令 

_ 

A = 艮一 fia^M J , m > 

I ™ t 

则 ftl 6 w , 令的 — a , ，则对于 /€ U ,2, … ， m }, 有 

_ 

/( at ，忒 ）=/( at 色）一 E [/( di , D / 泣 *3,> — /(«， 在 ）/($ •■及 ,）] 

= Aa^ t ) +/( 4 >/( 吝 ，， $) = 0 , 

■E 

Hi /)= ( n,y — ^ Zfta ^ yfiSi^y - /( a , ft )/ d . u ] 

輯 .屬 ‘.‘- 

= f ( a *$- t ) - = 0 t 

因此奶 e 屮、从而 f 是7=说©评、 ■ 

容易看出 * w 是正厕 的子空间也是的必要条件▲当 v 是有限维的辛空间 
时 rV = w 0 w 的充分必要条件为 w &正则子空阿（据] 0. !节例 m . 

从定理12和定理10立即得到： 

定理 13 域 F 上有限维辛空间—定能分解成一些2维正则子空间与 i 维非正 
则子空间的正交直和。 ■ 

与 E 交苧间一样 * 辛空间也有同构的概念.目.辛空间的网构关系具有反％性、付称忭和 
传递性4 

域 F 上两个有限维辛空阔( V ,./)和〔 V %,/:)如果闻构，那么 v t 与 w 必线性同构_从 

rWK 与 K 的维数相同，反之，如果 V '与 V :的维数相同，那么它们必线性同构 p 是存 

在 K 与 v : 的一个线性同构映射6在6中取一个辛基4 4 j ■ … u “ nt 在 

V . 中取一个辛基确4 十… ，木本 _ T ： Kl ，". m ■设关于 Vl 的上 述棊和 V * 的上述塔的矩 

阵是 Bi / i 在 V !的上述基下的度量矩阵为 Ai ，/:在 w 的上述基下的®緣矩 阵为為 n 任 

取，设(》， 卢在 V t 的上述基 " F 的坐标分別为 H 脚 at ( a ) 在 K 的上述基下的 
坐标分别为松 T , BF . 于是 

，（a •和矣 m , • 力 

/ zM ^)^( p ) =(财 / AJiiV ) = X ' i & A . BW . 

据 iO . UV 例 13 的结论:“特征不为 2 的《 F 上两卜《级斜对称矩阵合同的充分必嬰祕 
&它们有相同 的秩' 因此有 

^1到 h 的线性同构映射 a 是保距同构 
㈡ f \ ( a^y ^ / i ( tf ( a ) ) t V * i /3£ V 

« v^.vep ， 





㈣ e*A ,— eI ( B r A t B >e y * j 1 •” ， w 

㈡ A l ( M >) = { B ^ A r B ){ i f j) l = 

4 =^ 八 1 = 0 ■ A : G 

㈡ rank ( A t ) = rank ( A s ), ( 3 !) 

于是我们证明了下述结论： 

定理14域 F 上两个有限维辛空间 （ Vh /, ) 与<1^八）同构的充分必要条件是与 
V ,有相同的维数*且 / t 与 / i 有相同姆矩阵秩 . ■ 

推论 S 域 P 本两个有限维 正财的 f 空间间构的充分必要条件畢它们有相同的维数。 


五、辛变换 

定义11设( V，/!是域 F 上有限维正则的辛空间# ±钠一个錢性变换 B 如果保持辛 
内积不变，那么称 B 为辛变换， 

类似于定理&的证明可证得下述结论： 

定理 1S 设 ( 矿，/〉是域 F 上有限錐 E 则的辛空间•则 B 是V上的华变换当 fl 粗当磨 
是平空间 Z 到自身的一个闻构映射， _ 

从同构关系的性廣傳出•恒等变换是辛变换，辛变换的乘积是辛变换，辛变换的逆变换 
还是辛变换 4 

设 B 是，，维正卿辛空间 （ V , />上的一个线性变换 •在 V 中取一个辛基^,…，次. 
<5* f ^ f ••各，，则_/在这个基下的度世矩阵/\为 

a = 

设《在这 t 袪下的矩阵为 b •由 a n 式立即 hj 到： 

定理I 6 设 ( 1，./>是《维正则辛空间，_¥上的线性螯換兹是辛变換当且仅当 

wm a , ， m > 

1(: 中 B 是在V 的辛基 私 ，… u _ ,… .a r F 的矩阵.个形如（32)式 a . _ 

定义12域 F 上的"趣矩阵(，户細如果满足 

= A. 4 二 > I 

其中4形如 （32) 式.那么称 B 为辛矩阵， 

推论 6 域 F 上的”级矩阵 U = 2 r ) B 如果是辛矩阵 H 么 |£ E | = j 或 一 ！ .. 

证明 设 fi 是辛矩阵*则 I B'AB | = \ A \\ 由于 1 A 卜1，因此1 Bp 二 • U 从而 
T B I = 土 1 _ tit 麵 
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下面我们将进一步证明辛矩阵的行列式一定等于 1 • 

设 A 是 F 的最小 子域，考虑域 Ft 上 v 元多项式环 Fi [>U ， 心1 * … ，而 "* …，❿ * 
…,上的斜对称矩阵 

f 0 Xi * 

-Xit 0 

G = , • 

► 響 

« * 

— - X U — X,.… u J 

V 1 ,? 孑 "' \ ' ' ■ * 4 ^ 

用 E 表示 n 2 元有理函数域•则 G 也可看成是域 E i： 的矩阵，由于 char F 尹2,因此 char F t 
#.2 a 从而 char E 关 L 于是据 10 J 节的例 12 得■存迮 / U s : ， f . A 丄胃 > t E . 

使得 

det ( G ) = / MjCii . x " C :0 




-Tt i 


-T" I, 4 | 


a 


(34) 


设 


f(^it 


，… 


¥ 


« ■ » 


* X, 




it ^ 


■■ 


■ -flu 




f 




^ Cx lr •… -jTu 
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其中 g . h & Ftl^u *•••,‘], 且 k = 从 (3&) 式和 (奶) 式得 Vdet ( G >=#. 从而 

由于 = l , 因此 々 If 从而 

/(: i ” … € Fi[>ip … *_ r _] •卜 i : (37> 

由 T - /« j *:. ,.，，•〜 ，…，是由 de ;）_ 定的（在」 / 和一 / 中取 定捭中 的一个 ）， 因此把 
f ( jr\ S , *** * j ： i m ，"，0^1,„>记成 /( O ，于是 (35) 式可写成 

f CG ) = det ( G ), C 38) 


现在设 S = ix ^ Cjch , * x m ”是环 Fi[x n *•■•，*x-] 上的任一 w 级矩阵 ，则 S f GS 仍蠢此环上 
的斜对称矩阵 。 设 


0 


h [2 (‘ r f i * … *; r _ > 


S'GS = 


h is (JTii • 



hj m Cj^ii * a * ) i 



h lu {sn ， 咖 > 

_ 

« 



— fci _ C^ii * Xt « > —Whn ( Xu ， … , jc „ ) 
不 运 / [ 馬 1 ，#“，*’* •Jit II» »i 分别用 Uin，，•，•」_) - /i n i-ry t 
代人，从 <38 ) 式得 



t … m JT,) 


于是 


/ HS ’ GS >= detCS ^ GS ) =Xdet S)*<det G ) L 

=(del (39) 

/< S f GS ) 角 土 （del G ), %, (40) 


设 


7 r >4 


* 


» 有皮*的线性空间 


,4 


o 


L 0 




0 


0 


響 




f 


( 41 ) 


<42) 

det (/1) = 1，因此广【,\) 


■ Hr dP 

分别把 /U /i j ? 冗 ig 作〜， t v 取名项式 〜 (J … * .r f 『 ) ，使拇 〜 Ut i ■ .…、 a … > 

假如 

JXS . GS ) =— (det S >/( G ) f 
不定元 A "…， 4 分别用 a , :u ，… a •代人，从⑷ > 式得 

f(l/A I M ) (de* I M )fiA) ♦ 

由此得出. /( A > = — /(vlK 干是 2/(^\)=0, 从 <38> 式得 
#0，从而 2/ MX ) 与 char 矛盾 a 所以 

1 f(S^GS) - (det S)/(G). ui} 

一设 A ) 是域 f _ t « U =2 r〕 级辛矩阵， A 是形如 (32) 式的斜对称矩阵，圮 a 的（~》 

兀为，取多项式 Mm •….』•>使得〜（如 ••*. ,(|_ ，1 不定元，…, 心 

分别用 <i u ，… • 代人-从 （ 43 >式得 

/Cfl AfJ ) = (dtt ,(44> 

由于 B ， AB = A . 因此从 U4) 式得, /mXdet 和/⑷*由予/< A) 拥，因此 det B= I 于 
是我们证明]% * 

定理17辛矩阵的衧列式等于: L _ B 

典型例题 


例 


HH 卜 a 二 （ j 卜』 •) ,p = ( v; )、定交 


/ < atfi) ~ i ™ xj* 

(1) 证_ ! 【 粑，/?暴—个正则的正交空间 ，盘翁 ( •备是它的一个铒准正交基 ? 

(2) 设 f 上的一个线性变换•它 在基 &心下的矩阵为 


# 


T 




V 2 1 


证明： r 是 （ r- ， N | 的正交变换^并 m 求 r 的全部特征值和特征向曩，磁萌 r 的特征向量都 

是迷 向的 . ，」\ b V,C 


证明 ci >显然/是妒上的一个双_性函数 •它在 基&南下的度量矩阵 a 为 

/( H ) /(«| ~ s ：) > \ 0 

/ ( A f Sr ] J jfCCl .於 ） (0 — I 


A 


由于 A 是满秩对称矩阵，因此 / 是非退化的碑称双线性函数.从 Jjffit : ,/>舞一个正则的正 
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交穿间。 :： V ， ” 1 > ^ 

从/的度量矩阵 A 符出 I 心是 (R • / >的一个标准止交袖 
m 由于 


TAT 


Ut 


41 


0 


\41 


0 




1 0 
0 — 


A * 


囲此据定理9得， r 是 （ H *，/) 上的正交变换 


XI - T | 


== 


A ——^2 


卜41 


-zSx + i 

= [A —（>/2 + 1 )][ A — (^/2 — 1 > j 


因此 r 的全部特征值是及 + 】 


解齐次线性方程组(〔在十1)/ — t)jv = o * 得一个基础解系 ： n , i 人因此 r 的 a J 

« M. 

及+1的全部特征向量为 

k ( iAr \ e r a > ^0? 

同理可求出 t 的属于 Vf _ i 的全部特征向 B 为 

Hi , - n't A € R 且 A 关0, 

/ < a ,«) ― k 1 — k 2 =01 — k 1 — C — h ) 1 = 0, 

因此 T 的所有特征向 ffl 都是迷向的, _ 

点评从例1 的第（2>小钃看到•正交空间（妒*/)上的正交变换 r 的全部特征值为 

及十1,# 一 1，而欧几里得窆间\_上的正耷变换如果有特征值，那么它的特征值必为1或一 
I * 由此看出:正交 i 间上的正交变换与欧几里得空间上的证交变换是不一祥的. 

例2设 ( V . P 是特征不为2的域 F t 的 n 维正交 空间， W 是它的一个 IH 则子空间. 
证明 * 存在平行于 W 丄在 W 上的投影 P , 且 lmP = 屮，称 P 是 V 在 W 上的 
正交 投影* :?. 

证明由于 W 是 (V,/> 的一个正则子空间，因魏据定理3得 V=W_ 、从而赛在乎 
行于 W 1 在评上的投影1%对任意 dtK •设《=!!〗十叫，€ W,cr a € W 丄 ，则馬 = fll * 从而 
Pai^a, ,Paz = 0 ^ Qi ^ W, ai eW ^ 因此 Ini P = W , Ker P ^ W 1 w 叫 

例 3 设 ( V,/) 是特征不为 . 2 的域 F 上的 it 维正则的正交空间 1®— 个非迷询询置, 
用 P 表示7在<#上的正交投影，对于任廐 a 6V， 求 Pi ，/ 



Ufnft 砑的线性空间 


W 由于7是非迷向向量*®此¥是0,/>的一个正则子空间 • 从而 


( ⑹丄_对于任意 a € V ，有 a = m +aEi fit ] 6 < ijr ) € r (^ i L P 据定理 3 的证明过程得， 


ft 


例 4 条件 i "] 例 3 # 争 




C 45> 


2 P 


(捕） 


证明〆 ; 遥 d/> 上的第二类正交变換，祢 G 是关 f 超 f 而⑷，的镜面反射 

证明显然 C 是 V _ fc 的一个线性变换 •由于 (<5>丄 ，/ UtjP ) 是正交空间*因此在 
中存在一个疋交基饵，…，办 f 从而巾.免，…，％是 < V ./) 的一个正交 I 


=岣 一 m 


Ztj 


% ^ ^ ^ 21*^( = ?/■ ， i — 2 
子是 G 在 ( V，/>的 |K 交基％，…， F 的矩阵 G 为 
. Q ~ diagi — 1 * 1 . …， 1 } # 

/在正交基 9，$ * … F 的度■矩阵,4为 


3, 


/I 二 diagic /, , d t .^} 

其中沁 = f\n) “i =/(争.予 >， ㈢ 2*3 •…由于 

Cr AG ^ GAG — AO 1 = AJ 


A . 


因此 G 遨 （ V ，/) L 的正交变换凼于 IG 彳二一 1,倒此 G 是第二类的 。 ■ 

例 s 设 （ v %/) 是域 f 上 n _正则的正交空间， r ：®： v 上的一个正交变换，症明 ； 如寒 
7的子空间研是！"的本变子空间■那么财」也是 T 的不变子空间， 

证明住取丄， rjw 是 w 上的一个线性变换，由于 f 是上的正交变换，因 
此 r 是单射，从而 r | 撕是单射.于是 riw 也是满射„任给身 € W ,# 在 wv 使得 

!>=/?* 我们有 1 I «M iitii 厂 -〆 

( fftTa ) = Ciyvlg ) = <^, a ) — 0* 

因此办 e 妒丄 • 从前是: r 的譯^乎 i [甸 • ■ 

，例6课 ( v ，/ j 懸特征不为2 的着 的公维正交龟网，如果 ( v */> 是证則的而且是 
迷向的，那么称它为一个双曲平面 (hypcrbQlic plm ^> ，证 明； 2维正交空间< V \/) 是双曲平 
面当且仅当 V 中存在 〜 个龜•使得/在此基 的度進矩阵 4 为 






: 0. 


罾 


U 7) 


证聃充分性设 V 中存在，二个基说, .吻， 使得/在此基下的度迸矩阵为 A (见 ( 47) 
式）‘ 由于 A 满秧 * 因此/是非退化的 ，从而 ( V \ f ) 是正则的„由于 




la 
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因此 cti 是 迷闻向 M •从而:汊,/>是迷向的,所 6 JKV ,/〕 是双曲 平面. 

必要性设2维重交空间（1/>是双曲平面：由于 CV ,/> 迷典•因此存在且 
使得 / u ， d =0_ 把*扩充成 V 的一个塞则/芘_41破下的度 镟矩阵 0为 

— / 0 f ( a' 0 、\ 

由于 CV ,/) 正则.因此/非 退化. 从而 /( a , 辦共0_设 /( a ，於令7二则 

— /( ot ^^ 1 ^) — u 1 — a 1 a — 1 * 

観然 仍是 V 的一 个基. 若 jT ( y .7)= a ， 鹰/在基 < r ， y 下的度啬矩阵 A 为 


1 ^^—- 


1, 


_ f Q I v 

叫 10* 


若 ，(>^30二(尹0*则令 5 = 7— 易知。及邊 V 的一个基由 f 

fia , dy = fia.yy - ^/ Co . a ) = u 

/(*,*> = f(t,y>- f/(y 飧 ) 一 jfiarT) 十 j • 


f ( a * a ) 


_ I —- 


€ 

~2 


0, 


因此 / 在基 adT 的度置矩阵为 A . _ 

例 7 设 ( V ，/) 是 n 维正则的辛空间 U ^2 r >, B 是 V 上的一个线性变换，证明:是辛 
变换当且仅当 B 把辛基变成辛基， 

证明设布，…,…，夂 eJI ( V _/) 的…个辛基 * 则/在此基下的度激矩阵 A 为 


/> 0 


设 


jB (為 •… 眷表 ，秦】， … f 5^)' = C 在 1 * ■ ■ ■ » ，在 -1 ， … ，在 — 


f 4 8 > 


必耍性设1#是辛变换.则 A^i B H ^空间 （ V ,/ >到自身的一个同构映射 
从而拋 I •… H .…•故，也是 V 的一个基.此时< 18) 式也表明基 私，… H … 
占肩基 J ? A ,+，.， RW ^ 卜…，酚，的过渡矩阵是于足 ./ 在基….技^跗_ : ,… 

W - r 下的度量矩阵等于 B ' AB = A „ 因此，…，“的辛碁 • 
充分性设线性变换 B 把辛 ： i A ■… U s ，… d ,变成辛基即』 _ — , U ^ .职 i .,” 


叠 


% 



_ 
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第 1(》 茕讪抑嗖 t 的线性奋叫 


« 则（ 4 幻式表明从第一个基到第二个基的过漉矩阵是 B . 于是/在第 Z ： 个基下的度量 
矩阵 H =泡^4丑 • 由于第二个基 K …，槪•谢， t …,麻„,也是 ( V ， /) 的辛基•因此/在第 

二个翁下的度量矩阵也是 A s 从而所以 B 是辛变换. — 

例8设 


A 




i 

， 

f r 

1 . 

0 


证明由于 = 因此 A L ' l 从而 
B 是辛矩阵 M 

冽 9 设 B 是 2 r 级矩阵，把 B 分块写成 


A(B MX 


B 


其中珥是 r 级矩阵二1,2, 


Bn B i2 

Bjj 

证明： B 坫辛 矩阵的充分必要条件 避 

= B^Bn , 


证明 B 是辛矩阵 


好 lV 丑 M - 一 BjlBll = 

肖 BV\B = A 


f 


㈡ 


B " B/n 
Bi ； 


例 m 


(1) H — d\^.g 


r = B -i/? !!1 ， 

BjjSjn — S/jBu 

诬明 F 列矩阵都是务矩阵； 

o 1, f o a 

1 0 0 


1 

f Q ^r' fBjj B U 

， ， 

f 0 l t 

J 

"Jr o B n Bn 

, ^ k ^ 





(49) 


< 50 > 



/『, 


.其中 f 2 肌个 2 级子矩阵 ; 




0 L 

— X 0 


(3) 


0 


h 


0 



4( 




A 


: 3 I n 
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# 


0 0 0 J 

0 0 — J 0 

0—100 
10 0 0 

证明（1>令 

B = 

其中 B v 是2出级矩阵 “,j = L ,2, 则 B "= dbg — (一?二)，… ，(— ; J ) 卜其中含如个子矩 

阵 = ，显然满足例£1 ( 50 〕 式中的第一，二个等式 t 关于第三个等式, 

由于 






用例 y 的记号 


f 


By —— 


0 | tB ^ = 0, 雜满足例 9 的 


<50)式，因此所给的4级矩阵是辛矩阵„ 

例 H 设片 U ) 是 2 r 级辛矩阵 B 的特征多项式，证明 


_ 


gw = Am 

证明据例8得， B = A W / A . 山 f 因此 




^0)^1 A1 - B I=- I A/ — A I ^ ( It - Ur'f [_ 

H AJ — 矿 * I = X 2r I | = A ?r 1 fi -' ! I B-A 1 / J 

— A" r (— l) 2r I A I— B I = A^(A 1 >. i r» ， _ 

例 U 设 B 是实数域上的化级辛矩阵 , 』是 B 的特征多项式的一个复根■证 明 ： L . 
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第 m Wrfif 度1的缠性空_ 


部是 S 的特征多项式的复根， 

证明设 gGOft B 的持征多观式，由 f B 是实矩阵，因此 ifUiJERU ]. 据例11得. 
ff ( A )= A 2 ^< A ~ l ) g 由于辛矩阵 B 可逆，因此&尝0 = 于是 

g(kT l ) ^ Ar^Ui) = 0, 

从而 A 「 1 是发 U ) 的一个复根，显然 X 7 是震(；0的复働，于是 X ：— 1 也是 WA ) 的一个复根_ _ 

习题 10.6 

1_设1 _/) M 例1中的〗 EW 1 E 文空是 H h 的一个线性变换 J 在 （ R 、/) 的标 

准正 交基扔 rf * 下的矩阵为 T * 证明： T 是(祀，/)上_交变换当通仅当 T 是下列4种形 
式的矩阵之一 t 


t |#一1， 

4 

t — v^ s 1 1 

V ^ f 1 — 1 t 


— — 1 t 1 

J 

t — </f * — 

I 

t */ i 2 — 11 

i 

— 1 ~ t 


— \! 夺— i — i 


其中 r 为前两种矩 阵时， r 是第一类的!当 T 为后商种矩 阵时, r 是第二类的， 

2•第]理中的线性变换 r 为正交变换时，求 T 的全部特征值 a 

3* 说明例〖中的 |:R .“避一个双曲平面，并巨求它的一个基.使得/在此 ffi F 的度撤 


矩阵/ I 为 


0 



4 .求第 3题中双曲平面(粑./)的所有迷向向量„ 


「 L 设 ( R 1 ，/) 和都逛何柯夫斯墨空间.且/和片的止惯性措数都为 3 t 或都为 


]) -( 4 ，/)到的一个同构映射为 IV 证明：若 T 是 < R \/) 上的 一个正 交变換，则 
rfv 」 是上的-个正交 变换， 

6 * 设以^…是一个闵柯夫斯基空间■内积为 ， L ^ • 


g<firp^ ^^-Xiy v ~^x t yt + Xi yi +Jt 4 _y, ， 

其中 0 f = ，心 ，_ r : V 义， 3 ^， ys .% )、 求《緲■兒)上拥一个广义洛伦兹兹换 • 

八设 （ K 4 ， / >是一个实数域上的辛空网 . 辛内积为 


= x k y z —x z y) T 

K 中 fl = ( h 】 ，0 是 tt t 的-个线性奪换，它在基免 ， c 2 下的矩阵为 

证明： B 是 （ R s ，/> 上的辛变换当且仅当 | B | 篇1, 



* m , 7 iE 交 群，酉 群 ，辛群 • 7 H _ 


8,第7麵中实数域上的辛空间（於 •/), 其上的辛变换一定有特征值吗? 
!>. SS = dkg “ — ； ：)，(_: :)，(—：：)卜试间 : B 是辛矩阵吗7 

*10.7 正交群，酉群，辛群 


HK 7 . I 内容精华 

我们已经知道，〃维欧凡置痗空间▼上所有正交变換 SI 成的集合具有这些性虜 r 正交 
变换的乘积还是 S 交变換，偃等变换是正交变换 * IE 交变换是可逆的并且它的逆变换也妃 
正交变换；何是爪交变換的和不一迨是正交戋换(臀如 J+C — 1)=0 不是正交变换），实数 
与正交变换的乘积不一定是 IE 交变换 C 例如 2 J 不是正交变换 ) a 这说明 it 维欧几里得全_ 
V J : 所有正交变換组成的集智只有…种遍算:乘法 f 它满足结合律；恒等变换屑浐这个集 
合:这个集合的任一元素可逆且逆元素也在这个集合、类似 地,? I 维酉空间上所有酉变换 
组成的集合 * 域维正削的正交空间上所有交变換组成的集合 •特 征不为2的場 F 
上 2 r 维正 ■辛空 间上所有擎变换组成的集合都具有这样的性质，由此受到启发•袖象出 
群的概念： _ 

定义1设 G 是一个非空窠合,如果在 G 上癍义了一种代数运算 I 叫做乘法，并且_足 
下 列法则 1 * - 

I " < t ( bc)^(abh , Vtf (结合律 ） t (1) 

2‘ G 中有一个元素 h 使 得“价 • - 

• 、• L r . u I —•'、*: m ^— a £ = a , u V a ^ iG -^ J 11 «J ’ ' I <2) 

r 对于 g 中每一个元素“都有 g 中…个元索 a , 使得 ，： 

ah = fxi — (3) 

那么 G 称为一个群， “、 I s 

容易证明，群 G 中满足 (2) 式的元素 f 是唯一魴，称 er 是 G 的单位 元索； 对于 G G 
中满足 Q >式的定蒺6 提唯 一的，称是“的逆元素 * 记作 o 4 b 

如果辟 G 的运算坯满足交换律.即 ' | 

冰= fa » ^ a 9 §30« t \ ^ ? - 4 ,、y \」 r : 卜 , 

那么称 CJ 是交换群，或 Abel 群，彳 i ' 

对于交换群 G ，有时把运_叫檝加法，此时 （ 1 KC 2 >、 f 幻式的_作相虛的变化•例 
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如中的单位元素^记成0, (2 >式成为 

• , t … 0+a — a+0==dt Vfi £ G # 

由 i •群 G 的运算满足结合律此对于任意 aGG ，可以定义 Cl 的方 幂：设 ,则 

del 

«_ _ m .“ a . 



a di?f ’ ， 

dcf 

a M ( a * 1 

容易验证， 

a rt a "={ a m ) m = a' n,m 6 Z* 

注意，一般地•（必)，'#“％'对于 At » d 群 t ; 才有 vue 仏 mez 。 

若群 t ； 的元奪只有有限多个，则称 g 是有 限群， 此时 , G 中元素的个数称为 g 的阶+ 
记作 ] d 

«维 欧几里 得空间 V 上所有止交变换组成的集泮对于映射的乘法成为一个群，记作 
0( v > I 行列式为1的正交变襖组成的集合对于昧射的乘法成为—个群，姆作 SO ( V ) « 

TJ 维西空间 V 上所荷拽变换组成的集命对 f 映射乘法成为一个群，记作 u ( V ，行列式 
为1的酉变换组成的集含対于映射的乘法成为一个群怍 sum . 

域 （L ’？ 维正则的正交空间 （ V \/> 〗 ■所 有正交变换组成的集合对于映射乘法成々— 
个群.记作 CKVS /), 

特征不为2的域 F 上 2 r 维芘则辛空间 ( V ，/> 上所有辛变换组成的集合对予映射乘法 
成为 二个群 * 记作 Sp ( V,/U 

域 F 上#维线性空间 V 上所有可逆线性变换组成的集合对于映射乘法成为一 个群， 
记作 GLCV ) t 行列式为1的线性变换组成的集合对于映射乘法成为一个群，记作 SL(V) • 

域 F 上所有〃级可逆矩阵組成的集合时于矩阵乘法成为-个群，称它为域 F 上的 w 
级一般线性群，记作 ，' i 1 :> > 

域 F 上•所有 n 列式为]的《级矩阵组成的集合对 - P 矩阵乘法成为一个群，称它为域 F 
上的 U 级特殊线性群，记作 SL ( n , F ), 

实数域上所有《级正交矩_组成的集合对于矩阵乘法成为一个群，称它为实数域上的 

n 级正交群，记作0(«)，行列式为1的”级正交矩阵组成的集合对于矩阵乘法成为一个 
群*称它为《级特殊正交群.记作 so («>. 

所有" 级酉矩阵组成的集合对于矩阵乘法成为一个群 t 称它为„级酉群 ★钯作 mny 、 
行列式为1的》级酉矩阵组成的集合对于矩阵乘法成为—个群，称它为《级特殊酉群，记 
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作 

设域 F 的特征不为2,取定域 FJz …个 M 级可逆对称矩阵 A ，令 

OCA , F ) = ( T 6 GUn . F ) \ TAT - A }. 

则 0( A , 对于矩阵乘法成为一 t 群*称它为域 F 上的一个 n 级正交群。 

当 F 取为实歎域 * 且取 — 1，/>+夺二《，当 q ^ O 时 ‘GtA，R) 称 

% ~ V — ^ " VT -^ ’ *• 

g 个 

为 H 级伪正交群•记作 O ( p . qy，M q ^ 0 时 ,()(A,R> 就是实数域太的 fl 级 压交群 Otfi), 

特征不为2的域 F 上 2r 级辛矩阵的全体•对于矩阵乘掛戚为-个群 * 称它为 2r 级辛 
群，记作 Sp(2r,F>- 

域 F 1:的一般线性群 GUtH , 持姝线性群 SLU . F ); 特征不为2 的域 F 上的正交群 
<XA，f >，辛審 SpC2r_F> f 实数域上的 正交群 0( n ) •特妹正栾群 SO(fr) ,以及复数域土的酉 
群 U(n>, 特殊酉群 SU(«> 都称为典 型群。 

定义2如果群 G 的推空子集 H 对于 G 的运算也成一个群，那么 H 称为 G 的子群， 
记作 H<G, 


定理 I 群 G 的舺空 F 渠 f / 是-个子群的充分必要条件是，由这必■珥以推出 

ah 1 6 H . . ,. 

证明必要性是显然的•现在证明充分性 d 由于好非空， K 此 H 含有一个元素认，由 
已知条件得，如 fc eH , 即显然 e 也是 H 的单位元_ 

任取托 H , 由 e 、 b £ H 得到 eh~ y € ff ,即办- 

任取 f H •由上述知 ifr 1 e H • 从而 r ( n 〜 1 € H , 即功 e W •这说明辟 G 的乘法限 


制到 H 上是 H 的运算，结合律是显然的， 

综上所述， H 是一个群，从而 H 是 G 的一个子群_ 

显然41」/“/^<01<",下）「0(«)<01山1^80(«) <0( «), LH fiXGl.Cii.C - ; 
SIJ ( « ) U (,i 1 • 设 C tmr F 尹 3 , 爾 

， - O (A *F) (: Sp( 2 r^ F) <； GLC 2 r,F) n 

乂有 tK 户巧） < CGL ( 卜 R ) * ,.-： 


定义 3 设 f ; 和 （广是 两个群，如果存在 G 到 ( 7 '的一个双射^使得 

• P / r . % i iil mab^ = f ^ V a ^b £ Gt ? r “ 乡 1 1 

那么称 WIG 到 G ' 的-个同构映射 C 简称为同构 h 此时称 f , 同构于 GVH 作 
命题1设0是群 f; 到辟 r/ 的一个同构映射，则 


(4) 


疗 “）=/ ; aiu 1 } - d(<i)^ , V a e 


证明任取《 ' eG、 由于 a 進满射. 因此# 在仏 G *使得从而 
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( 礞 — &{e)aia) — ) — tria) = a\ 

鬨理有 aVU) = /, 因此 del 是的单位元素，即 dif)= 人 

由 f 9 < a ) 0 (a ^)—〆,且同理有 tf(«T■ ><r(a) 二〆，因此次 (d 1 >是 a ( a ) 
的逆元 *B)J 1 • m 

r 不难证明•群的周构作为番之间的一种关系.具有反身性，对称性和传递性， 

在域 F 上的”维线性空间 f 中取定一个基后.V上可逆线性变換与它在给定基下的 
矩阵 （n 级可邀矩阵)的对应 u 是 GLm 到 GLOr.F> 的双射 .通保持乘法运算•因此饮是 
GLm 到 GU « ,们的一个同构映射，从而 

CUV ) ^ GLCm * F ) . SL ( V ) ^ SLU ， F ). 

«维欧几里褥空间 V 中取定一个标准正交基后， V 上正交变換与它在给定的标准正交 
基下的矩阵级正交 矩阵》 的对应是0(\0到 O ( rt ) 的一个双射.且保持乘法运算•因此 

0 ( V )主 0 ( H ), som 逆 s _). 

”维酉空间 V 中取定一个标准正交基后. V 上酉变換与它在给定标准正交基下的矩 PV 
级面矩阵 》 的对应是 u ( w 到【山^的一个同构映射.因此 

m V )兰 UCny , SViV ) s SU ( rt ) , 

在特征不为 2 的域 F 上的 rt 维正则的正交空间 t v, /■) 中，取定一个基后-设/在此_ 

下的度 IN ® 阵为 A ， 则 ( V ，/> 上的 IE 交变换与它在此蘖下的矩阵的对应是 o ( V */) 到 XKA , 
的一个网构映射，因此 • 

0<Vt/) s 0( 儿 F>, 

在特征不为2的域 户上的 2r 维正则辛空间（V，/)中，取定一个辛基后 ■ (v,/v 上的辛 

变换与它在给定辛基下的矩阵 (2r 级辛矩阵)的对应是 SpCV,/) 到 Sp(2r.F> 的一个同构映 
射，因此 

】 • • Sp ( V ,/) s SpC ^ r + P >- 

设 O 是任一非空集合， D 到自身的所有双射组成的集会•对于映射的乘法成为一 

个群，称它为上的全变換群 & 的任一子群称为|3上的变換群 b 当 n 为 n 个元素的 

有限集含时，到自身前一个双射称为一个 n 元置换,0上的全变换群称为 n 元对称群，记 
作的子群称为置 换群- . 々 \ ,；； 

历史上对群的研究最早是从置换群和变换群评始的•〗771年 Lagrange 豳发地采用置 
换群以 痹决用 根式解代数方程问題 • 17的年 R u fRii 拉 SM 年 Abel 继续这 —X 作，直到 
1830年， Galois 自觉地应用群的思想(群的术语就是他首先引进的>彻底解狹了这个问题， 
&E 明了一般的五次和五次以上的方獲不鼸用根式解 ； 并且給出 了丑次 和五次以上的方程飽 
用拫式_的充分必要条件，与此独立，19世纪中叶.出现了多种“几何 " ,霖要弄清楚到底 
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汁么叫做几何？如何对各种几何分 fc ? M 72 年 Klein 提出 f 著名的 Erlangen 纳领4|变 
换群来对几何学分类，他指出 r 几何就是研究空间中的图形在某个变换群的作用下不变的 
性质，到礙雜末叶 •人健蠢识覉 ，在数学_不同领域中独立存在的群论趣龜•在原则上 
晕统一的》这种想法引起了研究抽象群的概念， KisUy , F 抑 btnUmDyck 等最早从事柚象 
群的研究， Schmidt 于- me 年出版了抽象群论>的书于遥群沦成为代数学的 一 t 重 
軎分支. 

下丽的定理说明了袖象群与变换群的密切关系， 

定理 2 〖 Cayl 巧定理）任何一个群都同构于一个变换群 

证明设 GS — 个群，对于 G 中每个元素 a , 定义集合 G h 的一个变换 I 如卜 s 

— dr, V x £： Gt <S> 

令 Gl ^ ( ( Th (^ £ G } * 

首先证 明心是 G 到自身的双射，为此只要证&是集合 G 的可遒变换 0 因为对一切 
有 


1 itO (I) = (?〆! (a^> = a^ 1 tffa:) = 

-j >(x) = ^ C a x} — aia ' 1 Ji )■ = a; * 


所以 1 ， 久与〜 .都 MG 的惊粤变換•从 ffiU 是〔；的< 逆变换 . Mc ^ i -卜：•，： 丨 
其次证 W G t 是集舍 G 上的变换群,即要证 G L 是別⑺ 的一 个子群 • iffi 已证 Q 是 
SCG ) 的一个子集 ，显然 非空，任取久.办 € G f .因为 


所以 


(^*)± = 4 ( 62 ：) = {aB)j ： ^ 办（ X), VX 6 Gt 

氣 = ff ^ * st ^ •办 e 1 ;■ 



子 1 是 办 < 爲 》 1 & ^<? 4 I ! C-C?i|t 

这证明了 Gl 是 s ( g ) 的一个子群_ 


M 后证明 OGp 令 




a 


M 然0是 G MGl 的满射.如果那么 


• w J - $ 


a 


o ^ Ie ) = = b 


f 


桐、 ★ ： i 迅 d 


<7> 


因此 0 是単射。又从 （5) 式知嶒保持运算•所以於是群 G 到 Q 的一个同构映射 - R 而 

G ^ G l , ■ 

内就是把 G 中每个元素用 n 左乘，称是由充素旮引逸的左平移，抽__ 与变换 

群 G t 词构， 意味着抽象群 G 获得了一个具体实规 ■ 因此把变换群&餘矣#6的左疋则 

表示， . ；T - Ai u ^ " ' ；v « ■ * 




如果定义 

r„ (^> =加 1 ， Vjt g Gr 

那么同理可证， Gr k€G) 是藥合 G 的一个变换群•并且 G^G* # 

起的右平移 t 梵换辟 G 称为群 r， 的右 JE 则表示， ft(8) 式中之所以用 
ita 对应到^的映射保持乘法运算 

( T^Ti ) Cx) r a ( jA 


称为由元家《引 
右乘 A 是为了 

由于 Vx 6 G •有 

) — (jcb 5 )a 1 = x(ab) 1 — (x), 

闶此 = r ^ * 

推论 1 任何一个有限群都同构于一■个 tt 换群 # ■ 

想了解更多关于群的知说的读者可以参看丘维声 编著的 f 柚象代歎基硪 K 高等教育出 
飯社2003年出版)第一章， 

大家熟知，等腰三 〖 fi 形是轴对称图形，底边 j -_ 中线所在的肖线/是它的对称轴.即生关 
于直线 i 的袖反射下 ，等厭 三角形的像仍是这个等腰三角形，也就是等爾三角形变成与它 
自己重合的 图形， 等边三角形除了是轴对称圈形 (它有 三条对称轴）外 •坯 是旋转对称图 
形，即在绕等边三角形的中心 O 旋转【或2 4 0%或 3 W > 下，等边三角形的像仍是这个 

等边三角形，也就是等边三角形变成 与窃自 己重合的圈形 t 从这些洌子将抽象出度量圈形 
的对称性的一个有力的工具：图形的对称群， • 
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们的乘积 * 然后£证 y 等或 r . 或 G — i * 2 * 3) >,因此这6个正交变换组成的 ft 合 h It 

是等边三角形儿 SC : 的对称群4用类似的方法可以 得出： 

命题 2 设 r 暴平面圈形 * 把围形 r 变成与它自己軀合的图形的所有平面正交变换组 


成的集合 G 是 n ( v ) 的子群，称 G 是明形 r 的对嚤群，其中 v 是平面 
命题2表明，图形的对称群可以度 M 图形的对称性 ■例 
如 t 等边三角肜的对称群 G 由6个正交变换组成，而等腰三 
角形的对称群只有两个正交变换: i ， r ■其中 t 是关于底边上 
中线所在直线的轴反射 • 直观上 知道, 等边，形比等腰三 
珩形 ® 对称性 = 现在 Hf 图形的对称群的概念.等边 三角形 
的对称群比等膣三角形的对称群“大 '由此认识_:群是认 
识观实世界煅深刻的规律性之一一利称性的有力武器 • 

如图 10-4 所示、正方形 im ： T > 有四条对称轴 ，一 个对称 
中心0,用 n 表示平面关于直钱乂的轴反射」=1,2,3,4:用. 

表示平面貉定点 O 转角为90 15 的旋转__可以证明把£方形 
A BCD 变成与它卜〖己蒉合的图形的所有平面正交变换绀成 



■ 10-4 


的集合为 


G = ^ *ri fti *ri } t 


于 ftG 为正方形 ASCD 的对称群，它含有 8 个正交 变換， （注：关于证明把正方形 ABCD 
变成与它自己重合的图形的乎面正交变换X —定厲于可参看丘维声壤著的《柚象代数 
#础》第 U 页例 M 


10. 7.2 典型例题 

例1设 A , 朽是特征不为2的域 F ’ 上两个合同的级可逆对称矩阵.诬明 ：0(/ UF > 

t 1 ___ h 

证明由于 it 级矩阵 A 与 B 合同•因此它们可以 _ 成是域 F 上〆维线性空间 V 上的 
同一个双线性函数/在V的不同基下的度童矩阵„由于食们是 钉逆对 称矩阵，因此/是 
非退化的对称双线性函数•因此 (V,p 是II维芷则的正交空间._于 CKV,/)gO(A、F>* 
(XV，/)益 OdF>， 因此 0(A + F)^0(B.F). ■ 

例2 证明:群 UU )^SO(2>, 1 ' 

证明据10, 5节例8得， 

UU ) = 1 0<0<2对}* 
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第初敢具貧度 M 的线 性空间 


从节例3的证明中看出： 


SOC 2) 


coft 0 
sin 0 


- sin I 
cos B 


0^0<2 n 


1 


令 


IK 1) 


SD (2) 


cos ^ 
sin $ 


sin B 


cow 




显然 a 是映射，满射。疲如 a ( 〆 )= 〆〆 ） ,, ft <2 ?r _ft =eos ft 且 mn fl , 
sin 妬*由此得出冰二 ft t 因此 a 是单射，从两双射 ■ 由 r 




f co s (ft +ft ) 


itliffi + tf 4 )> 


sin (ft + ft ) cost $t + & s ) 


_ 〔 co 喊 




si q^i 


L :0 峨 


cosft — 
； sin?i cos^v 


因此 U <3)^ SOC 2>. ■ 

点评在复平面上， # 对应的点在单位圖上，因此 UU > 是单位豳_ SQ (2> 的元窠可以 

舂成 设绕原点 U 转 fft 为 d 的旋转 ，当0 从 cj 逐渐 增大到 2 tt 时， fc -i 原点的距离为 1 的动点尸 

在旋转下的轨迹正好是单位®，由此直观地看出， U ( 1 >与 SCK 2) 的密切 联系, 

例 J 求 SUC 2)* 


解据 10. 5 节例20得，任 一 2级酉矩阵為形如 


• f 

A — 

eos B 

1 •, 


nin 0 


其中 OStfS 吾， (XACSjru — 】 ,2*3, 

11 

于是 

1 A | = I 

㈣ H l 

cog - 0 


㈡ 

^ =. 



0, 

因此 SIK 2) 的任-茏素 A 形如 



A == ( 

[cos 

0 - e * 1 * 

sin ! 

& • 


sin $ 






cos r_ 


e d, + sin : $ * e^ J 


I , 






- «in 6 - 
ms 5 * e 








f 


(9) 
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令 a ~ — ^十 ft — 晉，则 


/i 


eg 钱 |.e l 宇 mn 




* C 


ism 


¥ 




C05 


0 泛 -i 与 3 * 
*• **•'«*■ * ^ 

JU - 




i- 


(娜 


其中心0<|&<2兀(注:此时 0 <ft <2 ir ， 一寻_<智，从瓜5节例20的 

£ Z 

证明 靑出准的取法范闺也甩取为一 | <•■ $，容易验证 ：当 0在上述范围収值 

时， C 1 D ) 式中的矩陶 A 的表法唯一，即给定了 SUC 2》中的一个元素 A ,用< 10) 式表示时，参 
数 o , 由嵫是唯一确定的 T 习惯上把 0 记成0 _于是 
治3= () 且 p = 0 时 * 从 （ K )) 式得 


0 


把 《 U ) 式的矩阵记怍心， 

当少 =0= o 时，从 （ m ) 式得 


f 咖寺 

a 


ism 


ism 


8 
■. 

2 




t 

2 

[ 

T 




* 


把 U 2) 式的矩阵记作 c tffr 

综上所述3口(2>的任一元素 A 可以唯 


写成下述形式 : 


A 


0 


0 


CDS 


t) 


isi n 


d 

■鼸矗矗_ 


isin 1 1 eo.s |- 

么 £j 




0 


0 

r l i 


Ul ) 


( 12 ) 


(13) 


= V 為， 

例 4 求30(3)_并且指出 SO (3) 的元索 S 5 几何葸义* 

解 任取 AeSOC 3> 屢一个 3 维欧几里得空间 V •把 A 看成 V 上一个 JH 交变換 A 在 
标准正交 Sa ，<n Y 的矩阵，由 f |.\丨二 I . 因此1是 4 的一个特征値，设 7 i 诘 A 的叫 
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于特征值1的一个特征向 W * 则（切 >是 A 的一个不变子空间，且 

A < , ) = hArii = kifs * 

由于也是 4 的不变乎空间，因此 4 I %> 丄是 < 沪 H 上的一个正交变换 n 在<奶 >丄 
中取一个标准正交基依 ，和_ 細， ，嘌是 V 的 ，个 标准正 交基在此标准正交基下的矩 
阵 C 是正交矩阵，且 G=^feg(l ， C, K 其中 C 是丄 东基资 • 物 T 的矩阵，由于 


_ /Cona 

G， = Lna 


— sina 
cosa 


CM ) 


其中0< 0 <加•于是 4 是绕直线<妒 >转角为 < r 的旋转 E 由于 SOf 3控 SU ( V )，因此 SCK 3) 
的任一元素 A 可以着成_ 棠条 直线的旋转•这是 SOf 3) 的元素的几_义 s 

由于 A 是芷 交变换 A 在标准芘交基 G ，，的，奶卞的麵阵，因此 | 


ma 2 tcri) = (ffj ve^ tpa ； i)A« ? T 1 - 《 1S> 

于是 A 可看成 是标准 正交基 a ,， ff£ 吻到标准正交基 Aa ], 如 a 南，的过渡矩阵_不妨把 V 

取成欧几里得空间 R 1 •在中直角坐标系 i 到 fl 的坐标变换可以分3个阶段来完成(参 
费丘维声编_析 几何》 第二版的第147 K ? 第14 题》 ，从而 I 到 D 的过渡矩阵4为 


A 


Ctis 少 

mu 0 0 

；' 3 

0 

0 "•； 

f cm 小 

— ain ^ 

0, 

S 1 IV 0 

cos 0 0 

)0 

cos ^ 

一 sim !? 

sin 必 

CQB^i 

0 

0 

0 1 

j 

0 


COS ^ 

0 

\ 

0 





K 中 


(16) 


= 

cos# — sin# 0 

sin# coutp 0 

tCw " = 

J 0 

0 CQ$ & 

0 

(17) 

/ i £ \ M 1 ! n i £Am RJiL 

1 6 0 1 

■ 

•Iv^ar r—a, 

■ 

0 

. 

eo# 



(16) 式的角少•必称为欧拉角, *♦ 0^5<1 re • 0^^< C2 k . 这3 个欧拉相完全确定了 

右手直角坐标系1到右手直角坐标系 j ] 的坐标变换•因此 soa ) 的任一元素可唯一地表 
示成 


A = B . C a B ” ( is ) 

其中 B * ， C . 如 (1 7 ) 所示 a 

-点评在措出 SO (3) 的元素的几何意义时利用了 SO (3> 与30獻>同构.关予 1 Q (3) 

的: m 素的表亦锻式，我们在< 高等代数学习揞导书《上册补充騸五的第 3 騾证明了(:行列 
式为1的3级正交矩阵 A 可以表示成 


正娜 .if 餺雜群 


- 781 



* 


I 0 、 pm 

A = T 0 cos^? — $j_ ， 


(1^5 


• • . ， • |0 sir# r cosd |s.. ^? 

其中了是 3 级正交矩阵 • 现在我们进一步证明了行列式为 t 的3级正交矩阵 A 可以表示 
成八=乃 〆 ^—其中如 【 m 式所嚴_现在得到的结论更明晰，其愿因在于挺4、看_ 
正交变换 A 砣一个标准正交下的矩阵.接着义把.\ f 成是标准正交码0 
到标准正交基 An 的过狡矩阵，于是可利用解析几何中直角坐标系 I 到直無坐标 


系 II 的坐标变換可分3步完珙的结论，把过披矩阵 A 表示成了 3个正交矩阵的乘积•由此 
体会到 :嬰善 于把代数与几何结合 起来嫌 

例5群 (； 到群 tT 的一个映射。如果保持乘法运算，即对任意，有 〆 沾> = 


A : •那么你 0 是群到 C/m 一 个同态。 若灯还 Iffi 討，则称 rr 是群 （/ 到 （/的 …个满 


同态, 用 〆 表示群以的单位元心的子集 

ia 乏 G | tria } / ) (20) 

称为同态的核， iC 作证明 { SUt ^ A 到 SCK 3 ) 有一个满同态.且同态的核是【± , 
其中 r 是2级单位 矩阵， n 

分析直接找 SIK 2) 到 SOU ) 的一个映射•且要保持乘法运算，这不容易找到.可以先 
找 SLK 2) 到 S ( KV > 的一个映射且保待乘法运»,然后利用 SQ (\^ 兰 30 U > ，便找到了 
30(2>到50(3)的同态. V 窥当是3维歟几里得空间，任意给定 PeSU (2), 如何找到 V 上 
的--个正交变换与 F 对应呢？这个3维欧几里得空叫 V 应该是由什么元索组成呢？任給 
一个2级 Hermite 矩阵 H , 有 

CPHP *)* ^ ( P" 1 ) * = PHP^ , 

因此 PHP V 仍是 Hermite 矩阵•干是 U ： H 对应到 PHP * 的映射 P 是所有2级 Hermite 


矩阵组 成的糚 合到自身的- 个映辦 .为 r 得到3维欧几里得空同 v , a 使 P 成为 V t 的 
个正交变换，经过探索发琥.应当让 V 是由所有迹为0的2级 Hermite 矩阵组成的集合, 
这正是 1( X 5 节例22所做的事情. 


证明把迹为0的 2 级 H^rmiie 矩阵绡 成的鬼合记作据例22 得*1 是一个实线 
性空间,V中任一元累可表示成 



J ：， + IX | 
—工| 



于是 dim V ^ rV 的一个基是 




韋 具有度最的线 性空间 


(注【为了后面的计_簡値，稽们把次序调换 T F.) 


设 Hi * H」 在基 t _货，少下的坐标分别为 

<^L ， JTj >’， 


<JVi . A -力）％ 


令 ( H { . M s )^ jr,yi 4-3 r r v 2 + ^ 

则 （ a t w > m v 上的 -1、内积 ■ r 珐 r 成为 3 维欧 几甩 得空间 .a 平 

准正交基， f 哄，购_ •: 


炉，是 v 的-个标 


住取 P6SU 【2> .令 


Pim ^ fhp ^ 1 f vh e v, 

在 10, 5 节例 22 中已证明 P 是V t 的一个正交变换， 

令 a: sua^^tycv) 


( 21 ) 


其中 p 由 ( 21 ) 式定义 a 任取尸 ，•朽 6 SUt2)4a P^PxPt 
则 PiHY^PHP i = (P l P z )H<P i P,y 1 

-PjCPjHP ； 1 )Pr l =P| Pz f H) . 
因此 p=p p 2i 从而即 


( 22 ) 


v nev. 


因此 


tKP,/V -jCF.MP!), 

因此 <r 是 SU (2 > 到 （ )（VO 的一个同态. 

我们来分别求 h _ cv * \，在 t 的标准 〗E 交 地 s , a ,, 少的矩阵 


办 * (Jjft ) = 

fe^ 


A I, le^t 


“0 


= / 0 - co_ + ki 時丫 

'• :; ， I |cos#^r isin#] (: , } r0 g t 

= costf^i 十 siinl^s f 

" 二 sind^i + cos 巧” 

叫二 


cos 4 ⑽ 4 

' ：2 :2 


[$tn y ^os 


0 1 


cos 


屋 


ism 


1 


tsm 
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♦ 


= 17 " 

cf ? Cf^)= = €0^ z sinflji # 

qi, ) = I c 0 = — sinj^f + cos^i, 

因此心 _ C ，在基卩的矩阵分别是： 


cos 0 sin ^ 0 

1 

I 0 

0 | 

sin 0 cos # 0 

• 

fl 

o cos 0 

— sin 0 

0 0 1 


0 sin $ 

cos 0 


即例 4 中的 /^，Q a 

据例 3 3UU) 中任一元素 P 可表示成于逛 = = 

办 〆 VV 〜从而 〆尸 〗 在1的基 r 的矩阵为8〆：#^亍是 

\B^C iP B,=\B^\\Q[\B^\ = U 
因此 w 尸） e so ( V ). 从而 a 是 su< 2 ) 到 socv) 的一脅闻态 • 

把 S0<\0 中的元素对应到它在V的标准正交基 ？1 •货，下的矩阵的映射 r 是 SOCV) 
到 SO(3) 的同构映射，令 




T(t 


* 


则4>是 SU ( n 到 S ( X 3> 的一个同态.弁且 


•(&§■》 155=1 丑蠡， 

任给 A € S ( K 3), 据例4得 

A = 


0(c a ) — Q » 0( b^) = H ## 


因此中是 SU 《 2> 到 SOU > 的一个满射。从而中是满 问态. 
利用例3中 SIK2) 的元索的表达式 （9) 式，可得 
P €： Ker 中 ㈡ P S Ker a 

㈡ P(ff) ^ ^ t yffgyy - 

㈡ PH = HP, V H e V : f 


㈡ Pj^i if t P f i ^ l t2,3 




cos 9 • ㊇ 


5i n & - e 為 


㈡ 


m n d * cos & * e , 1 

d = Q ^ n 


㈡ 


P ^ 


^ 0 

士 J. 



f cos 
sin 6 e 


一 sin 汐 e 
cos ❹ e 


因此 


Ker #^ {-k JK 


■ 
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m m;# u 对搜 t 的线性空间 


例 6 探索 U ( r > 与 0(2「> riS P (2 r , R > 的关系， 

醪 r 维复线性空间 CT 中元素 X 如十屯 i , …為十 M〆 可以写成 

X = (a! 爭办“)£ -h (as ^ thOs ： 4- * B+ 4- ( a w + b r i)£ r 

~ ^ ■■■ + +&11£| i# 3 + * “ -f b r \£r * _ (23 > 

F 是 c 可以 .ft 成是 2 r 维实线性空间， i 己作 r , 它的一个基为綮 . L • ir *• if 

F 是同一个记号 x 既可表示 r 维复线性空间 tr 的充絮_兒可表示 2r 维实线性空獨 f 的元 
素，要从上下文去判断, - 

任给一个 r 飆复矩阵 P * 苛定义复线性空间 e 上始一个线性变换 P ( X ) 二 Pm 
6 C 、 义可定义^维实线性空间 V 上的一个线性变换 P t 

/ ' P < X ) = PX , V X e v , (24) 

由于从形式上看 Ax ) 与内尤>雜等于 PX ,因此我们可以把 F 也记成 P ,但要按照< 24 m 
去理解，即把 X 看成7中元索.此时计算出来后要写成( 23 )式的第二个式子的形式， 
在复线性空 W cr 中定义标准内积 tWNmc ^ yx 成为一个酉空间^ 

在 2r 维实线性空间V中定义内积如下 t 设 


X = 叶…十 a ■在 ， + & it” + … 十 h, m r 

^ — £ ^ + …+ tve , 十 d 十 取 


i 


规定 

{ HIb 二 atfi 十 …+ a t t f + 十 …+ b t d t . 

则 V 成为一个^维欧儿里得空间， 

在 2 r 维实线性空间 V 中，定义一个职线性函数/,它在 V 的基事 
的度撖矩阵 A 为 L : 


(25) 


■ 


» W\\ 


掴« 


%下 




A 


0 




由于 A 是可逆斜对称矩阵，因此/是非羅化的斜对称职线性函数，从而(\，,/)成为一个 2 r 
维正则辛空间，/是《 V %/)上的辛内积，对于 上述 H 有 


f ( X ^¥) = + *** + a.^/r -r hict — — 

f 

土 S 一 V/K ；/：^^« 


C 2 f >) 


乎是有 


(A\F) 


c 


Y ^ ( a , -h ^ i )( x f c/j i ) 

i* I 




U! {u,c } f b f d , ) - \ia t d t — 
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= ( x - r ), — i 篸 d （27> 

设 P 是 C _t 的线性变换 * 按前面所述，它也表示 V 1的一个线性变换，利篇 U7) 式可 
以 得出： 


p e v(o^ 

㈡ 


㈡ 


㈡ 


( P ( X ), F ( y)) c = < x * v)i * 
(PX,PV)c - (xn 

(PX,Pr) R — i f(FX.FY). 

=cx T n B 一 i /(x ， y) t 

i ( PX , PY) m - ( X , Y ) U , 

i,/(px*pv) = /(x*y) 1 

j < pcx ). p ( V)) lt - (m 

\j{p(xy,p<y) = /(x,n 

P € 0 ( V) n Sp( V\/) r 


因此在对丁-有两种翊解的约定7 •我们可以写 


u ( cr ) = O ( V ) n Sp ( V $ f >. 


由于 UCe)^UCr> t OCV)SO(2r),Sp(V f /l^Sp(2r,R>. 因此在上述约定下，可以写 

U ( r > ^ 0 C 2 r ) (\ SpC 2 r . R >. (28) 

对于(2&>式的理解如下 = 任给一个 r 级酉矩阵 P , 可以按上述方法得到一个 2 r 级正交矩阵 
Q * 并且 Q 是 2 r 级辛矩阵|£之，任给二个 2 r 级正交矩阵 Q , 如果 Q 也是 2 r 级辛矩阵，那么 
可得到一个 r 级西矩阵户 0 _ 

点评例6揭示 了甄群 U ( r ) 与正交群 0(2 r ) 和辛群 Sp (2 r ， li ) 之间的关系•这是很深 
刻的一个结果4证明的关键之一是把 r 维复线性空间 c 看成加维实线性空间，记作 r r 关 


键之二是证明了<27>式.即酉空间€7的标准内积 ( X , V >! :与 2 r 维欧几里得空间 V 的 内积, 

2 r 维辛空间 ( A /> 的辛内积之间的关系.为了帮助读者理解例6 3 的结论 ♦我 们来看一个例 

子，在 U (2) 中取一个元素〜、设十 〜 i ) v ec s . C 可看成4维实线性空间, 
记怍 V t JT 可写旗 冴；、 


J?l 


Jf = - f - a 3 e f 十心晌 十 


€ 5 上的线性变換匕的定义为 


f 'I r: ： 
• . 






0 


0 

e 呤 

0 


aj + /；t 
£t* + h 怎 







r 守 


ri ! t ^ u 4 


(< 2 i ras j — 办卜 sin j ) f , 十 cos y 十 6 : sin ) 右 : 


卜冰 , … 
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b m J | 有度 童的线 性空阀 


(广 . ^>n ^ + / j , cos 警 ) ie : + ( — 义 sin 字 + /’: cos ^ 


<£"£ 二 ,l£ t *l£j ) 


COS 


0 

2 


0 


麵 


0 


0 


cos 


0 

Y 


0 


mn 


0 


0 


0 


, .獻 

則 T 


cm 


§ 


0 


麵 Y 


o 


0 


cos 


0 

Y 


tit 

Hi 

fh 


于是 V 上的线性变换 h 在基 9 e 2 ， m ， m 下的矩阵为 


Q 


cos 


0 


n 


sin 




0 


0 


cos 


# 

T 


0 


戀 


0 

I I M » 

2 


5 m 


0 


0 


cos 




0 


0 


SI HI 


0 

2 


0 


cm 


0 


直接计谇得, Q'Q = 1 • Q # AQ = A ，其中 A 


0 ^3 ) 

m Is 0 


p 此 QGO ( t ) . 且 Qf SpU.m 


这样我们从 2 级酉矩阵心得到了 4级正交矩哞 Q , 且 Q 是4级辛矩阵 


习题 10.7 


1•证明 I 在群 G 中■任给元素 a ，仏 方程 WH lY n _ 

ax ^ b : 、 • 

有唯一解：方程 ㈣ = 6也有唯一解 a 

2. 证明 ：在群 G 中 * 消去律成立， Bp 由可推出无由 xa = ya 可推出 xn 

3. 如图 10_ 4 所示，正方形 AflCD 的 4 条 对輙轴 设&表示平 頭关乎 
直线 A 的轴反射 W =1， 2 , 3 . 4 mt 表示平面绕正方形的牟心0转角失的旋转.证 
明：在 正方形 ABCD 的对称群 G 中，4个轴反射分别是 

4. 写出平面上正六边形的对称群的所有元蒺 4 

S •证明：群 G 的任意多个子群的交还是 G 的子群. 

6. 设 G 是一个非空集合，在 G 上面定义了一种运算，叫做乘法，它满足结合伴,并且具 




有 T 列 性质： 

r G 含有 I 个元素它使得 

ae#t = a ， V a 6 

此时称 c # 是 G 的一个右单位元 f 

2" 对于 G 的每一个元素〜有 G 中一个元素 A . 使得卸，称 6 是的一个右逆. 
证明： G 是一个群_ 

7.设 G 是一个非空集合，在 (； 上而定义了一神运算.称为乘法.它麻足结合律，并且对 
任意方程在 G 中有解.方程洲= 6在 f； 中也有解，证明 G 是一个 

各.设 a 是群 G 的任意给定的一个元素，证明石中所有与 a 可交换的元素组成的集合 
是 G 的一个子群.称它为^在 C； 里的中心化子 • 记作 CrU > 

9.设 E 是空间图形，把 E 变成与它自身重合的图形的所有旋转（即几何空间V上的 
第二类正交变换)组成的集合对于映射的乘法成为一个群，称为图形 E 的旋转对称群，求 
正四面体的旋转对称群， 

30. 芘数域 K 上的， i 元多项式坪 / COm a . … • a ] 中，取一个多项式 

f{j- v ,*** »x m ) = TT (j: ■一 jt,), 

对于 e6S., 用 i 表示置换 a 诱导的代人，即 

(( jf ) ( j*i , x ^ * tx % ) = 

显然有 S /=/ 或者 —广 

如采 #=/, 那么称 a 是偶置 換； 如果 /, 那么称 <7 提奇置換,， 

CI) 证明 ：对于 任意農 ^f.xje/CDrj ，任意☆[仨氏. 有赤诱 导的代 
人莳使得 

Sr g = cr(r^ ). 

⑵证明 A 中全体偶 ft 换组成 S. 的卜 f 群，这个子群称为元交错群.记作 .U 
(3) 证明丄 Vf = 会2)、 

11- 怔明：每个 h 元董换都可以表示成一些对换的乘税，设《元*换 <r 为； 

■I t U 霤 i 12 — p ^ n t 

M, ， )* 

， _• : • •卜 id s 3 - f i “ij … a m / 

則 IT 表示成对换的乘积时■对換的个数与 wIE 排列化也…〜有相同的奇偶性，从而 a 表示 
成对换的乘 枳时. 对换个数的奇偶性由〃本身唯一决定 

L 2. 证明元置換 e 为偶罟换当且仅当 a 能表示成鹃数个对换的乘积_ 

13; ill 果一个 n 56置换<1将1，?*…，?1中某树数 a ， *41: ，…， a w 映成： 


* 78 H • 第山欹 W 有*黹的线性噔问 


J = U2 - ) — a s r •**. « 

而保恃典余，》—讲个数不®，那么 < T 称为一个轮换，记 怍： 

<r — <0 i <3 iaj * + * a *)* 

把 m 称为轮换 a 的 K 度为2的轮换就是 对換：氏度为 州的轮换称为 m - 轮换 = 

两个轮換心 议、与 UhH >称为不相交，如果 a 弇〜XI . 2.“ ■ , m; f 叫，2, 


容易肴出*不相交的轮换对亍乘法是可交换的 

证明、任_«元鞭换鄒可以分解成•些不相交 钠轮操 的乘积，而且这神分解除了轮 
換出现的次序外是唯 一的。 

14* 证明： 长度为「的轮换 r 是偶冱换当且仅当V是奇数 
15. 写出 A * 恚的所有元聚（用轮换丧法> 

证明:正四面体的旋转对称 群与九 同构. 

补充题十 1 i 

L A1(F)4 i -AB-BA 称为矩阵 A，B 的换位子 ■ kl 作这样我们可以诱导出 
换位运算； … \ " 

LA * B ] ^ AB — HA , V A .B e 

证明：换位运算 [A，fl] 满足下列法则， 

I s 线性性(即与加法、数乘 相容） 

[A+C*B] =[A ， 

^ d+C] = [心 B] 十 [>l，C：U 

[M ， f 

_ ^ ^ 1 " ™ t "m j I , 'bf 一 

2 B 反交换律 

[A ， B]=^ — [B ， A]; 

:： T Jacobi 恒等式 : J r , i 々 ， • 

[A* [BiC]J h [ B • [ C * A ] ]+CCvCAB J ] D» 

2 * 从第 1 通受到启发 * 联想到几何空间中•向:董除了有加法和数乘运算外■还有外枳 

运算，向董的外积与加法 J8 乘都相鞞 【 即满足分配律和与教乘相容> .向 ■的 外积嫌足反 
交换律和 Jacobi 恒等式,由此抽象出下述概念 a > :d t 

域 F 上的一个线牲空间奴如果定义了一 它满足下列法则， 

r 线性性(即与加法、败乘 枏容） ” 
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_~ — 

[ er + y ，/ tKo ^ J +[ y * jS ]， \f a ， ft ， rH ， 

Ut ^+ yl =[«_/?] 十 b - y ]. V a * 异，代 i ” 

[ irat ^] = k£a *0} = I ^. Aj ? j . Va ^6 L , k€:Fz 

2° 反 交换律 

[4(*資] = 一 [芦 》 a]t Vatj 96 Lt 
3° Jacobi 恒等式 

[d - O y ] l + [尹， 0. a ]3+ [r 心 #]] = 0. 

W 么称〖是域 F r 的*个李代数 （Ue algebra )* 线性空间 L 的维数称为卡代数的维数 
第1题中，域 F 上的线性空间 M ， CF > 连同换位运算成为域 F 上的一个李代敗,这个李 
代数记作 W W ). 

证明中迹为零的矩阵 组戒的 集合对于矩阵的加法，数乘和换位运算成为域 F 
上的 — 个李代数 ，记作 sKtuF ). 

3. 证明:设域 F 的_征不等于2,顧中所有斜对称矩阵组成的集食^■于矩阵的 
加法、数乘和换位运搏成为域 F 1：的一个李代数*记作 p ^ tF> a 

4. fit 明：所 有《级斜 FUrmite 矩阵组成的集合对于矩碎的加法 t 数乘和换位运算成为 
实数域 R 上的一个李代数•记作 u(nK 

5. id •:明：迹为 U 的〃级斜 Hermkc 矩阵组成的集合吋于矩阵的加法、数乘和换位运筲 
成为实数域 R 上的一个李代数,记怍 minU 

S . 统称为典型 李代败 (Classical Liealgeb^) t 

求它们的维 ft • 

7,证明： S 矩阵指数映射在 h 的限制是到 UU ) 的满射- 


* 应用 天地: 酉空间在量芋力学中的应用 


Z 0 世纪物理学取得的两个划时代的进展是建立了櫥对论_子办学,相对论的建立 
从樣串上改变了人们原有的空间和时间的概念，并指明了牛顿力学的适 用范围 (适用于物 


体运动建度其中 r 是真空中的光速），餐 r 乃学的建立•开辟了威们认 识微观 世羿的 


道路*原子和分子之谜被捣开7%物质的属胜以及在质子水平上的物质结构这个古老而又 
基本的问題 t 康则上得以解决_在里子力学中.人汩找到了化学与物理 攀的* 密联系, 

- 1⑽0年 ，鼠 Planck 提出了 一个黑体辗射公式，并且他发现,如果作如下假定，那么可 
以从理论上导出他的公式,这个假定是：对于一定频率 a •彻«»，物体 H 能以为单位吸 
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第 .1” 彥 H 有坟研的 线性' 十-间 


收或发射它 * a 遜一个普适黹数换句话说，物体吸收或发射电进辆•射 .n 能以"世子” 
( qtiaruum > 的方式进行•每个 ** 量子”的能還为£=-/^,从经典力学来看,这种能 ft 不连续的 
概念是完全不容许的 •因 此在相当长一段时间中这个假设并未引起人们的重视& 


J 905年，八 . Einswin 试图 liUt f 假设去说明光电效15中碰到的疑难，提出了 ft M 
(light quaimim ) 概念 * 他认为辐射场就是由光置子组成 • 每一个光鐘子的癱毚£与辅射 
的频率 u 的关系是£ = A 心采用光鐘子概念之后\光电效应中跑现的疑难立即迎刃而麻. 


1光照射到金厲表面时，一个光鼠子 的能扯 可以立_刻被金诚中的自由电子吸收，但只有当 

人射光的頻率足够大 (即 毎个光置子的脓童足够大）时*电子才可能克服脱出功 a 而逸旗 
金《 表面. 逸出电 P 的动能为 


- ― fuj — A * 

由此看出，当 v<^ t = f 时 * 电子的能最不足以克服金属表面的吸引力而逢出，因而观测不 
到光电子，这个 W 即临界 频率， 

关于原 子结 构的横1!，在！ 9 叫年 J,，L Thomsun 提出的原子模型和 um 年 
E . Riitherfordil 出的原子的“有 楝模 泡》之后， m3 年 . N . Bohr 提出了原:子的 M 子论.这 
理论包含了下列两个极为重要的概念< 偃定》 ，它们是对大量实验事实的深刻槪括： 

r 原子_够而且只能够穐定地存在于与分立的能 •“） 相应的一系列的状 
态中，这些状态称为定态 (matiormry slate ). 因此,原子能量的任何变化，包括@收或发射 
电磁植射，都只能在两个定态之卸奴跃迕 ( tr 帥 shiGrrt 的方式进行 ■ 

r 原子在两个定态 (分别 属于能级 G 和它_，设炙 > D 跃迁时，发射或吸收的电磁 
植射的频率 y 由下式给出 


im = E tl — E _ (频率条件） • (29) 

Bohr 诳子论的核心思想有 两条： 一是原子的具有舜兵雜世晚定态的概念，一是两个定态之 
间的廬子跃迁概念和麵串 条件, ； • ' c f 1 * 

Bohr 的量子论首次打开了认识原子靖构的大门•取得了很大成功.但是它的局限性 
和存在的间題也逐渐为人们认识到 ■ 从理论体系来擊『 + 能童量子化等概念与经典力学是不 
相容的，多少带 有人为 御性质.它们的,物理本质还木濟楚•，这—切都撤动早期最子论进— 
步发鶬•董子力学就是在克腹早期童子论的困难和简傾性中建立起来的。 

蠢子力学理论本身是在 1923-1927 年这段时间中建在起来的，两个彼此等价的理 
论一一矩阵力学与波动力学，几乎同时被提出 • | ■, r - M 

在 W , Hdsenberg , M , Bora 和 P . Jordan 的矩阵力学中 * 陚管每 —个 物理量(例如粒子 
的坐标，动量，能 世等》以一 个矩阵，两个量的乘积一般不满足交換律 • 



，虛 撥天地间往 撕子力学中的 盧_ • 賴 ■ 

在 Phnck Emsrein 的光釁子论和 Bohr 的原子论的培发下 . U de Bmglk 仔缅分析 f 
光的微粒说与狻动说的发展历史，并往輋到几何光学与经典粒子力学的相似性 •_ 据类比 
的方法.他设想实物(静质量 m 垆 (1 的） 粒子也可能具有波动性 ，即和 光一样，也具有波动 & 
粒子两重性，这两方面必有类似的关系相联系.而 Planck 常数 A 必定出现在其中&他假 

定：与 一 定能量 E 相动 M P 的物质粒了相联系的波的频私和波分别为 

u — E / h , A = k / p . (30) 

de BrOglie 把原子定态 (utadmory slate) 与驻波 （utationary wave) 联系起来，即把粒子能峨 
ft 子化的问厘与有 限空间 中驻波的波长 （或嫉 率>的分立性联系起来 《 虽然从尔后建立起 
来的量子力学理论来看、这种联系还有不确切之处，能处理的问題也很有限 * 恆它的物理图 
象堪很冇启发性的由 T A 适一个很小的 M ，从宏观的 尺度来 ft * 物噴粒了-的波氏一缎是 
非常短的，因而波动性未显示 出来. 了原子世界中•物质粒子的波动性就会表现出来, 
此时如果仍用经典粒子力学去处理就不恰当.而必须代之以一种新的波动力学.这个往务 
最终由 SehrSdinge 『完成.物质粒子的波动性的直接实验证实是1927年才实现的_ 
Davisson 和 Germet 用一束 具有」定能董和动董的电子射肉金属镩单晶表面，观测到了电 
子衍射的现象 ■并证 实了 deBraglie 关系;是芷确的 • 后來*无数事实都表明•石仅 
是电子，而且质子，中子 * 原子等都具有波动性，波动性是物貭粒子螫通具有的 1 
■tt 子力学提出后，许多悬而未决的问题很快得以解决 t 

仔细分析一下实雖可以眷出.电子所呈现出来的粒子性只是以具有一定的质量和电荷 
等属性的客体出现在实验中•但并不与 " 粒子有确切的轨道”的槪念有什么联系.雨电子呈 
现出的波动性，也只不过是波动最本质的东西——波的叠加性，但并不一定与某#实在的 
物理量在空 间的波 动联系在一起 * 把粒子性与波动性统一起来.更麻切地说,把微观粒子 
的“原子性’•与波的“叠加性”统一起来的是 M Bum(i 9£6) 提出的几率波 t 他认为如 
Broglie 提出的“物质波'或 ; Sq)^dir^e， 方择 中的波函数所_ 述的肩 不像经典波耶祥代 
表什么实在的物理量的波盡 L 只不过是細画粒子在空间的几率分布的几串姨而 B . 电子的 
双缝衍射实验表明，底片 i： 的感光点 F 的密度分布构成^个有规律的花样.与X光衍射中 
出现的衍射花样完全相似。就强度分布来讲，与经典波(树如声波）是相似的.而与机枪子 
弹在钯上的密度分 布堯全 不同:这种现象可以解释如 T: 

i . ; » . • 誓 1 ^ 

&底片上 r 点附近衍射花样的强度 

■ , (V 琴 tar 

m 在 r 点附近感光点子的数目， 

^在 r 点附近出现的电子的数 
oc 电子出现在 r 点附近的几率_ 

这里的 符号* 表示“正比例于” V设衍射波波幅 ffl 描述_与光学中相似，衍射花样的 
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纖度分布则用 l # r)| a 描述_伹这里衍射强度的意义与经典波撥本不同,它是刻 
画电子出现在 r 点附近的几率大小的 - H 更确切地说，1 〆 !^ 表示在 r 点处 

的体积:元山欢^中找到粒子的1 率- 这就是提出的寧 g 歡的几率诠释，它是零〒 
* ，它的 正确性已被无数次的实验观義 ( 蛐鉍 mmmm ‘分布）命 ® 

实 • 按照这种趣解_电子垂现出来的波动性只遜反映微观 w 沐运动的一种统计 规律性 •因 
此称为几率波 (prolmbUUy wave ). 肢函数也常常称为几車波帽或槪率幡< pro b fl bi 1 〖ty 

ampli ^ c ) . 应该说，在雜相对论的情況下 { 没有粒子产生和湮没现象），几率波概念正确 
地把物质粒 F 的波动性与原子性统一了起来 . 


根据波 ig 数的统 i+ 诠释 * 很自然地要求该櫬子< 不产生，不湮灭1在空间各点的几率之 
总和为 i ., 即要求波涵数满足 F 列条 f 牛 • 

< J t 4 人 r 、 以 〜=1 (dV — drdyds} • f31) 


这称为波藤数的 归一 化条件 • 但应该强调 t _于几率分布来说，重要的是相对九率分布 a 
不准哲-出，分 ( r ) 与 r 】 ( < •为 常数)所描述的■相辦几韦分布麇_▲相同的，因为在空间任意 


两点 n 和 r : 处>描连的粒子的相对几率为 


(VK n > 


一 \ 衫 r ) 

0C r,) 


贄 


<32) 


与描述的相对几率完全相间，换官之、 C ^ r ) 与 ㈣ r ) 撤述的基同一个几率波 8 所以， 
波函敫有一个常数因乎不定性，在这一点上*几率波 M 经 典波# 本质的_别• 一个经典波 
的波鳙若增大一倍，则相应的波动的能量糌为原来的4愔，因爾代表完全不同的波动状态 # 
还应提到，即使加上归」化条伴，波函数仍諸有一个楔为1的相因子的不定性 •或者 
说 * 相位 ( phaiO 不定性 * 这是 H 为假设 ㈣ 1*>是归一化的波函数_则 <今(|0(0为实常数)也 
是归一化的，而#描述的是同一个几率波， • 

以上讨论时廛一个粒子的波函数 2 对 F —个由若干个粒子组成的体系，例如 .]V 个粒 
子组成的体系*它的波函数表成 : ' : u , 


(33) 

其中 r , (xt V v , *5：] > tr , t . r , ，:…，分别表示各粒子的空尚 坐标， 此时 

I 0 Cr " r ”“., r . v ) | . d 、 讀… dV 、. 

統粒子 ■ 1 出现 + dr，.H! .间时粒子3出现在 (n+drD 中，…，同时粒+ ;V 出现 
在 (IV+diV) 中的几率，归一化条件表示为 ^ 5 r W. 7 

…， ㈣ r " w v ) f : ^ ndV ,^- dV N - L ，… （34) 




A 


把 式简记成 





棚及地 s 嫌空_孔纔# 


* 
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(35) 


其中 






Hi 表承对体系飾全部坐 h K 间进行枳分娜禮，-维粒子 


df 


i*V 


dr 


对 I 三维粒子 * 




dt 


< fr > 


d.rd vd c s 


对于 N 个粒子组成猶体系 




tit 




dr 】 dy, c 3 zi … ikr s 、dwlzi 


对于一个粒子，当描述它的波涵数如 r) 给定后•粒子所有力学橄的測値几率分布就确 
定了 * 从这个意义上讲 r> 完 全镝述 了一个三讀空间中粒子的金子态，桥以波函数也称 


为麥函 戳_粒 f 的氧子泰 择有葬 耷的描述方式•它们彼此之间有确定的变换关系 * 彼此完 
全等价，它 IT 揄述的是同=个€子态， 

在经典力学中，一个波由若干个子波叠加而成是指这个合成的波是含有备种成分 C 具 
有不同波长，振幅和相位等>的子波，在量子力学中•波的叠加性 f 了更深刻的含义 . W 态 
的叠加性，态兪加原理是“波的叠加性"与“波涵数完全推述一个体系的贵乎态”两个概念的 


概括，例如，考虑一个用彼组 0(r> 描述的量子态+它由许多平面波叠加而成 * 其中每—个平 
面波橘述具有确定动量 P 的量子态（称为动 S 本征: Sh 对 T 用波包推述的粒子，如测貴其 
动量.则可能 串现各 种町能的结果(凡是波包中包含有的宇睹波所相应的>值_均可出 现， 
而旦出现 的相対 几率是确定的 h 我们歷怎样来理解这样的测量结栗呢？这 U 能认为旃乘 
那个波包所描述的置子 載耽是 粒 子的许 多动置本征态的某种线性叠加•而粒子部分地处于 


Ft 态 VS ? 分地处于 W 态,因此测通动童时有时出现•有时又出现 • 

更― 般地说，设体系处亍命,描述的态下，獼量力学 ffi A 所得華果是1个确切值〜 C 牝 


时4称为 A 的本征态称为 A 的本征值I义假设 A 得的结杲是另一 
个 H 切值 a ^ m (t . 

p = r _+ c 七 ： ； cm 

所描述的状态下*瀾_ A 所得结果，既珂 能为〜 *也坷能为 q (伹不会是另_的値 〗 _ 而测怍 
结果为& 或化 的相对几串是完令确定的 * 我们称必态是# 态和， ‘的微性鸯輙_ 
微加态0中与*有确切的相对权重和相对相位，董子力学中是种态 喊盎加 致叠加 
态下观测褚樂的不确定性*态叠加原理是霣子力学的 B —个基本喊理，窸裊加原理 M 与测 

^ ■■ ■ • « ■ ■麵 ■ ■ ■ 瞧 ■ > a . Jl 




* 
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蠍密切联系在一起的.它与经典波的叠加概念的物理次义有本质不同*是由粒子-波动两® 
性决定的4 

从态#加原理 t 參看(36)式>受到启发■任何一个量子态#可归一化 > ,可以看成抽象 
的 Hilbert 空间中的个向里(或称为 矢最） ，即在一个董子体系的所有量子态（可归一化) 
组成的集合 .3 T 中■规定加法运算为函数的加法，数乘运算为复数与函数的数量乘法^#!#成 
为一个复数域上的线性空间 I 对于 /( r ) d ( r)eA 令 

(/ tg ) — f /" Cr ) gCr ) d ( r > i , (37) 

J 4 全 i 


其中/_ ( r > 表示 /< r ) 的共轭复数 T ^ y , 今后不再每次说明_容易看出 （3?) 式定义的(/，於 
是复鐵性空间，上的一个内积(注意:对第二个变童是线性的，对第一个变惫是半线性的 ） t 

于是方成为一个酉空间，由于妒是由嫌平方可积函数(即! /( r ) l : dr 存在）组成的酉空 

间.因此^是一 t Hilbert 空间。这时归一化的条件可表示为 

C ㈣ 卜 1, (3 S ) 

即归一化后的态函数必的长度为 1( 前面已指出_对于任意复常数 与雇 表示同一个置 
子态 

一个蟹子体系的力学世(例如位置，动置，角动翬，动能，势簡等)為的平均值（即』的数 
学翻望）可如 T 求出（已归一化> : 


A 


8 

= 必’ （r) ^(z^dr = 

J t 全 3 


(39) 


其中 A 是与力学世 A 相座的 算符. 与位麗 v 动量、角动置，动能 1 势能相应的算符都是酉空 
间义上的线性变换 ，关于这些 算符的具体表达式可参看曾谨育著{童子力学导论 K 第二觐> 

第28页〜蓽 30 . M •如果‘ >算符 A 是酉空间, r 上的 Hermite 变换，那么称 A 是 H ermite 
算符 ，从 JO * 5节例31知道，酉空间 V 上的线+1变换 A 是 He Finite 变換当且仅当对任意 

江67，有(^知）是实数_由于 力学薰 A 的平均值揉任猶貴子态 * 下都是实数， 
因此相应的算符一定是 Hermile 变换。 

假设一体系处于量子态—当人们去测量力学遞：/ I 时，，股说來.苛能出琬#神不同的 
结果_各有-•定的几串，对于都用分来描述其状态的大量的完全相同的体系 t 如进行多次 ■ 

量•所得结果的平均将趋于一个确定值 （BP 数学期 M〕 3 而每一次测量的结果_围绕平均值 
有一 个涨落，涨落（即方差）定义为 ! v 


4 A ‘ = (H 








C 40) 



■应用天地 rW 空间在耽子乃学中的应用 • • 


其中 (A-hF 表示 (A—3) a 的平均值燭数学 期影. 由于入是 Heoniie 变换•因此 3=(- 

是实数 & 从而有 ， . 1 f V . ^ - ."•. TUiI ! 

( A - Al ) 4 - A* - (Al) * = A - Al. 

因此 A —万 I 仍是 Hermite 变换 .、 于是从 （ 40) 式得(设 0 已妇一化） 

^ A 1 — (必 ,(A — AI) ^) — ((A—AI) 屮 .(A — AI ) if /) ^ 0. (41) 

然而如岽体系处于一种特殊的状态下，测量 A 所得结果是唯一确定的■即涨落称 
这种状态为力学璧 A 的本征态。从 （4D 式得 

:二0 拉 （A — Al 二 Q 

« Afi - A^. (42) 

*r *E 

于是〆 e 归一化)是力学董 a 的本征态当且仅当0是相应的算符 A 的 m f 特征_的一个 
特 征向最 *0 作为力学置的本征态，还要满足物瓌上的一些要求 * 置子力学中的一个基本 

値定是:测量力学量 A 时所有可能出现的值•都是相应的算符 Ax 它是 Hermite 变换）的本 

征值(即特征值 h 当体系处 f A 的本征态 f 则每次 涮髯所得结果都是相应的本征值，通常 
把力学董 A 的本征态记作^，相应的本征值记作 A_ u 

i % Jt 是 Hilbert 空间虜的一个別维 f -空间 ,A. 是. 上的两 两可交换的 


Hermite 翼符•则据抓5节例65得，硪中存在一个标准正交基0』,办 r ", 桑， 使得九 ，九， 

t 这个基 F 的矩阵都是讨角矩阵.于•必.… jw , &. A ： , A 2 .-, A , 的公共特征 
向董< 即共同的本征态 h 吋于任意一个状态本，且必已归一化，有 


其中 u t = ( 4) i . , yjf ) 


m 





由于 4 巳归 一化，因此 

1 = 



(43) 


C 44) 


给定… I ，没 A | 在噻办，办•….‘下的许阵二山 岵心， 入”…七,」，由 j : A , 

是 Hermite 矩阵，因此… ，‘都 是实数，办是的属宇特征馇心的一个特征肉 M , 

于趋在人的本征态恥下测量力学置 A , 所得结果是心…,錮尿理*在 
il > 态 F 测量 A , 得到心的 JL 率（即槪率）为1攻.由于 


* 


7 & 6 
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I Ui f. = 丨（办 ，屮 、 r 二 . 




i ^ h ，必) 


ti 


cus" <^i 


W 此 eos _ ( x _ 是作 妒态 ypmA } 得到 h 的概率.这就是: fr : 瓯空间 _ r 中德 的 
樹理意义《 

所谓力学遷完全集 4 f 八〗 ■片 > 足指请 子 f 本系的一组力学敏 * 它们相应的 Hermite 

算符 -i Wl ，…两两哼交换（也称彼此对易）■并 H 它们的共¥本征态 ( S _1 赚_ 

ei _ n statdX 足以把体系的着子态完全确定下来 f 即这+体系的任何一个状态 < 可以表 

示成 、 ，二 」 r1:l 




(46) 


其中办 +如 …是/、; …的共同本征态(这里俵定 A ,， A ” …的本征僮是分立的 * 即乘 
散的 〗 .11 々 4 ■办 •…两两正交 ，且已 归一化■利用必 .6, … 的 £ 交 【11 —性，可得<办. 

♦、•若垆毪輯一化 


(tp^tpy — I 1 1 


(47) 


if :, S 给在』€丨■…！，设的特征®为 A 5 ! .…由 fA •是 IK mine 变换 T 闲此 A : * A ,, • 

…都是实数，设 办是七 的属于征值 心的 一个特征向量，则 U * ;， 表示在0華卞测蛰4, 
得到心的儿率 ( 即麻率 >,于是在0态下 ■测量 A , 所得结果的乎均贼 （即 教孥 如望) 为’ 

八产2丨 攻」〜 ^ 5 j | a * > 

i ^ ” - «* - « 豕、 / * ^ 1 . ” 錄 i 

i f j» ^ S 1 a * r^/i tA^*) ^ ^(a k fp kt A t a k ^ t ) 


砉 


( f ^i 


A 


(48) 


=(Ip m A Ofi ) * 

_ r - . % 1 %冒 / 

在 M 子力学的理论表述中，常采用 Dirac 符号«子体系的一切坷能状态构成—个 
= ilb ㈣ 空两尤空间中的一个向量(也称矢董，即一个童 子态） 用一个右矢 | 」 表示. 若婆 
标 ill 某个牿殊酌态，则在右矢内标上某种记号 t 例如示用波函数 p 播述的状对 
于本征态.巧用本值(或相应的量子歌嘛在右矢内^例如， la ：'〉 表示坐标的丰羝态 ( 〆 是 
丰征值)'|声 >表历动置本 fit 恣〖本征值// ) ; 1£, >或 | n > 表示 能墩本 辉赛值为 E fl ) 等 
与[ ) 相应，左矢< |表示共辗空间中的一个抽象态矢，例如 （ pi 鑣的共 ▲惑努 ■，态矢彳松与 
f # 的标积 (即 窗空间 Jf 中，向鏟參 与# 的内积⑽，於) 记成 ㈣ 10，腑 . 

a ^ mi 


(# I 抑 


\ 0 




tm 
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设 a 是一组力学置完全集中的一个力学最 * 脚体系的任何一个童子态 I 如均珂表示成 
这个力学量完全集的共同本征态办， 办，■- ■(假定本征值是分立的.即离散的> 的线性叠加 

t 即线性 组合） ，即 

| 垆 > = I n) * 

H 

其中 = (50>式就是 usr 式的 Dimer 符嗲写法_ 4 h ， 如， 

记成 


(50) 


两两正交 R 巳归一化可 


# 


(k | /) = B h . 


( 51 ) 


也是 A 的属于特征馑 a , 的一 r 特征向 tn 郎々， a 冰） 记成 

A 1 n ) = A , | h )* (5 含) 

在 21 世纪，直接基于量子力学原则的技术部门会成为影响到每个人日常生活的技术 * 
在量子力学新的应用领蛾中•首当其冲的進 f & 息科学■量子特性在信息领域中有着独特的 

功能，有可能突破现有的经典信息系统的极限 ■ 于是便诞生了一门新的学科分支-量子 

信息科学•现有的经典信息以比特 ( 阶 > 作为信息单元.从物 理角# 讲 •比 特是个两落系统_ 
在数宇 计篝机 中电容器平梅之间的电压可表示信息比特，有电荷代表〗，无电荷代表1量 

子信息的单元称为 M : 子比特 ( qubh ), 它造两个逻辑态的廢加态： 

| \ 0) + ci I 1) t (53> 

其中 kJ z + U , = 经典比特可以看成量子比特的特例或用量子态来 

表示信息是量子信息的出发点_在实验中任何两态的量子系统都可以用来制备成置子比 

特,常 E 的有； 光 T 的正交偏搌态.电子或原子核的自旋•原子或量子点的能级等信怠一 

fi 量子化，量子力学的特性便成为 tt 子信息的物理基础， 
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这一章我们介绍多重线性代数，其主要工真是张最积的槪念，线性空间的张量积是从 

小的线性觉间构造大的线性空同的又一种方法^在第 g 章的第 3 节我们鲁介绡了线性空间 

的外直和，它也是从小的线性空间构逝大的线性空间的一种方法多重线性代数在徽分 
几何， 群表不论和 tt 子力学等领域有重要的应用_ 


II . i 多電线性映射 


II . 


内容精华 




的 


在第 9 章我们研究了一个线性空间 V 到另一个线性空间可以等于 yx 的线性映 

很自然地可以把它推疒到多个线性空间的笛卡儿积到一个线性空间的多重线性映 射 ； 
走义1设 n . V ,与讲都是域 F 上的线性空间 j 是 Vi x Vi x 
个映射 ，如累对任意的％，兵 e 怪意的有 

"fc ^ M J*' i _ 


i A i； aj -… * a , +戽 
2 a 




t 


(tr ^ = A(^\ 


A【utj 

其中 I — 1121 


走 fir # f ^^ cr r ) — M ( a \ * 




■■ * » 


a - 


,r d* t 


• ■響響 


W 。： ，'兵 

• ) ， 


那么称 ,4 逊从…丫 \ 到 -个 多重线性映射 

Bl 丄 tSL uB. - ■■ • 


在定 U 中，若阶取成 ㈣ F 看成域 F 上的 A 维线性销）肩讀 ㈣ 
XK 上的厂个多重线性函数. mr ^ zm.A 上的一个双线性雜 • 

在定义！中.当时， A 聲为从 V t X R 到 W 的一个双线性映射。 

Vi 的—个多重讎映心个变獅是线 
働_ ■ 当其他变兀國定时 B 

例如，《阶行列式函数 det 是从^的一个多重线性 函数这是由行 
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= A ( 广、 XI w 〜 ) 

•二 ， 鼋 -I j,_jii •- r , 

， 〜 % 

1 a ( 2> w …， S~a 七， …， } 2 ^ir y 

ii _* /，* 

同理可证, A 对每一个变元保持纯董乘每此 A 是从到 W 的一个多重 
线性映射，显然 A 满足(1)式， 

如果 B 也是从 W X VJX … XV ,到 W 的一个线性映射，且 U 使得 

• 02 J ， ，…，\ ) = JVn 

其中 1 <^<〜< 4 ^ 1 . 2 ._，^>,训据定理〗前面指 m 的多重线性映射的性质得 ， A = ll . _ 
推论 1 设 K 都是域 F 上的有限维线性空间，在 V ,中取一 个基灿，吻, 

…， 1 , 2 ，■■-、，■》，在 f _ 中 ff 取 ”1 砌 …" r 个 元奉 A w 3 ^ Jk^rh t ^=3 - 2 * … ， r ) , 则存 
在 V t XV:X … X V , 上的唯一的一个多 S 线性函数/，使得 

/( 叫.灼,,，…， a 、） = ( 2 > 

其中 = ，*“ 〆 ）• _ 

-- ‘ _ mI- m j • ，娜 . . 11 . 4 f f • • # • • * * ^ m i I * 

设 W . V : .…， V ；， w 都是域 F 上的线性空间，我们用 0XV, . V : •…， K * W > 表示林 K X 

wx - xv 『到呢的所有多重线性映射 铤成的集合, 在这个集合中可以定义加法如下，对 
于 me ^ CV 3 ， v 2 ，… _ V r | MO , 规定 

(.A 1 B ) i" at tdy t **" ta r ,5 = 為（ <1] *&2 - … *Or) + 則 ds ， flr.s ，…, 仏 

还可以定义域 P 与碑 CV , ，，…, V , ; W ) 的纯置乘法如下 1 对于 F*A 6 狹 V " V ; , • ■ • * V , * 
WO , 规定 

ih\)iai - 4 ii *■.、〜）= M (免，，…， a 》， 

容易验证 成方域 F 上的一个线性空间，当时，把这个线性空问 
簡记成咐:#:，0,它是\，_ XV S X .“ XK 上的所有多 萆线性 函数组成的线性空间 
设 V ^ y *， …， K 都是域 F 上的有限维线性空间， V ,的维数为 H,(f = l ,2, …, r >, 试 
问：納 V …. V ,)的维数是多少？为了冋答这 t 问题■先找出一个基„, 

对于任意给定的一组下标 t ， h * … 4 r , 在推论]中取 

& ^,*,^ 3 * r* # ^A * (3) 

其中 * 2 . — f r ) . 据推论 1 的结论得，存在％ XV.X — 上的唯一的一个 
多重线性函数.使得 

Ah -. K (a 'h ，…， 疗〜） = 各 h*AA … 見人， ( 4 > 

其中 10,< n . U = l *2 •… ， r ), 于是 

y *^. - i , * a ^ ，…*口七 ) = li 
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編3 wm r … P 4 u *v x ir —9% fcwitr >- 

(片 . A)f - * g®hf (7) 

在V中取一个基 m ，吻 •…， a * 它在V中的对偶基为办» g £ * ― tg m ; U 中取一个基 
沐 ，尽 * …’馬.它在[卜中的对偶基为 h ， h ” …， h ” 考虑⑽1个双线性函数 

gt ® t i = 1，2, …， ra */ = I t 2 f 4 卜 |，叫 ^ {8> 

容易 证明它 们线性 无关. 由于从定理 2 得， 

dim mVMii = mi i (9 ) 

因此 (8) 式给出的 fim 个职线性函数是逆 CF,LF) 的一个基，于是我们证明了， 

定理 3 设 V，U 分别是域芦上於维.⑽__性空间的一个綦⑴在 v ■中 

的对 fffl 基％ … . A ; Lf 的■个 基⑦必 ，…4在 (：/■ 中的对偶基为心，人.则 

+ 1=1 *2 ,… f ntj = 1,2 ,*”，w 

是负 的-个基， ■ 

现在我们对 V*，L/ •运用上述结论， 从第 §聿 0. 1Q 节知道,V•的对偶空间记作 v，_ , 

\/到 v 有一个同构映射 . v ■•到 r 也舟一个同构映射。 a e 7在这相继的两个同构映射 
T 的象记作对亍任意 / ev ' 有 

〆 •〔/> = /(«), f ] Q > 

V ’到 V …的这个同构映射，一 一 ，_不依赖 f ■摇的选枰.因此可以把 cr 与， . 等同起 
来，从而可以把 v 与 V •■等同.于是对 V - 和 L /* 运用⑽)式得，对于 aev , peu ，有 

° > 以 〆 • m ihy = k (<2)/ K /?) » g ^ V * Ji 6 V * . (ID 

o ® J 9 是 V * XLr 上的一个双线性函数，于是存在一个映射 r : 

r ， kvxu ~^ mv m , tr ) 


ia ^ 0 } I - =# Of @ 尽 ( 12 ) 

设:卜 a: •…是 V 的 一个基 ，它在 v •中的对偶苺为及■，…，私•而 AW …，私在 
V 中的对偁基为〆厂 ，…， y t 设 j， k . •，/ 3U 是 ti 的一个基，它在 L?， 中的对偶基 

为 A , ， … ，A •，而 H …入在 V . _中鲐对偶基为戽•必•，… W ■ 对于 WLP 运 

定理3得， •、 -L •，々"， - : 

n / ' ® * r — 1，2 ,…， 《|j = 1*2,*-* ,!rt (13) 

是 i ^ XV r ， U.：) 的一个基，把V与 t 等同,爲_ * 与見 ■等同，幽 

a * ® A " r = 1 *2 t — ，/ J|j ^ 1,2,'^, Kr ? (14) 

是哪 V-，xr > 的一个基 , dim 例 V、LT )=nm , 

与 V 上的双线性函数有表达式类似 .V XLi 上的双线性函数也有表达式^ 

设 V % t ； 分别是域 F 上的 n 维， w 维线性空间，/是 VXU 上的一个双线性函数，在 V 



中取 一个基 o * cr .. … . a 、 ；在[「中取基/3| ， j 3_ ♦ ….木任取 Cf G V - ，尽6【、设 a 
^)jf t ^ci?i i 私■…來 >r ■其中 x= u x ， jt” … • 心 )',y … y 胃 >• •则 j 


tori * •，•- 


A 


JH 


■/((!，_ = /(2 ， S ) = 2 S / G ，， A 》 

"■ ■ ' n ^ ._ bl !" -I * 二 


as > 


> 1 j «1 


令 


**■ /(ai fj^m ) ' 

/( 似， 卢；》 /( a ” A ) … / Ca s +#.) 

^ ^ ■ . . 卜 (16) 

: ； : 

/ ( a „ ) f ia . *fh ) …/ ( a m ，氏） 

称力是 / 在 v 的基 l ， •“， 0 , mu 的基於，爲 t …，良下的度量矩阵.则 U 5) 式 W 写成 

fia *0) = X ' AY . (17) 

U 7) 式就是 VXU 上的双线性函数/的表达式 3 


JLI .2 典型例题 


例 i 设 F 是个 域，令 

fiArli) = trCA/3). V A 6 M iXb (F),B 6 

证明: 上的一个双线性函数 
证明由于对任意 — 

/(A+ £ \B>= trE(A H-O/i] = trCAB - hCB ) — irC/lB > + triCB ) 
/C.M,B)-= ir[(M>B] = it iriAB) = 

因此/对第-个变元是线性的•同理可址 T /对第二个变元乜是线性的, IM 此/ & M .. AF ) 
XM ^, CF ) 上的双线性函数， m 

例2设 F 是一个蛾，求 J ^ M_ k AF )， e 財如< F ) >的一个基 • 

解据定理2得， 、 

ciiin ( F ) » iWUf ^ ( F > ) = (nm ) ( mn ) = n 2 m £ m 

在 M mX ，（ F ) 中取一个 ㈣ £ u _ …， 队 t …杳， ■•• * _ 把它们记成仏 ， a ” … 〜； 在 
U /’》 中取个基忌 r ，…名■，… .匕.…，左 _ ，其屮 艮是 （!, j ) 元为1，其余元令为 t ) 的 
n> m 矩阵，把它们记成冴，糸 ，… A •任 给先 - k , ( ^ 

/ <^i v *A 5 ) = #, t *, S ti A t t 1 o, < «wj(t — I ： f2> t 

则八 * 广 1 € wm (/ = ! ， 2 r 成为納; M,w ( F > , 、 _ ( F >) 的一个 # w 
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例 3 求货 UFO 的一个基. 

解在 F ? 中取—个基;在 F | 中取一个基 
^= G , oy , ei =( Ofiy t 任縉令 

7 V 3 (*/■ ，（， : 》；茂 Mi ， 1 之 ji S 3 ， 1 ^ jt ^2, 

则 - 成为墩 F ?, R ) 的一个基 a 

例 4 设 V , L / 黾域 F 上的两个有限维线性空间.对于 / e :_ V % U ) , 令 

^ {a 6 V f f < M，p ^ o . ypeu } 

v v - {0 e u I fia . p ) - o , V a e v \ 

证明； （ l ) v fl , ir 分别是 v . l ; 的一个子 空间. 

⑽若 作 0,则 dim V<dim U f 若 tr =0, 则出 m t/<dim V , 

<3) 若对于商空间 V/f 与 LT/XT 的元素 a +v^ 与 叶 U \ 定义 

7(“ 十 V ' 卢 = f (a 

_ 这个定义是合埋的 ， aje ^ Hv / v \ u/in I 
(4> dimCr/V°) = dim(U/t/ e ) t 

证明 C 1 >由于/<0 + 及卜 0/(0 ， 和 = CK V #6 U ; 因此0€ V %显然 V 对于 加味和 缚最 
乘法封闭，因此 V^fi V 的一个子空间*同理, LT 是 U 的一个子空伺 • 

(2) 在 V 中敢_个_心，的，”，，九，在1/中取一个基异，典，…，良,设/在这两个坫下 
的度量矩阵为 A t 它是 nXm 矩阵. 任取 la * i — *與*“_ * 氏) F ■贝 H 

a £ ㈡ f ( a ^ 0, Vj ?6 V 

㈣ X f AY ^ 0, VV £ P" 

㈡ X'Aei = 0, i = 

㈡ X^Atei **•* )—0 

㈡ X^AIm — 0 

' ㈡ 凫、土 0 

㈡X 是齐次线性方程组 d'z = 0的解， 

于是 V ° ^0 ㈡ / i 2=0 只有零解 

㈣ rankf ^^) — n v 

因此若 V @ =Dt!fl!l dim V<dim U, 

_ 理可证 ，若 tr =0, 则 dim C/<dim V , 

< 3 ) 设 •奸 tr -^+ tr , 则 

a -7 6 V° t ^- 7 e LT , ” • 


U 8> 

09) 

c 20) 

( 21 ) 
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沪是 , jS = 7+/9 U a 。 & V c ， 私亡 U \ 

从而 

/Cfti-p) = fir+ao ，iy 卜异） = /(y* 7) 十 /< y ， 择 ） + f(a 0 *7 + 禺 ) 

二 / Cy ，7). a ‘ 1 •丨 

因此 ？( 十 r ，存 +tr > = 7 ( r 十 w , 7 十 

这证明了 （ 20 ) 式给出的定义是合理的《由于 

7c( a ^\r) + ( 7 + \0 4+ : tn^7( £ r+y+v°j|LT) 

- / U + 7 

= 7 u + v%p+tr)+7(r + v% 戸 +tn ， 
f(k(a J h\n f p + V t， )= f(ka 十 V%JH~LT) 

= 卢 +tr). 

因此 7 对第一个变元蕞栽性的，网理可证7对第二个变元也是线性的，所以 fen v/r , 
LW p ) ■ 


( 4 ) 从第>小题的证 明过 程番出 ， a 6 V。㈡X 是, t Z = () 的解 


因此 

从而 


dim V 


li 


ra nk i A') = n — rank (A) 


dim ( V/ - )—fi 一 dim V rt = rank (A ) 


类似地，碑 LT 当且仅当 F 是 AZ = 0 的解， 

因此 dim = »r 一 rank ( A ), 


从而 dim ( y / t / 0 ) = wi —dim U 4, = ratik { A ) * 

所以 dim ( V / V n > = aim ( L / yi ； B )* ■ 

点评例 4 的第 UU 4) 小®的解题关键是利用了 /的度量矩綷 A 和/的表达式.从 

而与齐次载性程组产生了联系*于是可以运用齐次线性方辱组的_空间的维数公式来解 
决有关的维数问題， . 

例 S 设 V W 分别是域 F 上的 n 维， m 维线性空间，令 

a * V * XU * ' ~^ ^ CV . L /) f } ' 1, ( I !| 

(g ， A) h - * g^h, 

证明：江是^ xcr 到的一个双线性映射 

证明任取心，沿 6 v - ，由于对任意 a ev %/? ec /, 有 

<4 # 1 ® ACa ^)= [ Cjf t 4-^)( o )]/ i (^> 1 r 

= Bfl U ) + gsta > yi(p 
— JJ] CfflA (fi) 4 - giia^hip) 
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= Ifi ® “辦 ♦ 尽2 以 O * 芦》 ， 

= Cg , ® A + 幻 ® hHa^y * II 

因此 

tf<#t + 沿 * A )= {^1 ^ gi ) ® h = g \ ® 4 參沿參* 

J : 怎 crtgi 捕 + ff ( gnh ). 

任取 ，keir ■走 6 F . 容易证明 

^(kg tA >： = kai g . h ) • 

因此政对第--个变元是线 性的. 同理可证 . a 对第二个变元也是线性的.所以是 V . > L /. 
到坍 V ,⑴的一个双线性映射 T _ 

点评 在例5 中.对 vu * 来用所得的结论 t 并且把 v …和 v 等 ㈣ .把 tr . 和【/等 
间_则得到映射 

VXU — VW > 

(a ， 於）一~ * a ® 

是 VXL ； 到外 V ,IT >的一个双线性映射。 

11-2 线性空间的张量积 

11.2.1 内容精华 

一、 线性空间的张®积的槪念 

从 1 L 1 节傭例 5的点评知道.设 VM 分别是域 fV 上的 w 
vxm 饵 V'Lr >的双线性 映射： 

r 5 V XU ——^ ^( V m , U m ) 

(a t 卜 ■ a ⑧艮 

由于 cKm SCV ' f U m )二娜_因此从 V ，[/得到了一个大的线性空陶奸 V * . U * K 它们的唯 
数之间的关系为 " 

dim 3 ^V " = (dim VJCdim U >* 

任取#7，托1；，可得到承【1^ XT ) 的唯一确定的元素它是 V - Xl / V 上的一个双线 
性函数，满足 一 " 

= g ( a ) h ( p f g e V * Ji € U * , (3> 

由此看到， ( a 与 a ® fi 之 间的联系不太直观 • 因此我们的注意力应放在挖掘 遍费 _关运 


维， m 维线性空间”,则存在 




( 1 ) 












0(at ) (15) 1 ^ 

于楚 0 和私在納: V - ,IT ) 的一个基上的作用相同. \\ 

从而必=办，因此对于从 v <(/ 到说的任一双线性映 A \^ / 

射, 4 *存在 WF，，tr ) 到 w 的唯一的线性映射少•使 ^ 

得 A=fc. 于是我们 证明了 t _ 

M 11*1 

命题1设 VVt； 分别 ® 域 F 上的《维旧维线性 ^ 

空间 •则 vxummv * >的双线性映射 r * 異有下述性质 i 设 w 是域 

K h (f— 线性空间，对 T"- D U 到 W 的 ff …双线性映射/I存在 dl m )J!j W 的唯 一的 
残性映射也使搏 .4== 咖％ _ 

读者自然要问 s 具有上述性质的线性空间和从 V X U 到这个_性空间的双线性映射除 
了咪 V _ 和 r 外■还有没有其他的?如果有，它们之间的关系是什么？ 

设 M 蕞域 F 上的一个线性空间， Tl 是 FXI； 到 M 的一个双线性映射，它具有上述性 
质*我们来探讨 Ai 与 mv ^ ,ir >之间有什么关系？ 

由于洗 V- w) 和 r 具有上述性质 1 

戴V>到 iW 的唯一的线性映射和•使得 r , = #, r. 如團 11- 2所示， 

由于 M 和 n 具有上述性质 f _ 邶对于 vxt ； 到洲 F，.tr I 的双线性映射 T , 存在 M 到 
hV ~ X r * >的唯一的线性映射 . 使得 r =和 n ^如图11 - 3所示 * 从而 

T = t / fstp ! T, (16) 

显然，贫 V'tT ) 上的恒等变换 J 使得 






r=lr. (17) 



由于眞V 和 r 具有上述性质，因此对于从 VXU 到汽 V_ .CT )的叹线性映射疋痛在 

^ ym 山_ )到自身的曝一的线性映射 * 使得 r 等于这个线性映射与 r 的乘积 v 于是从（16> 
和 C17> 式得 


^^1 = 1 


(18) 
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同理可得； ，， Ji •，，一 F 

从 US ) 式和 (19) 式得，咖是可逆映射，从而办是双射_又由于办是與 v _ ，1/' )到胁的线 

性映射，因 此必是 .-^CV f U ^ )到 M 的一个同构映射.从 

洲 V ， ,U 4 ) ^ M + (20) 


tl 



^1) 


这表明 I 如果还有域 F_t 的线性空间 M 和从 VXI ； 到 Af 的双钱性映射 n 具有上述性质 

…- " 1 • • - ! - 3 ° r - • r 一 1 - ' ‘ -. I ii ^ t^pi 4 . j*. r. 


渾么 M 与 £: KV ，， LT + ) 同沟 __ 由此受到 B 发.我们引进 F 述重要概念: 


定义1 


设 V ， U 和： T 是域 F 上的线 性空间•如果存在 V x LT 到： T 的双线性映射 


有下述性®;对于域 F 一线性空间从 r 、 f / 到 W 的任…双线性映射 .4 •都存在 T 

到 W 的唯一的线性映射少_使得 


A - 122) 

_T 图(围1】4>可交换，那么称二元组 （ T . a ) 是V与 U 的一 
个张 3积=为简单起见，也说丁是 V与 L/ 的一个张量积，. 

从定义】. S 到.V与 U 的张 W 积是指域 F 上的线性空间 
T 和从 VXL/ 到 r 的双线性映射^且^要满足定义 i 中所 
说的性质，这性质称为张置积的特征性质， 

设 V-L； 是域 F 上的有限维线性空间，从命 M i 得出 • 

厲 F、L/_ >就是V与£/的一个张 t 积*从定义 I IT 面的 it 

论知遒，如果 M 也是V与£/的一个张 M 积，那么祕与戮 V%IT >同构，于是我们证明了下 
述定理 S 

定理I设 VM 是蛾 F 上有限维线性空间，则V与 U 的张置积存在*丑 在调构 猶意义 
下是唯一的. ■ 

对于域 F 上有限維线性空间V*#,由于它倚_张撤积在同 构的意 义下是唯一的.因此 
我们用表示 v 与 [/ 的张 e 积+对于任意 aev •奸 c ;， 把记作 口鄉， 由于 n 是 
双线性映射•因此有 , r ^ 



^ a*r e v^e Ui (23) 

o ® 〔尽 + 7 f ) = a ® p - f - a © 47 6 V ，h 6 U * C 24> 

( ku }® t 3 = a 6 e V,k 6 F . C 25) 

在本节一开始•我们曾经对的元素证明 TT 速三个恒等式*. 

定理 2 设 V%U 分到是域 F 上#维•彷维线性 空间， V 中取一个基，*.• ，[/中 
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取一个基办…，氏•则 

^ ® A » / = 1，2 •… ， h * > = U.. “， m (26) 

是 v®u 的一个基，且 . ，厂、 t ， 丨 ^nn it ： 4 

dim V r g ) t 7 = £= (dim VXdim U). (27) 

证明由于 V 的， 1、基婼 m u : , …的一个基是办，决，…，疼•因此 a .@ 爲 
«=1，2.，".；^=1，2，".，物>是淨^、1/. > 的一个美， JMim ,[；_ )= 訓。由于 V与 

1/的任意一个张量积都与贺 V_，tr >同构，因此 V®t/ 的一个基是私@爲（^1,2,…， „ f 
J = U .…， w) •且 dhn 麵 

从定理2和式得 . V@t/ 的任一元素可表示成 

fa 

S 先 (h@，） {2B) 

^ " - l : ~ ■ • • 一 ••寿 * 4 r< 1 ^ ^ * 

的形式*其中 7r £ V £■ U *At €: F*/= I ，2,… *r, 

在本节典塑例題的例 2 及其虚评中撙出 s 当 IT 与 U 不必是有限维时 • V @ U 也存在，且 
它的任 -元 素电可表示成 （28) 式的 形式， 

由于《?是 VXL/ 到 V@t/ 的双线性映射，因此 

ufO.jffi = a (0 - O . fi ) = 0 tf (0^> = 0, fflcrtO ) Q , 

从而 0^^0.000=0. v^ev， 尽 et>v 这表胡 v®u 中零元索的表法不唯 一， 从而 v®o 
的任一元素表示成(28> 式的形式其表法不 唯一， 

当 u = v 时，对于一毅地， o® 炉 ¥g) a€l 这是因为 vx v 到的双线性映 
射不具有对称性.即 

a 的 /? = ^ « rC ^*^) — /? <3) Q . 

可以证明 ■对于 域 f 上任意两个线性空向 v%u (不必都是有限维的与 U 的张貴积 
部存在.且在同构的意义卞是唯^的.关于唯，性的证明与前面证明 Af 与汧 V. >同 
构的方法一样 * 关于存在性的证明见本节典型例厘的例 2- 

—域 F 上线性空间V与 tr 的张蠢辨的癤藏麵比较抽象的,我们不要把关注点放在 
的兀索的具体含 夂是# 么，而应当关注 V® [/ 的元素的有矣运算的性质（即（23)、 (54 ) ， 
(25>^>, V®U 的结构（它是域 F 上的-个线性空间，当V与 f / 分别是„ 维， 如维时 
-_= 齡“, n! ，.”也是 v 的-个基‘緣，…，各是^ 二二 

1_2, …•叫= 1 ， 2 "， ? „)是_ | /的一个基，1^^的筇索可读成有限和（ 28 )式的形式）， 
以及从 VXLT 到 V_ 的双线性映射汉所具有的特征性质 t 对于从 VX R 到域 F 上任—线 
性空间妒的任一双线性映射 A ，存在仍 glU 到取的唯一的线性映射^使得 A = ^ r , 
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二、张置积满足的运算法则 

设 VM 是域 F 上的有限维线性空间•则有域 F 上的一个有限维线性空间 V 0 L /. 因此 
张量綱是域 F 上有限维线性空间组成_合上的一种运算，它满足什么运算法则呢？ 

定理3设％ , V 4 是域 F 上有限维线性空间.则存在 WigV, 到V:®%的一个同 
构映射办，使得 

(a ® 0 ) ^ at a £ V!，jS & f (2&) 

还存在 ( vv ® v ? >® v 3 到的一个同构映射念•使得 

命 （(a®〆》® y> 工 a ® ( p ® y ), V t -/? e V^r ^ (30> 

证明在 V lt V 2 , V 5 中分别取一个基： 


cti ^ a ： * … 》 a_ t ••決 ，… 

M m ® 0 ^(i = 1 , 2 *—,wn> = l ， 2 ，一， n:) jfe Vi ® V 2 的一个基成 ®Qiij ^ 1 , 2 •… ，如 
* ^ 1 ， 2 < …， !》]> 是 Vi ® Vi 的^一个基 ■ 我们知道 ， dim V ， ® VV 左 ％ 〜 =dim V；j @ V t a 

, ， _3 , "1 " 

取《1 = = S ' AA ，则 


it * 

fc 


■1 "I 


£t 


令 


#» l ! f i f ' #_ l : 


♦ i y \ i ® v 2 


^ — ^ 


V T : ⑭ R 


a ® ® ft ) H — S 喊 (A @ a .) 

i_i 旋 _ i 


则据第 s 章 s . 3 节荦理 1 的充分性 ii 明 得七是 V t © V 到 hgjv , 的- f 同构映时 


m 于 


% 


2 (ft ® a 4 )= S S ® ^ 


m . 

S 2 (4A @ a 浪 ,) 


I s 二 r 「■」 


因此 tpi ( a © j^J 

易知，<仏©反>@7山=],2,…，〜 ；>=1.2* - ,«, ./ = 1 上 …… )®V 的 

个基 • 

dim(V! ® Vj) @ V,- Ktj rtjj-Kj ■ ditu 1^"I ⑭ j ⑭ J ^ i 9 〜 
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*1 ri / - 爾 RM i n ： 

任取 < r = 乏] a , o _， i 3= = Uc 4 ) r r ， 则 

1 ^ W i f * * i fc i ,1 ^ 1 • * 3 ***^ i ' -. 霉 

作 ， m : ：I I • t| - I , “ L m i } 。 ini ^ 

((S 邮) ® (E ))® ( S _) _ 

•i *i ， V ?!" 

= (S ® a )® (2 f *^ A ) 

f—l*; j— 1 丨 署，扇， 1’ “ 

* ' ，,v f -■ ■».,. *» ..'v ■* ， r ’• 1 ?; ? 

~ 薄家 j o 力 i “ (ffi j &^ jr ^ X ** 

令 ^ ^ < V , ® V ,)® V ,^ V i ®( V i ® V A ) 

^ fl ? *1 *1^ 1 4 , ’ 1 

ia ® 0) ® y ^ — ^2 S S 10 ^^* 0 - ® ^ ® r*)- 

_=1 /_1 *，1 

则必是 ( V ,®%)®、、 到 w ®( v 2 ® v s ) 的一 个同构映射•且 

^ C Ca ® /?) ® 7> = a ® iff ® y ). _ 

从定理 3 知道 .％©¥: 到有 - t 同构映射# . 使得七6：这样 
理解下，我们可以记 

v , ® V , = V , 0 V ^ ^ (31) 

这表 明张铀 枳满足交换律，_理.在类似的理解 F •我们珂记 

@fV|J ® V* = V"j © (Vj @v.V ，》‘， (32) 

这表明张量积满足结合律, 

由于张量积满足结合律，因此对于多个有限维线性空伺％. V ,，有张暈积 , V T @ 
V 3 ® … ㊈V ,.它的任意元素可以表示成形如 

Yi ® Yi ® — ® y , * X G v ,. I ^ 1 * 2 , … d 

的元素的线性组合 • 但是它的表法不唯一 B 


三、 线性变换的 张置积 

设 V \ LT 是域 F 上线性空间，分别是上的线性变换.考虑 vxy 到 V ®1/ 的 
映射 c t 

; t 卩) ^— ** j4o (>^) Bjfi * a f V \ 卢 t / ， 

容易验证 C 对每一个变元都是线性的，因此 C 是 VXU 到 VWJ 的一个双线性映射.据张 
置积的 定义得，存在到 v ® v 的唯一的线性映射•记作使得 

C - U ® B ) a . 


从而对于0：■意 a tV 46 U ， 有 


<33> 
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CIq,0) — (A；© B)a(a 凟 》. 


^ ft , i ?:i 扑 • t, I tl「. ， <34) 

于是我们证明了下述定理： • ， '* 

定理4设是域 fi ： 线性鸯分别是 VMJ 上的 线性变 ft* 则存在 V®y J: 
的唯—的线性变换•记作 4®a, 使得 

iA®BHa®0) ^ tt e L/, (35) 

把 A® 月称为 A 与 0 的张最积， . ■ 

我们来讨论线性变換的张量枳的基本性质， 

:定理 S 设 V . U 是域 F 上线性空间.离是 V上的线性变換 ,B,B l ,島是 LT 上的 
线性变换，1_知,1_分别表示 v,t/,wgy 上的恒等变換.则 

( 1 ) 《 A t + Aj ) © J B = Ai @B 十 AjC ^ B ； 

(2) B ： A@JJ, +A®Bi J 
(3} (Aj(^)B| ) (At H ： i 

tS J iy ©ly = JlTSlCr I' 

<6> 从 A,B 可逆可以推出 A® 月也可逆，且 

=/4* 1 ® B 1 * 

证明由 f V@u 中任一向量鑼可以表示成形如 am 的向摄的钱性组合.因此只要 
证明 V®U 上的两个线性变换在 (!_ 上的作用相同，就可以得出这两个线性变換相等. 

— (Am +4 = A t a®^34- A 3 o<S)i^ 

— A v ® Bia ® p > & ( a 00 ) 

=«@B 十 4*@ 月） （o® 声）， 

因此 CAi +/4:) ®B — Ay 0 B + A 3 ©E. 

<2)_ k 与第 (1> 个公式的证法类似 4 

U> [(4,®B x >< A ,® B ,)] <^/?> = ( A l ®B UAt ^&, 0 ) 

=A, tA- ff )®JB, fl, )^(AiA s ®S, B t ) (o©^> , 

因此 (A, =4i 

C4) [(MKgiBj<o®p) = (M ) Q <S^ = k 


因此 
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间理可证 A®kB=HA®B>. 

(5) ( 二 fvff® = fv^U (0® 用，因此 = ^F®Lf « f 1 

(6) 设 A , B 可逆，则存在 A ' 于是有 

(Jk^) it)(j\ 1 B~ ) ^ A 4 1 iv (xi /|； ― 

类似可证， C 4 因此可逆， 

且 ( A ® B ^ 1 =4^ ® B ' [ . m 

现在我们来讨论线性变换的张量枳的矩阵表示 h 

设 V . U 分别是域 F 上 rr 维, m 维线性空间,4 , B 分别是 V ,£； 上的线性变换.在 V 中取 
_个基 £Tl . …， K 在 U 中取一个基办，择，*•• * 秦:•设 

>1(a: -a? ， * “ ) = (oj mat * ) A ， C36) 

B (焊，典，…，爲 - (卢■，典•… */ L > 仏 (37> 

其:中 A = U P >,B = (~)。 我们知道， 

*t ⑧爲， • *<*1 鑛美 •…， g _ ® ，― , a * ®p m 

是 V ® L / 的一个基，考虚&这个基 F 的矩阵 C 是什么样子 a 

• , 巍！ 

CA © B ) Ca , ® ft ^ = © B0 S — ^ 2 )® ( 〜系） 

i 

at 

= ® fit* (38) 

• • a • •:, p ^ ^ 

把矩阵 C 分块 t c 的行分成 《 组 * 每组有 m 行: C 的列分成 H ffl ,每组有用列，从 <3 S ) 式得， 
(:的 （卜 g ) 块为下述 m 级矩阵 2 


这鰣办 、，… :• - Jii > 

Cl 相办 S1 a^h tl — 

I p = ， (39) 

:: : 

« w 6 _i *-* a^ m I (:!:七，： ，、_. fRjH ' 

因此 A ® B 在上述基下的矩阵 G 为下述分块矩阵 3 



讀 B 

a^B … 


r - 


a^B … 



* 

_ 

k m ib 

*• 

» 

> 

i 

51 

1 

aj 9 

V 

a jii B … 

a^B 

d 


( U l】 式右端的矩阵_ % A 与 B 的 Kronecker 积，记作 A0B, 
我们在《高等代数学习指导书 （上册 > J 补充邏四的第 


(40) 


26 题证明了矩阵 A 与 B 的 


Kronecker m A 0 B 的一些性质【这盡性质也可以从线性变换的张的性滕 (即定 翅随) 




ILZ 线性空间的张 _ 积 • SIS * 


立即得出_ 

四、线性空间的张最积与直和的关系 

定理6设 V , V 是域 F 上线性交和 U: 是 L ； 的子空间 * fi U - Uj ©U ” 则何线 
性空间的同构 | 

V ( g)U ^ V ® U , + V © u : . (41) 

证明由于 fi=tA©t/ 2 , 困此有平行于 K 在认上的投彩 P , 和平行于 U , 在％上的 

投影巧•且 ' 1 - * ' , j '» •: • 1 ’ f • 

!\ + P , = l tJ * P ? - P ; ^ P ^ P ： P ： ^ P：Pi = 0, (42) 

令 ft = Iy®P t -f — I * 2 t ft ® V@U 上的线性变换，且 

0 t = Iv ® + fv © Pi ^ fv 0 (+ P s ) — 1^ {xi l t . = / v®u * 

硬 =(h ® PMh ® P,> = Ivlv ® P.P = h ®P, - ft ， 

&i0i — ® Pi ) ( Jv @ 巧 )' = l\^y (§) Pii^? = iv ® O' ^ 0 I 

同理 =0. 

令 T ,= ftCV ® L 0,/= l ,2 B 我们来证 

V U ~ Ti @^T|- ， ，: # (43) 

麵由于 V ® CJ 的任 = 元素可以表示成形如的元素的线性组合•因此只嬰考虑形如 
o ® 卢的元素 3 由亍 

a® p= f v 伽 (ct © 辦 = ( 你 -h&i Ha © /?) 

^ 0 L ia ® 身) + ft (a ®^> I 

因此 V ® U = Tt + lV D 

任取门丁”由 f xer, ，因此存在 v®u ， 使彻 由于 . Te 此 
存在 v®v r 使得 11), 从 rftiA i . x )= 0 ) d z (3 r > = o ( z >— o fl 于是 

X = ft <^> — fli (y) F < x ) = 0 r 

因此乃07«=心从爾 ㊉ Ti , 

现在来证 T,^¥®Ui * 为此只要延乃也最 v 与 I /,的张最积，这箱要魏出 VXUt 
r k 的一个双线性映射 * 且従明它具有定义1中所说的特征性质•令 ailvxWi •由于 
V y 到 V © U 的双线性映射 .8 此仍是 V '、 K 到 V ® V 的双线性映財.任取 K : 
v ^ xy " 由于 」 _ V 

irj (atjSS )= a ® ) = (ft + fe )Xa ® ^ ) 

O t Ce @ 择） + < V < c ? @ 典 } 

^ Oi (a @ p t ) -H (Iv © F, ) (« ® ^ ) 
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— (a © fit ) + Jva © 

= O^ia ^ + o © 0 

= 0 ^ (a p^) € 巧 篆趙傅 ： /» ' X • P 1 

因此奶 mvxu , ®J T, 的双线性映射. 

任取域 fj ： 的一个线性空间 w, 任取 vxtA 到柬的一个双线性映射為 . 对于“ ，毋 e 
VXLL 定义 

( iv^PiXa^y = (a, P\0) , (-14) 

鹰 AUrXR]^ VKU M W 的一个映射，易验证它是一个双线性晚射，于是存在 V®U 到 

^ 的唯一的一个线性映射 >■ 使得 扣 • 令合 H 于是办是 T, 到 W 的 
一 个线性映射， F 面来证 A = 办 & . 任取 ( e > € V X U t ，由于 

tp^a\ (a ^ ) — Ca ® ) — ^(ff ® j9i > = <f^ia *0t ) 

=* Ailv X Pi )(c ， A> ^ Ata »Pii?t ) 

! ■ ’V ， 一 I I M f -^ • J - ^ 

因此奔从而是 V 与 LA 的张量积，于是 
同理可证兰 V(g)U:. 于是结合 （43 >式得 

V®U^V®U, +V®U 7r U 

定理 S 中，若 v=v,®v 3 + 则 

V ® V ^ V t ® V ^ V t ® U , (45) 

定理6可推广到 U (或者 V0 是有限多个子空间的直和的情彤， 

下面一个结果是经常耍用的,， 

定理7设 V是域尸上线性空间，则 

V @F^ V. 1 丨、• 1 ’卜 （46) 

证明任取 a €V,AGF •令 

AU.k) - fer, ] “7> 

島验证 A 是 VXF 到V的“4双线性映射，于是存 ft \%:F 到V的唯一的线性映射0•使 

得 A =_ 4 乎是 k r :: • 

4»(q ® k) — tfaia^k^ — A(a.jt) = h. (48> 

另一方面，令少 * fli^-isHS)】， 晷验 iiK 中是7到7⑧ F 的一个线性映射《对 f 任意 ere V, 
fc€F t 有 1 '.. 

^(tr ® k) — 0(ka} = ka @1 子 a @ 央， 

^Cq) = a ® 1) «= 1ft a* 




战性空间的 张鏟积 *mr * 

由此可推出， ㈣ >= J V s 因此必是可遒峰射•从而逆是双射，于是貪是到 V 
的一个闻构映射因此 ■ 

五、线性空间的基域的扩张 

定理8设 V 是域 K 上线性帘间 •域 F 包含域 K . 蝴 F ® V 墼域 F 上的线性空间 
证明由于 F , V 都是域 K 上线性空间 > 因此 F ® Vjii 域 K 丄的一 个线性空间。于是 
BSP 有加法运算，且满足线性空阀 || 定义中关于加法运算的4条法则，下面来给出域 F 
与 f ® v 的纯撤乘法运蠤，对于 ue f •令 4 * ( ui ~-以赛易验证 a 是 f xv 到 
F ® V 的一个双线性映射 • 于是存在 F ® V 到 F ® V 的唯一的线性映射使得 A = ^ U . 
于是 

^ (b © «> = = AC ^* a ) — <it @ a m (49) 

现在规定 

r r 

® 取)一^也 ( XX ® 氣 ). <50> 

由于在是线性映射，因此从（50>和（49)式得 

’ 爾 “n ”’ • 。匕 1“ （FI 一 r ’I I, JI -» 

« (羅 V ® A ) =顧為 _ _ t * f - _ C 5 I ) 

于是 （51) 式给出了域 F 与的翊僦乘法 • 容麇验证，它满足线性空间的定义中关于炖 
董乘法的4条法则•因此 F ® V 成为域 F 上的一个线性空间 ^ ■ 

注意：不能直接用（5〖> 式定义 F 与 F ©1 的纯董乘法 I 这是因为的任一元索表 

r 

示成1>.@乂时表法不唯一，我们通过必来定义纯量乘法（即 （5 ⑴式） ，这样虽然的 

r 

同一个元素表示 A 2 b , ® 岛时 表法不唪一，但是既然它们表示同一个元索，因此它们在办 

下的象是相同的，这样用 （30) 式定义的纯量乘法就不依賴于、元素的表法的选取如果直接 
用 （ SU 式定义纯量東法，那么很难证明它；依糗于元素夂法的逸取。 

定理穿设 V 是域 K 上的 II 维线性空间，域 F . 包食域 K . 在 V ，中取一个基⑴ ， nw , 
«•，脚 ]®m 4® fe ” …， H 是域 F 上线性空间 F ® V 的一■个基.且 

cUnv ( F@VO — « — dim ^ V . (52) 

证明由子 a ， •… 是 V 的一个基》因此 

V = ^ ffi ) © < a 3 ^ © *** © <&■)， - 

据定理6和定理7得 

F ^ V ^ F ® < aj > + F ® < a ,> 4 ^ + F ^ W > 




_此 


多爾线性代数 


K -i- F® K 斗 … I F@ K 
dimf 《 F®V) — dinip F 命 clinif + …十 diiBf F — n * 


任取 & e Fa e v , 设 € K 


" & 则 


, 






m 

2>_ © 




腎 

2 ] 敁彳 】 ® •_》■ 


(53) 


r 

由于 F®V 中任一元素可表示成 ® A ，因此从 C 53) 式可得出，任一元素可表 
示成 I ® g "】 ( gu s •… .1 © flsi 的线性组合•又由誉出 m F (F ⑭ lO 迄 n， 因此 


1 ③ a ” 1 @ or: ，…，I @為 

是域 F 上线性空间的—个基 r J 

由定理 9 立即得到： 

推论1设 V是实数域 R1： 的，，维线性空间 
l®a a * … • l ® a _ 是®数域 C 上的线性空_ C0V 的^备基*且 

dime < C ® V T ) ^ n — dim * _ 

在定理 9 中，考虑 F ® V 的子集 


6 K,i 


1 , 2 , 


(54) 


易看出 S 是域 JC 上向 鏡空间 Fi _ V 的一个子空间，令 




o — D ^Cf 


% 


!>“t @«， 


则少是 V 到 S 的一个映射■显然爭是满射，易证0是单射 t 并 M 办保持加法和纯 II 乘法 ■因 
此少是 V 到 S 的一个同构映射，从而域 K 上的线 性垒间 V 与 S 同__把 V 句 S . 問，即把 
V 看成 F ® F 的一个子集，此时可以 把私与 等同 , f H …，心由于 F @^ r 的任— 

元素可唯一地表示成印 >, 面此 JT ® V . 的任一 g 素可唯 r ■地表示虡^化』，其中 


/, 6 F 


1 , 2 , 


在推论1中， C @ V 的任一元素可唯--地表示成 ^ 咖•其中 C , £ C , <■ 


= K 2〜_" 
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_ 

舂成 C @ V 的一个子集 i 的 ft —元餐可唯地表示成 JC 中 L 6 

t © V 称为复化 _ 即把实数域 I: 的线性空间 V 扩 ft 成，个 K 数域上 . 的线性空间 C ⑭ 

在定理3中，设 A 是域 K 上线性空间 V 上的一个线性变换，它在 V 的一个基 m ，财，…， 

^下的矩阵为 A = (4 ) . 对干域 F h 线性空间 F ® V 的任一元素 I /,«, ♦ 规定 

t Jtit ^ i € > li ，/ ，• • *' f « i： s A A 

fl H 

( S /*®») = C 55) 

l»l I * f 

易验 iiEV 是 F ® v 上的 * 个线性变换 m 易看出在尸©\「的•个基 a ，…4 〆 已 
把 l ®0, 与1等同》下的矩哞是此时把 A W 成域 F 上的矩阵 t 

11,2.2 典型例题 

例1设 V , t / 是域 F 上的有限维线性空间，证 明：在 V ®17 中若《_=0,则 a = 0 
或产0* 

证明 _如且•则 a 可 4 k 圮成 V 的— 个基 。 a . … 4吋扩充成 b 的-个 

各 M ， 诙 * … . 从而 & 卿 & VlgL 1 的一卜基向績 * 于是 £? (> ,因此矜 U0p= 0 .则 £1 = t) 

或"- ■ 

例2设 V , LT 是域 F 上的线性空间(不必是有限维的），证明 : V 与 U 的张里积存在， 

证明令 

^ = { 2 & F . an 行有限多个.工0卜规定 m 中两 t 元索 

l ^0i€V^u …卜 • h r ‘ 

相等当且仅当它们的对应系数相等，并且规定 M 中两个元素相加为对应的系数相加，且规 

定 …! 

S ( _(*•■ 〆 a ■ 点 ) Y £ F, 

易验证 M 满足线性空间定义中的 8 条法则，从而 M 成为域 F 上的线性空间 # 

设是由下述肜式的向量生成的 f 空间； w , 

( a 十的，炉一 Co 〗 .身)， (56) 

, ( a，Pi + 爲〉 一 (fl ， 译 、一 （ atfit ) ， C 5^) 

(o *k(j) ^ kia *fi) f (ka ip) 一 k(a*^) t (5B) 

其中 fl!，tfs * ar 6 * J 6 i/jfe 1 /*jfc & F . 

设 T 是商空间 Ai / H ，定义从"到： T 的一个映射 = ( f /办 —— U , p + M “因为 
(56>，【57).<5扪式列出的和都在抓里*所以在 r 中有 
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aia £ + ftE ~ ffCnr! •声 

= CC«I 十 CT 3 ， 辦 中 — [(Cl + Mo]— [( 炫 £ ，卢 > + 从0 ] 

^ tCtfj — (at ^ (m *J?>] + M fl 

' 一 A 4 , 

aia^i + 於）一 crCcr^j ) — ) — M s ,, 

aia* 略） 一 hsiu*p = |.(ct*^> + Mj, j — A[(a-j3) + M ； j 
— [(a ，增 ） + Mi) J 一 [Ma’jSO ~J~ MuJ 
, 二 [U，#> -Ha.pl + A 4 = A 4 , 

<s(ka *p) — ka Cfl t p) ^ Mo * 

其中 M 是商空间 m/m q 的零向量，洱此 

(fiat +05= flr(oih^) + crta! ，沒 ） • < IN!" 

a ( a ，0 、+ ft ) = er ( a * 舞 ） + eKa ，, ）• 

* : _ 賢，「 irin^kff} = k&ia^p> ^ &(kaffi)* _• •… 

从而是 vxt / 到： r 的一个双线性映射， 

设研避域 f 上保一线性座间 .A 是 FXU 到 w 的任一双线性映射•令 

B : iW —~ ► W 

h— ^ 2 > 4 ( ai ，饵 > t 

~ ^ || i - t 】::口 I \ i > ■ ||M|J^|| fit n j： 1 fi ti ii 11S r y^ jj、' 5 { > 11 j ^jp 

容易验证 B JiM 到 W 的一个线性映射.由于 

, B[Oi +<*2 ， 卢）一 （今 1 ，月 ）一（ at: ，尹 )] 

= BitEi + at p/3) Bi^i *0) " 杉 ( 如， 0} 

—j 4 (h - 3 - o j t^) - A<£t! - A f at * 

— A(ai *j?) + ACcz^ «J?) — , 4 (ai * 0 ) A(aj * 0 ) 0» 

+ 择 > —(<i ， 芦 ) jU. 庳 ）] - 0, 

Blia.k^) = Bta^) - ®[AU^], 

= A ( a * k ^) — kB ( a，m = M (o »^>.^ M ( a * fi ) = 0, 

B = ^ 0, 

因此对于 H 的任一向量鳥，有 man 从而有 i ” 

4 

(a r 0 + = (y ,^) 争 M<i — (r^) € 域” 

^>Bl(a,fi> — <y, 9)^ ^ 0> . 

㈡ HU*#) — [ . i? 

必 * M/M n —31 杯麻冷 


令 


iht 线性兗师的张■识 


* 
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则 p 是 M / M , 到识的一个映射， a 容埸验 iiEp 是线性映射&由于对任意炉 6 VX U . 有 

C y^) = (•<! ,0 、 H - ^ == B (ff *0) j4 9^^ i 

因此扣 ^ 

假如还有一个从 T ^ M /胍 到识的线性映射 A ，使得必则 ^ r -^ cr . 从而对任 
意 （ a ， peV>ciK 有 

^ xs ( a t 

〒是 (or»^ + Mu ] — ipx [ ia f ) 3 ) + M 0 } f 

L ^,1 

由此得出 ^[ ^ k ,( a t */?,) + M c ] = ^ iL ^ k ,( cct ,/?,) + MrJ , 

’ * … i … f 

因此 0 = 办 • 

据张 M 积的定义得，（: r . d 是 V 与 17 的一个张量积 . ■ 

点评例2的证明的关键是要找一个域 F J ： 的线性空间 T , 且 VXU 到 T 有一个双线 
性映射具有定义1中所说的特征性质 „ 想法是先构進域 F 上的一个线性空间 M , 然后根 
掘双线性映射。的性质•巧妙地构造一个子空间城，最后 商空间 M / JVf , 就是我们要找的线 
性空间1\在证明<1%^>具有定义1中所说的特征性质时，先构遗一个从 M 到 W 的线性 
映射 II ，证明对任意妁€紙有糾八 i =0, 从威由 B 可诱峥出脔空间 Af /桃 到 W 的线性映 
射…迸而证明最后证明很如还有一个終 M / M a 到 W 的线性映射使得 

则办=心于是掮定义 I 得.与 L 7 的一个张量稞，了二財/风中任一元素可表 
示为 

臍 【1 一口 I - 、 r '»'U) - I # 1 1 f* ^WS , ' jl ， ’ A f :l I 、!:、 

= 2 袅减 (叫 ，译) ■ i W ; 

I \r a i / y qI 19 < 

把 u ( a . •具）简记成 ％@/S * 则 了中任 一元素可表示为 

2裊‘(化 @具>， (59) 

cm ) 式中的和是 ; ff 限和*由于 tf .@ 兵 = < fl | ，汉） + M "* 因此 a ,® 厚的表法不唯一 。 从而 r 中 
任一元素表示成<59 ) 式的形式时表法不唯 一 _ ‘ 

例3设 V ' r 分别娃域 f ■’上"维雄线性空间 , fi >2, w ；?2 R V 中取一个基 ai , a :_ 

…， 《，! U 中取一个基负 ， ft ，… # J 9 U 证明 t 对于任意 ard 阳 17,0® 芦与+0@典不 
相等， ^ 

证明抿如有 a — € v •戸 = bs e u , 使得 
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则”' •• K -卜— E : aw ^，扇- - 

■jf . m • 

(2°^-)® (2^ A ) = o, ® 谇 + 奶® ft , 

由此得出 i 叫 

= 1，— Ot «i ti = 11 

从而 ai #0， V =0* 于是幻6产 0. 矛盾 _ 因此 a ®# 不等于蝌®典+勿®爲， V ff ev ,/ S € 

• ，: 

例 4 条件同例？_证明:对于任意身本能表示成两个或两个以 上的形 
如仏 ® A 的基向*的和， • * 



pt ' pa 二— p 

( a * ® 兵 j ) = ® Aj 1 

伊 td •丨 t^i 

由此得出 

, a h^H 'T ^ 气 A , = 1 * 

从而 '# o ，(= o _ 于是％ ~= o . 矛盾 .因龀对于任意不能表示成两 
个或两个以上的形如 a ，@ 浮的基向鍵的和 ■ 

例 5 设 V 是域 F 上的《维线性空间，证明:存在^ 到 HomCV . VO 的一个同构 
映射^满足 


证明 


[0( / ® a ) JjS = 

tr[ifi(/ 0 a)] 
癍 F 中取一个基 m 


/( p)a * 

: Aa ). 

a. i _cr, 


^ ^ ，定义 v i : 的一 个线性变换: 


Vaj e v./ e v- f (so) 

.. (⑴ 
对于 rt 意给定的 </.«) e v r . x v % 其中 

_ 卜丨 .： 八 r 丨：： 「 : 


mm 








<“3 


( fl ! 


ai %-** t£r^ ) ^ (tij • 


炫 t 、 


…必》 


Ua f(,a : )a , … /Hir 

Jp(c*3 jptfii )a a …! /<〜 1 U 」 







把 t 式 有端的 w 级矩阵记作 A . 令 


J ( o i ) a m f {qi ) a m 


f ( a n )a 


t 


A Jl 







U .2 线株空 _ 的张 Ift 积 


« 


S23 


# 


A ty* XV- ~~^ HoroCy.V) 

( 爲 0 )卜一 

容易直接验证 4 是 \^ 作到 H 卿 CV.V ) 的一 f 双钱性映射 . 据张遣 ㈣ 的特征性质得，存在 

©V 到 HomXV.V) 的唯一的线性映射心使得 4 -- 命，于是对任意 /€ v w 
e v ■有 

jf ) — 扭 （f — Ai f = 瓜 /*_” C62 ) 

(I ， _l> 〜丨 I i^t" • f 查爾 I ，讓 • y : P ^ w A *W * ^ ’ JW’ —•' A ” ' I:' 〆 j 

\jp、f ® &、 ]^= ( 乒 ) =Af w ( y~J b f €t f J 

、: H 卜 ！ - 丄，去•壽 A• ‘ * i/#’ f ，• ： tl|, A 

,i ] I , V — ^°i ) t f C r 

im. j r > , 智 . 一 4 i. •、V 

=M 设曲 0 t ： r ^ M r . tm-i 

-- ’ ’ ，• ^ ^ 1*1 I ’ _ H l f I • 

_ m 

= 2(2^/^^)^, 

通 [-• _ Jl, . f _ 

卜 • 、 5 —; > = 怎 /(; 雪 ;〜 1 中 - (= 雲 _| 』暴囊 • Mim m 

i‘l. 'i = i j=i 

= / ^ V . (63) 

• 、武 • A 

tr[0(/_® ff)] ， tr<A u ,^ > = tr<*4> 

■W _ 

,• j . •‘ • - • = ^/(oja, — fj 5Ta.fl*) s /( 众)、 (6-1) 

1 ♦*! " 1 f‘3 

下面来征鈐是满射 * 任取 H €： Hom(V ， V> ，设 H 在铲的基 cn l … w 下的矩阵为 fK 
设 H 的秩为 r . 则 /J = % + H, + ■ ， . 十 J 人，其中 H, 的秩为 i " = 1 _2,… ,rK 髙等代数 
学习指导书（上册 U 第 4 頊 L S 节典型例題的例 5 得 .H, - AT t V/ . 其中 X ( 〜 t .r, ,… .x m / . 

, 01^ 卜 QE f ti * 、 ._ i - 

F « = 0^ ，： ^ ， — ， 3^)\ 令争《 定又 > 上的一个线性函数 , 使得於 (<f ,> = 凡 _ 

J I <pl. *- J 一 h 〜•、: …’… ； . 平， 

j ~ 1 ， 2 |“**« & 则 

^agiiaif -Cfi g, (ai) g f (a % ) 

g^Cly ) C^> .“ _^; 尽 ，（％> 

J r 5 E， '> T : 

X^Jioa^ "- 工 m g w (〜) 
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定义 V 上的线性变换呔，使得 H , 在…,％ 1 F 的矩阵为 H ,则 


于是 


况会 ^4< 蕭 ”、）= fKgi @ i^)i I = 1 ， 2, …， 『• 


H 

H ^ S 瑪= ^ > = f ( S 沁 @ ^ ) * 

^ T * 1*1 •— 1 1_1 ’ 

因此 P 是满射 * 由于 

dim V * @ V " = (dim V ’ )(dtm = tc dim Hom ( V * V ) t 

因此 V _® V 到 HomOMO 的线性映射必也是单射，从而分是双射，所以少是 V ® V 到 
H O m ( V _ l 0 的一个同构映射， ■ 

例6设 V ^ V ^ V ^ U , 都是域 F 上的有限维线性空间■令 

A t 沢 V, • V,> X mil M,) ~ * fHV^V^U^Uz) 

其屮， -4i / * 片》 C 爲， a ” 爲 > = f( ai +a , >g(j3 ) *<», € V ,1 — 1,2. {65) 

证明宏 

飒 w , v 3 ) @ mu , f L / 3 > ^ , a a > t (66> 

证明容易验证 a 是濟 v, , v 2 > xmu x ,1/ : >到璣％ . v^ca ,o*》 的一个双线性映射 ■据张 
量积的特征性质得，存在狹 V, fl V:)@ 鲰[^， 队） 到 0 KV , 的唯一的线性映射0, 

使得 A = 于是对任意贫 V〗 u 贫 e 濟有 

0(/® 葚 )^ = A(/,jf h 

^< / ® g > U} f 典 • 典 ） =/(at *m )gC^< . 体 ） t 
_中: or , e WlA EC/ |t i = l t 2 a 

在 R 中取一个基心 … (f = 1 • 2); 在 U . 中取一个基办，炎，… ，‘ g = 】 . 2> • 
舉1 ]. 1节定理2得 * 外 V 〗， V a >的一个基为 〜 *i — I * 2 >，其中 

*Oi^> — S ri k i S Jjtt t 

汍 A ， *：/，） 的…个基为心士 （ i ) ，其中 

0 iV ^ V 1 ,1 /i M ：) 的一个基为 h 、 糾 • n <*!<?!! , 1 <^ 4 ^ m t ) ，其中 

^^*1*1*4 ^ ai *i * a h £ *iSl4 iAi, } 4*1 衣 〆*^，,*** 

从而濟洌 L ^ LU 的一个基为 

’Mi ㊈ （1 ^^ ^j * i ^ 矣士 ii 矣叫 * 1 ^ j ^, ^ tn 7 ) , 

由于对于 lOl r 1 <JU 矣叫 * 有 

[#/v; @ ^V* *<r^ } tft；, *^ z ] 4 > 



线性空间的张 I * 积 
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tCojii ^*3*|《Aflf ’ 体 I ! 》 

=Cffi, ■ 曲 4 ，并 i t ^ 釋了 

因此 P 、 ： ./ , M 1 « 

碘 (/lA ® 及 M‘ 》 = 為 M，w ， 

其中 l^Ai^iti tl ^ ki^ns ，从而 0 把 ^CV! v Vz )©^t/i *t/2 > 的一 

个基映成 «Vi，Vi ,1^ •%> 的一个基，因牝线性映射 # 是一个同构映射，于是 

t V- > @ 細 ' ,i 4 > 兰教 v”v, ■ 

例 7 设分别是域 F 上的 w 级级矩阵 I 明： A®B _ B®A 相似 * 

证明设 VM 7 分别是域 F 上 If 维， m 维线性空间， r 中取-个坫 H , ， a ” … U 中取 
一 个基典鲁 •,••,&, 珙 A 是 V 上的一个线性辈换，它在基山，*…•办下的矩阵为 AfB 
是1/上的一个线性变换，它在基戽，爲，… 必下的矩哞为心则 A ® B 是 V ®17 上的一个线 

性变換，它在 V®1/ 的一个基 

ai @濟，.-，曲 _秦，…， ® 典，…， or，®^U 
T 的矩阵为艮设 A ® 好在 V ® U 的-个基 

aj ® ， ■ ••必 ® 典 》…， 《i © 心，… *<»_ @ A 

下的矩阵为 W, 把 H 分块 3 H 的行分成讲组,每组有《行的列分成讲组，每组有《列， 
从（38>式得， H 的 （p,g) 块为下述II级矩阵： 



明：如 果 A _ IT 分别可对角化，那么 A ® 0也可对角化,， 

证明V 中取一个基… , a_iU 中取一个基尹 mA •…, jSU 則 A®0 在 V®U 的基 





n . z 线性交 _ 的张 W 积 
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显然这是这个集合的加法运算•以及域 F 中元索与这个集合的元素的纯量乘法运等_容_ 
看出，它们麻足线性空间定义中 S 条运算法則.因此 A 有有限多个分量不鸷零的形如 a ⑽ 
的无穷序列组成的集合成为域 F 上一个线性空间•称它为…的外直和， E 作 


Vi -}- V'j 4* 


善 V ” 


(71) 


在中_除去第 f 个分盥外全为零的序刿组成的子集麗然是一个子空记作 V / = 


证明 


V/ 兰 V_ 


(72) 


n e + k 中的元素 e 可以_一地表示成 


a. 



+ … - ha , 


其中 

证明令 


1,2 


r‘ 1 V/- 

<()，■" ,0 ， 0* …“] M 


V 、 


显然 r , 是 W 到 V 的一个映射 ， M n 是象射，满射.从而 n 是双射 M 容揭#出 n 保持加法 
和纯董乘法运算•因此 c 是 V /到 V # 的一个同构映射，从而 V /^ V ^ 

显然 jv , 中任一元素 a 可以难一地表示成 



0^ 聲… ^ ha <, f / 

点评在例 II 中，由于 Z 芑 v ,」 s 此为简单起见，可以把 V ：与 V ,■等同_从而把(0 〆 



0,仏，0，*”，0》与£1,等同，于是本 V ,中任一元素 a 可以唯一表示成 


〜〜+ … + 


Hi & V\ 


i ,2. 


t 


为 r 便于书写，把； v . 写成 




例 u 设 K s 域 F 上 I 维线性空间 


&，是 V ,的一个基 


UE 明 


S — { 


1,2 




Or) ^ if 


〜 （ r = 1 *2, …, M 

^ Wl ,J. ■，寫 .. ^ 


!•( .Hjmr ㉔ 梅士 ^ 

由于⑹ ，叫 ■… 是 K 的 一个基 .且％表示第 r 个分 量为〜 > 其佘分 量全为 
0的宠 穷序列，因此容易证明 S 中任 意一个 有限子 集是线性无关 的，_3 是 线性薄 


&® V , 的 一个基 


证明 


缉 V ,中任一元索 a 可表示成 
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■ 「 ^ ® t f …气 €r fj ^ 1.2，.*•，“ 

而％珂以表示成申基尙最的钱性組合 1 因此 4 可以表示成 s 中有限多个询貴的线性组 

合吵于是 S 是兩 V ,的一个基， ■ 

1 _，祿丸 & 

11.3 张暈代数 

11.3,1 内容精华 

一、 张屬的概念 

设 V 是域 F 上的维线性空间4个 v 的张 M 积 

' PiV ) = V © … ® V ⑴ 

中任一兀素称为 V 上的一个 g 秩反 免张最 ( q-eomrsvariant tensor ) */> V m 的张 M 积 

丁 〆 v > 或 V ® - ® (2> 

中任一元素_为 V 上的一个 p 秩协变报■〜叫 variant tensor)i A 个 V "•与 g 个 V 的张 

rj(vo = v* ® …@ 0 v @ *** ® v (3> 

中任一元素称为 v 上的一个 fp , 9 ) 型张■•也称为 V 上的一个 p 秩协变且 q 秩反变的通合 

攀讀兔 p’covciriam and q - cont ra v a ria n t mixed ^ tensor ) # 

V 中取定一个基 mb …中的对偶基记作 i …， fl ， （注意这毘的上指标不 

是指数 ）• r *( VK 成 T P (VIM n ( V )> 中的张董表示成一个基的线性组舍如何简洁地记？ 
当基变换时，坐标变換如何简洁紫凑地描述？先看 T ^ V ) 二 W 以及 T , ( V ) = y * 的情形 。 

n 

任给「，设《二由于基向量 a •用的塔 F 指标.因此系数…改用！ : 指际/(注 

I !?**V I V • - , , 1^1 T ^ ^ f J ^ ‘ V*，Y ^ | i ' \ fR 

n 

意 r 不是指数).于是写成 = 2< i ^. 为了紧凑起见，把连加号省略不写出，即写成 

n = a ’ a iaa 在基 u ★ ，……下的學为也可写成 U * U = K 2, …， 

在 V 中取另一个基 p •货，“采用上述写法，则 

if, = a^r / = : : ( 4 ) 

于是基 m .的，….知 mm 的过渡矩阵 a 为 





(5) 


任给 / ev 、 设 / - (由 i 堪向用的避上指标*因此系数用 f 指标）.把连 


加 y 省略不写出，记成/=鼬\ v 的基 f ，仍*…，％在 V 中的对偶 基记成 
v 中基…， 〆 到 , ? v …，矿的过渡矩阵记作 B •设 

if = fr}o B * j = U2 t ..- ， w ， 

则 


,jf * ** # , rf ^ 


t6) 


* 


(7) 


据第 9 章 $• m 节定理由于 


#* ■ 




(o 1 *〆 ， … ， a” = ( ^ » if . , ij 1 >ii 1 — iff * 

因此 \/ 中的基变换公式和 V 中的基变换公式分别为 




Ca 1 * ir H * *•* io" 1 ) 


rf、A 




瞢 


j = 1，2 * •“，；! 

j = 1，2 ■… .fi 


( 8 ) 

(9) 


现在来看 V 中的向 itta 在上述基变换下的坐标变换公式如何简洁紧溱地描逑？设 


.ra ^ 


据里标变换公式 X = AY , 以及 lf=A T X * 分别囑 




«； V ' * 
Ajx 1 . 


/ 兰 1 ■ 2、 …*， f 

I — 1 *2、 ，” •«, 


Ui )> 

<11) 


n 


(1 G )、(11) 式右端都省 略未写 出连加号互]，这样就飾沽紫凑地表示了 V 中向董《在不同基 
下的坐标之间的关系， 


现住考虚一般情形，先看 P < V ), 它的两个基 分別为 

*/• ® 氣 ：@ …@ a, , 1 ^ ^ h,/ = 1,2* … ， 9; 

fc *" * 1 x* ■* ^ ~ 1»2 ♦ pi^- 

P ( v ) 中任 张 1 U 分別由 h 述两个基 线酿出 ，紧凑地写成 
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⑭， © _” ® to i# 

0 @ 恥 ® … <g) I 

把 V 中 基变换 的公式 （8} 代人 （12) 式.得 


( 12 ) 
(13 > 


Q = \ 


(h ^ ^1, > ® % > © @ 時％ 




从 C 13)、 tl 4) 式得 


…虼 dev % ® 呢痧” .® 办 

d ,lt : ' = 纪卜 :; …气 'a ”— V 


(14) 


(15) 


阳）式刻篇了 TMV ) 中任一张麗 a 在不同基下的坐标之_的关系 (注意 ( is ) 式最一个简洁 


_ 轘 


薦瘍的写法，实际上其右端有#个连加号 ：… g j 


9 


TMV ) 中一个张量 a 在取定的一个基 h @… @a f ] d ( n ， t 二 1 ,2 t - 

下的坐标 ' 

| 1 < if ^ flrl = 1 ， 2,*，‘“/) 

ik 称为 V 上的一个9秩反变张量.它的分 M 随義 V 中的基变換 u = 1 ,2 按 
照 U 5) 式变换 E 


f 



类似地•考虑/!个 V 的张 馑积: 


它的网个基分别为 


往敢 /€7 W )- 设 


T P ( V ) = V ' @ V "’ ， 

•_， ® 0 @ … ® a v ， 1 S 芘， 卜 

t ® t ® - ® 1 C>, Cif.f ^ 


(17) 


1 #3 - *■* #/i. 


《13) 

CI9) 


/ = 心 ，〆 濟 心 @ … @ _ 

/ = ® i l © S 3 i f 

把 1 ^«变换的公式（9>代人<20)式.得 


C 20 ) 
( 21 ) 


/= 《 a :;々)0 <<； f > ) 齒…® 於 5 

= a :: < …抑 @ … @ p . 


( 22 ) 


* W r 9 • ~ i \ & / 

从⑵）和 (22) 式得 ； 5 ： . (| 

- my 

⑽式刻画了 ivcy ) 中任— 张童 / 在不同基下的坐标之间的关系 f 注栽 ⑽式補 省略了 

P 个连加号未写出一、、厂 …一 、 m llW^I s f , lf ' 

tvv ] 中一个张姑 / 在取定的一个基（由 r ⑻式给出>下的坐标 




d < ⑭ ☆ @ … ® % ® ® … ®、 v . 

分别把 V 中基 k 换的公式(幻和 V * 中基变换的公武 ( 9 ) 代人 ( 2 幻式，輝 

d @ wi : 於 v® 简 » ®. “ m%' 

i ^ a i ; …畎 q ® - ® y * 


从 ( 2 幻和 （ 30 ) 式 W 


if * 3 n = ra J * % / □ 1 \ 

、 %°*i Wv-V ( 31 

f ； m 式刻画了 n ( Vi 中任一张最在不 F 的坐标之间的关系 C 法意在 (31〉 式右端省略了 

p+ 々今连加号 }• >， w ut - ♦ 


v 广 j 


(* Vs ”、 丨 l,2n} iZA) 

也称为 V 上的一个夕秩协变张量_它的分 M _ 者 V 中由邙)式给出的基变换，按照 (23) 式 
变换, 

最后.考虑户个 V •与 g 个 V 的张 进积： 

Tl < V ) = V m ® — ® V p © V ® — ® V , C 25) 

它的两个基分别为 

a n ® … 0 ^ } ® ® … @ o % ， ( 26 ) 

其中 ,1 I *2 **»• * f 1,2 •*** ,qt 

rf \ © yf z ® ― @ ^ ® Tjr , ® Tj ^ @ … ® t * ( 27) 

试中 1 n 2. /m 1 ， / 。 1，2 •…， w TS < V > 屮任一张 ■: 表示成 

40’* ® 0 ® ― ® ^ © #, T ©^ 7 @ … * f 2 B ) 

又可表示成 • 


(27) 


C 2 B ) 


(29) 


( 30 ) 


! :⑴ 


niT > 中 一个张财在取定的一个基 C 由 （ 26 > 式给出）下的坐标 

二 ; 「: r h ^ji ^ ^ — *fifl ^ i f ^ M < r = 1_2* …， (32) 

也称为 V 上的一个，秩协变 4 秩反变的混合张量*或简称为 （ pw ) 型张蠢，它的分量随着 
W 中由 （9) 式给出的基变换和 V 中由⑻式 给出的 基变换 i 按翻 (31) 式变换 4 


二、张置代激 I 

现在来研究张 t 有哪些运算？ 

为统一 起见， rm 可记成 7^m(io 可记成乃（\0.此外，规定 

TS ( V ) ^ F , (33> 

_于 TJ(V) 是域 F 上的线性空间.因此它有加法和纯量乘法运算 • 在取定一个基下， 
用坐标表示的张量的加法是把对应分量相加，因此可以用下式来表示型张量的 加法： 
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# 






类似地，可以用下式表 i I > 型张 M 的纯 flt 乘法 


㈤ 以 




( AS ) 


张射能 不能做乘法？由于线性空间的张 ft 积满足交换渖和结合律（在同构的意义下）, 


mm 


TJCV )® T ；( V )^ n ，：( V ). ^ (36) 

设同构映射为‘任给/€ ntv )^ er ；( V ) .规定/与的乘积为 

G C ： CV >, (37) 

把/ 4/;的乘积仍记成 /© 心于是有了张 M 的乘积，即 n < V ) 中的张童与 KV 1 中的张 


置的乘积为巧二中的张量.在 F 中取一个基，分別得到 T |( V ), T ;( V ), T ^< V ) 的一个 


基，在相应的这些基下，用坐标表示的张量的乘法，乘积的分#为 




*1*? 

Bi a. 


t 




4 I V 碡 ■ 




张 tt 的乘法鼠然满足结合律.即对于 /e T ^ V ^ g ^ TliV ) ，/ iGT：(V f >, 有 

if ® g)®h ^ f 0 ig ® h)i (39> 

张置的乘法不满足交换律，这避因为一般说来. 


必(/ _ @ g ) 尹中(兵@ /) ， 

其中❿是到的一个闻构映射9攀实上，我 们在〗 1. 2 节中指出，在 
V ® v 中，^0护购 a . 

张董的乘法显然满足分配律•即对于 /*/, 


C/i + h >®M = f \ ® 兒十 /: ® g ， ( AO ) 

/® (ifs + J ?2> s / @ fft 4-/© gj . (41) 

fl 1 r . g ) 型张童与 (r ， j ) 型张量的乘法是 （ r • < y+xV 遨张世■因此在考虑由张最组 

成的代数系统时.自然萌然应輿考虡所有形如的线性空间的外直和，即令 

MJH . f - (42) 

据1 L 2节例11 f ! hT ( V ) 是 M F r 的一个线性空间， TCV ) 中任一元素/可唯一表示成 

/= A +/*; 十…十八， (43} 

K 巾 f , W ] ■ V， - t T； (V) ■ / — 】， 2 ，…“由 f 张 lit 的乘法满足分配_，因此吋以在 n V ■ 
中定义乘法：对于 TXVO 中任意两个元素 3 

+ 八+…+ / v ， R = ^ ；| + g h ^ + t 

规定 


/ © 其、〜+ /., @心…” 4八@〜4…+ /, @氟+…+八@ ■ 


( 44 ) 


显然 T(V) 中的乘法满足结合律，但不满足交换律 * : r(AO 还麻思乘法对于加法的分配律. 
用1表示域 F 的单位元，从 11.2 节的定理7得，1 ® g } m A •其中 A ,人都是某 
个丁 jgo 中的元家.于是从 C44) 式得 ■(ubo ，…） 是 r<v) 的单位元， 简记成 1. 因此 

r ( V ) 对于加法和乘法成为一个有单位元的环。显然 * 对于 f.ge T ( V ) 有 

a /) ^ f ® < kg ^. (45) 

因此 T ( V ) 成为域 F 上的一令代数，称它为线性空间张董代数。 

11,3,2 典型例题 


例1设 V 是域 F Jifl 维线性空间…必是 V 的一个基，说明 V 上的一个2秩 
协变张量 

{/^ | i ，2 * …， rti * 

是 V 上一个双线性函数/在福，… F 的® t 矩阵 M 的疋 素， 于是把 V 上的2秩 
协变 张愤称 为度爾张置， _ 

解 r ,( V>-V 0 V ' .任给/6 丁 < m 据 10 , 1 节的定埋9得 ./ 是 V 上的一个双线 
性函数.设/在 r s cv ) 的基«@«^|“/=1,2,..-,，|}下的坐标为 

(6 fr ( i *; — 1 *2* t n ( t 


=-pp l 

则/ = Ka 从而 _/ 在 V 的基 CMW 


fi, F 的度®矩阵 M 的 ifc. /丨 元为 


J *aj ) ^^ tt o @ q ' (ai ) 


=bi^a Y ia t )a J (a/) ^ hu , 

因此 / 在 V 的基 u 〗 , 物•…為 T 的度 iig 阵 M a 

例 2 设 V 是域 F 上"维线性空间适 V 的一个基„说明 V ±的个 
U _ l ) •项张 M 造 V I :的一个线性变换 4 在堪 … f ."- I 下的矩阵的疋素 - f ® 把 U . I ) 
泪张量称为鎔阵张道 t 
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- E ③… （ 46> 

因此一个 （】. i ) 型张氆是 

i /( Q ) ) u * \\ i*j ^ l ,2 t *** fii }. C 47> 

据】 L 2节的例5得.存在 r • @ V 到 I it>m ( V . V )的一个同构映射…使得# / Sh ， i , ,• < 
S A /..>在1_的基 a ，. …％ K 的矩阵八的元为 /( 沁 
例 3与例 2 的条件相同 *令 





(4 S ) 


说明：成丨~ =丨7是 （ Ul > 型张量.称它是 Kmnecker 张置， 

解 I 上的恒等变换，在塥力… 下的矩 阵尼单位矩阵元为据 
II , 2节的例5得，0- 1 «)€妒‘ ©V = Ti ( V) fl 据例2得 .f l U ) 在 TUV ) 的基 （ y © n , 

…下的坐标为 


(劣 I t\j = 1.2. ， -* ， n}* f (49) 

因此 （49) 式是 （ i * i ) 型张遛（注！ u ) = 

例4设 V 是域 F 上有限维线性空间*证明 r v 的张量代数 ： n V )没有_零的零因子, 
证明由于 F 暴域 F 上有限维线性空间，因此 T ^« V ) 也是壜 F 上有限维线性空间， P . 
9=0 • 1么… * 任取 /tge t ( v > ,若 /#o •发垆0,则/至少有一个分董至少有一 
个分由于 / tf ，氱分 别鑭于 rj ( v >,： n ( v >» 因此 4®^ eT 5( v )<$ T ： cxo . 据 
11-2 节例1得*八®%乒 G , 从而 f ® g ^ Q , 因此 nv ) 中役 有非零的零因子， ■ 


11.4 外代数 

11.4.1 内容精华 

本节假定域 F 的特征为1 


一、 ： T { V ) 上的交错化变换及其象集 

设 V 足域 F 上》维线性空间， PCl ，>= V ⑭…® 

先看一般情形，设 V t ％都是域 F 上有限维_隹空间(它们中可能有相同的>， 



ms , 表示兮元对称群，任给士^*令 

A , X …X % 


~ ― 4 ^- 


0 … ® V 知 


( y " …， y ,)^ — * y,(ii @ 07 ^> ^ ⑴ 

_验诳先是一个双线性映射 • 于是据 张量积的特征性质得，存在… ( g % _ V ^@ 
… © V _ v ,的唯-的线性映射必，使得 ' ■ H : 中 cr 是 V、>… y v 到 VVS ) …®的双线 

性映射，于是对任意 y . ev .,* ti ， … ，❼有 

私 （Zi @ y ,>= •身又 y ' ，"*■&》= A r (^ -…， r ,) 

= t 2) 

显然私把…⑭％的一个基映成一个蹇•因此0是一个同构映射。住给 rimes , ，显 
然有 

= A f «, ， <3> 

现住考虑 v -=\_』=〜= v Y =\im 殊按照 l 一段的讨论知道，仃给 存 
在 PU 勹上的一个线性变换 A •使得对任澈氕 ev w 二丨.….心有 

办 Cn ® … © n ? = Ynu ® (4) 


( 2 > 


用喂 U r) 丧示遵换 r 的符号即 




Y 、 f'U 当 r 为偶置换* 

Sgfl r ^ | -1 当 r 为奇置换， 

定义I 设 V是域 F 上有限维线性空间，中 g. 张量/如果满足对一切 
rtSp 都有 


♦ t、D = sgnCr )/, 


(5) 


雕么称/龜斜对称{或反对称）张置 


显然， ruv ) 中所有斜财称张暈组成的集合成为 m \ o 的一个子空间，记作 a ，< vt . 
我们来构造 tmvi 上的一个线性变换，使得它的象集为 auvk 令 


Alt , 


誌咖 r 祕 


( 6 ) 


由于办是 TUV) _fc 的线性变换，且线性变换有加法和纯量乘法运算，因此 A1 、 也是 THV1 
上的一个线性变換，称它为交错化变换 . 

定理1设 V•是域 F 上有限维线性空间，证明^ 

(U 对任意与‘可交换； 
ay All, 遥幂等变换； 

(3) ImCAlt f )^ AnV ), 

证明⑴任取 /e pcmt 于任意托 s,、 由（3>式得 
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【奐 Alt v H/>= 办 




含' 上:叫](， 〆 /) 






Bgn(a> A sgntirisgfnCr>|6w (/) 

9 .叫 

• 1 • 4 t 1 b : , 4 •,. _ 、 ，. 

Sgu ( a ) — 2 S ® nts5r ) ^ ( / ^ 

9 lI r ^ S 


一 = sgn ( ff > Alt # £ /> 

^ Alt 0 = sgnCu ) AU tf# 

AU^ — sgnC<r) AJ * 

因此 Alt , 与么 可交换 i 


因此 

同理可 ffi. 


(2) (Ah v ): = ( _j^r (sgn(r)^ r ) 卿 UJ 必 .） 

= <^ SS ^ nimy ^ 

- . w ' i i 

S ASsgnf ^ i ^ 


7! W 

六 S Ah 




es 


All 


- qi 


A k 


因此 Ah v 是幂等变换 u 

f 3> 任取 /e P ( V ’ ） ，对任愆 A . 据 f 7 > 式得 

^[Alt^(/) j = sgrKdAlt〆 /)、 
因此 A ! t ,< y )6 A ^ V .),. 亍足 Imi AftJ ^ A ^ VO , 

任取 A UlO , 由 （5)、(6) 式得 


1 

\ IV W = T] sgnC r (^) 




2 s_ rl 、 H g n ( r) 舄 


姑厂如 'd 




M 




因此 g € Iin < Alt 々）_ 从而 W > SlmCAlv >. 麻以 



= AW )- U 0> 

■ 

从定理 i 立即得到 . AK 愚平行乎 K 付 ( AhJ 在六气试)上的投影 i /6 ： P ( V ) 臺斜对称 

张窜当且仅逛 AU v </)-A 

设 a 是 I 的一个基，则 

ifl.j ® ® ■** ® ' I 1 < 6 J = l (11) 

是 Tnv ) 的一个基*由于 Ah 是 rnv > 上的个线性变换.并且 ImfAlt ,)- Anv ) , 因此 
A 由下述张徽集生成： 

{ Alt/s ⑭… © a r .) [ I ^ it ^ ri 4 = 1.2 ■…， . (12) 

我们引进一个记号： 

dcf , # 

a,, A A +< * A a, t =Alt〆' ® « rj ©•••©')* ( 13 ) 

符号 A 表示 " 外乘 ” (exterior multiplication ) ■ 把 （13) 式中任意两个向蠢'与％对换 ，由于 
对换(4>是 奇置换 ，因此它的符号为一 1_由于 Alt , 与^⑽可交换•因此从 (4)、 Q 0)、( M 式 
得 

S 八 …/\ 气 … A ' A … A 气， Ak/c^ © …@ © …⑭〜 ® … ® ' ) 

= Ali^C^ito^ ® •_， ® … ® a,. @ -’■ ® 气 ）] 

= 办辠 i[Al 、 (cr s @ … @ 免 _ @ … @ ■“ ® u_ )] 

=_ Alt, @ … (gj o,, @ ® … ③ o' ) 

;一叫 A … A 气 A … A /\ …〜， (143 

于是当' = %时 _ 1:1】于 chnr F 乒 2 ，因此有 

at, A 」 h 气 A ■ “ /V 气八 … 八气 =0. … = US) 

又由于对任意 g 元置换 r , 从 0 t >、(5) 式得 f 


气 /W【 v 八 … 八气…一 AU Ja li(]l ®^ v=( © ; 

亡 Alt T [^( a #r © or ,, © '** @ 气》] 

® … ® v ] 

> ， - = ^ m < r } Alt 9 { a h ® …®% 






因此 A ((F > 由 T 述张 《 集生成 


sgn ( T )( a fi A Qk A A 众 《•) ， 


U 6) 


I * ! 11 A …购' Ij 'l 箱 i J: < 4 < … <i i f ^ It ), (17) 

:1 是丐 */>n 时％ 八。 、 八… “ 中 无论下标怎样取，从彳 ffl ,幻，…， a ,} 中取出# > d 个向 
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量_总有两个向量 a , 与 a 、 是相同的*从而 a ,. A a,、A **• A 因此 

A nv > = 0 ，当 f / > n , (18> 

定理 2 设如， l … d -是域 F 上线性空间 V 的一个榣.则当！ ，时， 

{气 A % A … A 气丨 1 < |、< ! V < *“ < /•矣 n | ( jg > 

是 A MV ) 的一个基，从而 dim AnV > = Q fl 

证明由 F CIW 式给出的集合生成 A s < V )，因此只要证明它珐线性无关的就 n 「以了 
騰设 ' 


则 


S 八 % A 


… 八汽 =0, 


咖 


即 

于是 

即 


All ： 


匕 ? j ___*、.兔 ® 


* *« 


© % ) = G 




2> gn ( r ) S ® … ; 0_ 


ld t (.，<i 


( 21 ) 


. 叫吴、 J w .. v 5 哪 _® L _ ® = o - ㈣ 

由于 1 < £〖 < … < 匕 ■因此1、1"心"…山 y 两两不同*从而 2^ sgn ( t )<< i w ⑧ 

〜 j^-. .. ,. n 、 w . 一—一 一 ' ， - 切争 ”、 i 11! 1 t l j , .^!i * ♦* p 1 *' [ '"I 

) 是 P ⑽的— 个基中两两不 网的碁 向童的代数和.于是 【22) 式左_ 是 TMAO 的 
两两不同的基向量的线性组合，其系数形如秦於 H •因此从（ 22 )式得 

± a^y = 0,1 < i 3 < 知 < ■•• < 勾 < 対， 

这证明了 C ! 9 > 式给出的集合是线性无关的，从而它是 A ，⑽的 -个基 • 于是 dh?1 A ， (y> 

^ cs . _ 

八 fl <V 1 是域 F 上的线性空问，它有加法运算和純 ® ； ig 法运算 ， A ( V )中的元索称为 
g - 向量 ■ 由于 rt f ( V ) 是: PCV ) 的一个子空间，并1据1】，3节第二部分，: p ( v ) 的张址与 
了 W > 的张量可以做乘法运算•其乘积是 T 〜( V ) 的张董 t 因此 A ， ( Vm 张量与 A W 的张 
■ 的乘积避押⑺中的 张暈， 一敢来说， A tf ( V ) 的张量与 AW ) 的张置的乘积不 —定是 

中的斜对称张栌这促使我们思考应该如何来定义 AUV _ 张量与 A ， ao 的张世 
的乘法•使得其乘积是中的斜对搏儀缝，6卩_乘积膘于 A w ( v) ? 本节的第二部 



分内容来讨论这个问驥，由此将引出一个重•要的代数系统 


二、外代数 I . • 

设7是域 F 上 n 维线性空间 我们 现在來定义 A 的张置/与 AW ) 

的张童霉的乘法运算,使得其乘积是 r^.(vo 中的斜对 称张量■由于按照张箭的乘法运算. 
有/0老€7^，（们,且八!1〜的象搌昜汽—(们*因此自然而然地应当规定/与及的乘法 

(其乘积记作 / AW 为 


A g 


dbf 




Ah^i f ® g ) 


C 2 D 


这个运 If 称为外乘， . 

定理 3 设 V 是域 f 上《维线性空间，〜则对于任意/.乃，人 e 
g ^ i , g 3 e A f ( V),/ie a 乂 v >, 有 

r fAg ^{- V v g A / c 斜交换律 h (25) 

r ( fA ^) Ah ^ fA ( gf\hy (结合律） ； f26 ) 

3 C (/ i+/:)/U = /i A 尽(右分配律 h (27) 

fAig ] + g 2 ) = fA t ^ i+f Agn (左分配律 K t 28) 

证明我们首先证明对 I v fT : 意 

Att^ [ Alt^ (Xj) @ T* J = Alt^ f (T( @ 7 \) 

= Alt ^( T , ® Alt . Tj ). ^ (£9) 

由于 


AI v ( T , > ® T = [☆ 乙 sgn ( r 味 （ 7 V > ]© r : 





fpi ( T 》< 0 _ r ( 了 ) © r s >, 


園此 


A h I" [ A “ ( 7 , ) @ 7 ： J = sg ： Ji( r > Al L f , , (^& r ( / I ) © f ；) 

只 ， 5 - 


fits , 到 . S V . T 的嵌入映射: 




,神 H 

Hi ), 当 i y 




A < T, ®J ：) - 由于 Alv •与桑可交换，因此 
八 I V 卜 i (成 ( T [ ) @ Ta )— 入 ® 丁 2 )] 

=^ CAtv f ( T T @ T ; >] 


(30) 


(: U) 


(32) 


• S40 , 
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= JaUUPji r ( 33 ) 

M 然， sgMO ' sgnCr ), 因此 从⑶) 和 （ 33 ) 式得 


Aii ^ XAh ^ T ,)® r ,]- Vsgn ^ isgntrVAh ^ CT , © T ：) 

do-. 


^ ^ Alr^CTt ® Tj ) • 

= Alt^CTj © IV ), (34) 

同理可证 

© Mucr ,>] = AJv,f r t ® r } >. us ) 

现在来分别证的结论，晚①心，…％是 v 的一个基* 

1°对于/€ A r ( V > ,^€ A f ( V >， 由于 /•£ 分别可表示成 A *( lO 的基向世的 
线性组合，且 Ah r "_ Ah ” AIt . 分別是 Tf < V >， TnV ) •: P ( v ) 上的线性变换，因此只要对 
于 A 】中任-基向 tt %, A a .. A … A ' ( i </, < / <… < i ^ n ), A m 中任一萑向 ii 
气 八气 A …八气来证明斜交换 _■ 

^ Qi t A a, f A A a if > A ia J} A a h h p## A a } ) 

= Ah ^[( a rj A a mjr A A *, t > @ A A … A a Jt )] 

=© c » % ) @ ( a fi A A 4, )1: 

= AIW -" @ … ® ct 、) ® AltJ % @ … © a ,)] 

= AlV -[(% ® … ® o v ) @ … C 361 

若 crhrX ^ IEU ^^ V )^), 于是<3幻式等于 0_ 从而斜交换律 成立. 下设 g + gn ，若 

AIVi [( o _, ® ••- ® o ..) ® (% @ ® 气 >] 

~ a. t A **■ A of. t A €> Jf A *** A a } ; 0, 

从而斜交换律成立， F 设‘％ *■" ，'丨 n U , ，…'卜屯此时 a _, ③…3^®%©",®。 

经过一系列相邻两 个向量 的对换■可变成〜®…琴，这-^需"要作取次 
对换，把下标的这讲个对换的乘积记作则 

A (a w @ …% @ …@ a ) = % @ …@ ％ @ … ⑤亀 . ( 37 ) 

类似于（祁>式，并且利用 （37) ，(36)式得 ^ ' 

( 0 人 A %, A ■” A > A U” A a r|t A … A 气〕 

= Al . (气 © … @@ % g ) … @ 

亡 AUrJlM% ® … ® Oi f ®Q i： ® ® a, > j 



= 办 @ … ® ® ct,, © *■* ® 气 V 」 

= sgnC,> Ah— ( 务 s @ (g ) 气 @> /( @ 气） 

= (—!)*<]», 1 A A a^) A A A a $t )* 

上述推导过程的最后一步是 _ 于^是供个对换的乘积 _ 而对換是 if 置換，因此 

—卜】 }•. 

从（ 38 >式 可得出 

g ft / ― (― \ Yf A g. 

f 对于 /e Anv)^e A p (V),*e 八『（ \0 肩（ 34) 、 <35 )式得 

(/ 八尽 〕 A A = Ah ^ ttAh ^ C /© gy ® A ] 

=Alv^[(/© g) ® /i]* 

/ A A h)= Alt ^.^ [/ © All,. r (g®h)] 

= Alv#〆/® ^ © A)> t 

因此 

A g) A h ^ f (g /\ h), 

3* 对于 A，/ 2 € A 气 V). 尽 e AlVh 有 

(/>+>V) A AIl wfl [(/ ! -f/r) ® g] 

= AIVh.(/i ® + /i ® if) 

=Alt^C/t ®^> -p Alv # (f t ® g) 

=/» A g + fi A g, 

同理可 be ■ 对于 /€ A 4 <v>^, 6 有 

f A + ^： > = / A g t + / A a* 


(3 S ) 

(39) 

< 10 ) 

U1) 

(42) 

⑷） 

• U [) 

(45) 


从外乘的定文知道， A ’ (V > 的张鸶与 A f ( 的张置的外乘渾是 A fV7 的张麗 • 因此 
在考虑由斜对称张 M 组成的代数系统时，自然应当考嫵 AW)(gH …， um 外直和 * 
即令 

A ( V ) =®/， CV 、, (46) 

其中 n 是 V 的维数 • 为方便起见，把域 F 中的沅素痛看成斜财称张置，于是 A 9 ( V ) 

= r < V )^ F * 

据外直和的定义 • A no 是域 f 1 上的-■个线性空间 • 从定理3知迸4斜对称张儀勝外 
乘满足分配律•于是据外直和中元索的表法得出 • a (F) 中有外乘运算 • 从定理3得出 1 , 
A (VO 的外乘运算满足结合律，但不满足交换律，外乘运算坯满足分配律 n 从了 (v) 的单位 
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元裹 1( 即 （ 1,0>可知 ， A Cv > 的单德元屬1 .即 U • 0 .0 , _，0>，因此 A ( F ) 对于加法和外 
乘运箅成为一个有单位元的环，又由于付于 k ^ b \ te AHV)^e A r ( V ).^ 

(kf) A g-= Ah^i(k/) ®g2= All 扣 DK/®4T)] 

— A Ah^, t {f^g) = k{f /\ gh <47> 

类似地可证 */ A ( 切 >= A (/； Uh 由此得出 ， A ( AO 的外乘运算与纯婿乘法运算是相容的, 
因此 A (約通为域 F 上的一个代敗，称它为线性空间 V 上的外代数 （exterior dgehmh 或 
者橹拉斯曼代数 (Grassmamn alg ^ bm ) « 

dim a ( V )^ ^ dtm t A^(yy ^ ^ i \ 

f - #: 11 i \ ^ i\ 

外代数在现代分析，橄分 ji 何和敏子力学中是崧不可少的工具 ^ 读舂在学到相虛的课 
程时将会遇到， 

^ ^-1 HJ 出交错化变換的定义得 . Ah , 就足 V fc 的恒等变换，因此 

A 1 ( V > = Im ( Altj > = V ^ ( 48 ) 

于是 A 1 ao 中的元素就是 v 中的向锹.从定理 3 得，対 HiM a ^ r ^ i 如戽，與 e v , 有 

O A 卢=—彦八 fl5 
(a A A q h i 钤 I \ 7、 \ 

( ff * +« z > A fi = ai A a ： ft /?s 

a A (^i + J & ) ~.:a A A ^ * 

W 此 V 中任意两个向 ft n 〗 以做卟乘 * 它满足反交换作，结合律和分配 W 但是要注意 w 
已经 f 、足 V 中的向世，而是 Ah \0中的向 ■，即 2 向置: 所以不能把外乘说成是 V 的一种 
运算 • / ' ^ 

m 住解析几何课程中知道 ■几何 空间（可看成是实数域上的 3 缉綵性空间川中 .向 量有 
叉乘运算 c 即向 jt 的外积） ：对 于任意 awe a 有 uXfiEV . 向量的外积满足反交換律 ，分配 
律■偉畢不檐足结合律，而是满足 Jacobi 恒等式： ^ 

aX (JSX y> +^X(rX a) + 7 X (a X 兵 ） =CL 
由此可風，几何空间 V 中向量的外积 （ 叉乘 运算） 与向量的外乘甚不同的概念；几何翁向 V 
中向量的外积是V的一种运算，而V中两个向置的外乘不是V的一种运算，几何耷_ V中 
向嫌的外积不满足结舍律，满足 Jacabl 恒等式，而V中向量的外乘满足结合律 3 

11 . 4.2 典型例题 V : • 、' 



例 i 设 V 趄域 F 上 u 维线性空何•证明 iT 1 ( V ‘） 的张以/是斜对称的当且仪驾/ 5 ii 


tl ,4 外代数 


843 


_ 


V 上的斜对称双线性函数… 

证明任取/ e r (n ， 则/是 v 上的双线性函数•且/可以表示成 

/— 2 A ® A * C49) 

v ‘: =i 

其中 / i ,, L ^ i r , 琴笫对称群 S *— {(!) * (12) KJE r = ( 12 } M 由于爵是 

T ^< V - > 上的线性变換，因此 

r 

sM /)= S ® A > 

二 t A ® A - ⑽ 

于是 f / 是斜对称的 ㈡ #(/) = $ gti ( r )/ 

㈡ E 6 v, A ® A 1] 6 v, A ©A 

F f 

㈡ S K*I ® fh - 卢 ） =一 S \-1 八 ® f IZ U,0),y ^ 

i | fei| f I * ' 4| fij ^ 1 • 代 飞 5 1 ® 氰 

㈡ S %% 4 <^>AV 

’ ：，， . iy_l W-t ， 

r #; 

« S Va 八 ® 八(芦蛾） 2 V ± A ® 八 i (狂，於 • Va# e V 
m jyt*a) =一/(你参 Vfti^e v 

㈡ / 是 v 上的斜对称双线性函数,， ■ 

例2 设 V 是域 F 上界维线性空间，磓明 £ 对于叫 •《!，”， 馮 ev, m Atff A - 当 
]1 仅当 di ， a !. …，叫线性相关 • ^Ljl 

证明 g = l 时，显然有 A =0 当旦仅当 m 线性相关^下设 7>1 先证充分性，设 fl . . 
线性相关 ，则不妨设％ 可以由 m ••‘ •，化 i 线性表出： 

a , = a\d\ **' a^t + 

则 

Hi A ■■* A a^-i A &dh … h Uq-\ . A 十 - H a r ia^i ) 

=at h … h A ( 这 itfi ) + *” + ar A …八 a^-i A ) 

= I (ux A * ,r A A 旬》 ？ . 1 .* -'I! 

+ .*• + A … I A a r *i A a 旷 i ). (51 > 

类似于本节 nw 式的证明方法.苛证得对于 7 中穿个向 Sr ，… •若 l = ? ^则 
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A …八 h A … A 7 a A A A = 0； <52) 

于是从 <5: l > 式得 

at A … A a" A a = 0 ‘ (53) 

必要忭用反 fit : 法，假如① _ …,〜线性无关.耶么它可以扩先成 V 的一个丛 : in ， 

a- ■… 4 f ， 〜 ■ i ，… T 据定湘 2 得.化八 a: a … A a, 1： A M VO 的一个基中的向 M . 因此 A 

« r s A *■» Ao v ^0 to d k • .;tiH 

例 3 设 V 是域 F 上 w 维线性空间•州砧 V ，的一个子空间，^ … 是咿的一个填 
证明 ； 

a > m n , 是 w 的另一个基 ，则 

7 i A — A y , = A *** A 少)、 

其中 r 是域 F 中一个推零元； 

(2) W= V\ a A ( 等 • A …八 ^) — 0} , 

证明 （ ） 〗 任取『6 6\,_设广元排列 | ^1) 1 ^2 ) ..1(「>可以经过别次对换变成1 : 卜.0由 
本节 （ H > 式得 找 

切八 … A ^ A - A ^ A — A ij r A … A 屮 A … A $ … A p 

由此得出 

争 ⑴/ \ … A - r>_i?i A … 八％ • (54) 

设 Wr 是 〒 的另一个基，则 

7 i = <^\\7)} + ._， + fl! r f 


r . 


于是据 （52>， f 54) 式得 

Z A … A ?v 


亨 | + •，• + 




切十 … A 

《叙 i * 申 ） A (^uThirfi 4, 


A ( 沒 , s WB1 jf 


“•A (a 峰） 

+ (£iy 讲 ） A (^1^> A (a ^7f ) A 

— I — ■#»«■-■■« 


* * « 


A 1 



由于 


(a^yjj A (Wr] 々叫》八 … A ta 崎 

= f 《寧 A 饮 A … A %： : 

^ 线性无关，因此据例 2 得 * / V …八 ? W \从而 . 


) 


(55) 


(2> 据例 2 得 mew ㈡ n 可由夕 | ，和 … 峰销性表出 J • 

㈡ ^八,八…八3^^=0，两_ 

点评例3表明.设 

7】 ' … * 7 r 是 W 的二个基，则％ A .“ A 争完全决定; T 子空间 W 【賒 



mu 外代数 • 84 Si - 

去相善域 F 中一个非零元素 m ) , 设 m ★，…是 v 的一个 w ■ 则 

1： • ia §{ A oi. A … A a, I 1 < I, <| h < …了 *3^< w) t i l jL ^ 

是 A/(V> 的一个基」于是 

妒 A … A 7r ^ 八屯 .A “* A o" (56) 

把 AM V) 的上述基向 _ 按一定顺序排好，敗组 

Z/ 1 * s ' v A ^ ti <C h <C * ,lf <! it ^ n 

称为子空间评的#目東 tPlqeker) 坐标.上逑域论表明, F 中取定一个基后,子空间完全被 
它的普 &克坐 标决定•而黉 S 克坐标可以相差域 F 中一个非零元#倍， 

例4设 V 是域 F 上1■维线性空间， A 是 V _ b 的一个线性变换。证明 t AMV > 是 
P ( VO 上的线性变换 A ® …⑭ A 的不变子空间 d 

证明由于 W) ，思此只嬰证 A、 与 A@-@A 可交换/则 AHV > m & 

_4®“‘gU 的不变 f 空间，设的必， … < 是V’的一个基，则 

(众_ © ® * m * ® a， v I l ^ i| ^ = 1 ，2,…， ’ll 

是 P(V _ —个基.由于和 At% 都是 TUIO 上的线性变换•因此 《 要考虑它们 
在 P (▽>的任葸一个基向董％®…⑭％上的作用， 

[(4 3 ..* ® ^ ^ Alt ,3(^1. @ ' ,p @ cr T > 

— {A @ 4 ** <5)4 ) -^r ^ sgn(r>^ f (tti ⑧… <§) a.) 

^ ® ― ® A)<* w @ … ® cr w >_ 

^• rEs w k ^ \k ^ i ： 1 1 fi - '.i ■ \\i\ l|ir 

¥•，€■〜 " rf _ • i j 籲 乂」 

由于 la, r .…， a ( ，卜 { a im<ti * …，气… ） •因此 ：如 } 与.{,4〜” 

合，从而 ? , 

如 * ® …=以鲂、、®… @岛、 

于是从 (57) 式拇 . 

[L4 @，“ ® 4) Att v ]( 0 ® © a ,) 

= A V R gn(rV^f^. 3 ® ) 

二 0 -** @ A ) ( aii ©… @ o t , >]• 


(57) 

*ia v 、 ） 是相 等的集 
)• (58) 

(59) 


从 (SS > 式料出 
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•第 M 你多％线性代教 


(A @ *** <g|A>Ah„ = Alt^CA @ …@ AJ. 
因此 AW ) 是 A ®—® y | 的 不变子 空间. 


(^0) 


点评从例 4 得… ©,i 在 AHV ) I : 的限制足 A nv > 上的一个线忭企换，把它记作 


，“1八 • \ j , A 4 A ##B 八‘ 

例 5 设 V 是域 F 上 m 维线性空间, A,B 是 V 上的线忤变换 

H) C.4 A — AA)(H 八 … ABy^AHA -vA/lflj 

<2) /八…以是/^^上的恒等变换， 

(3 〉若 ‘4 町逆 t 则 A /\ … A A 也可逆.且 


( 61 ) 


ffi 叨 


(621 


d 八 … A y | :『 


A At 


证明由线性变换的张 V 积的性质 ( 即 H . 2 节的定理 5) 得 
(A 八 … A A > f/J /\ … A B )= t .4@ …⑭… © m I AHV ) 

=(AB ⑭ … @AB) I A v C\0 ^.4B A ■' 
J A … A (I ® …® m I A MV) 

/ '• = \ A 4 (V), 

因此， a …六/是 Am 上的恒等变换， 

若 A 可逆，则 4® … ©4 可逆 * 且 


(63) 


(4 ® … ® A> 1,1 = A^ J ®,“- 
由此即得第 （3 > 小題的结论„ 

例6 设 V 枭域 F 上 ™ 维线性空间，证明： 

a^cv*) ^ [Anr>-] 

并 a 找出一个同构映射•其中 

证明 dim V ' — dim V = t« n 由于 


@ … ®A \ 


⑹ J 


diml AHV} r ] ^ dim A # ( V ) Q ; dim h ^{ V * ) 

因此线性空间 LAnv )]* 与 A tf ( v . 洞构 T 

在 V ’ 中取…个基 a . a ，…它在 v 中的对偶基为 0 

碁为 


•于是 rm 的一个 


I。，，©…® 气 I I ^ a# ^ a• / — * 

^( V * ) 的一个基为 

io’' ⑧…0 4( 、丨 ] < 奶矣 "，/ = I，2 * ." _ 7J } ■ 

A fl CV ) 的一个基为 

、 A … h ' 丨 I < 6 < … < ，、 < 冰 

AMV * >的一个基为 


( 66 ) 

(67) 



1 A …八 H ( j , < … < K n) 


(68) 


为了找出 ) 到的一个同构映射， H 要在 AUTT ) 的一个基与 [ AnVOT 的 
一个基之 k 建立一个双射就可以了，现在 A ，< v _ ) 的一个基在(08>式已给出，需 要挽凼 [ A ’ 
( V >]‘ 的一个基，向然想到应，取/\ 7 (^的个基（它由 〖 67 〗 式给出）在[ AMV )]' 中的 

对偶基，如何求出它？ 

t 先我们笛要找出上的线性函数，类似于 11. 2节关于线性变换的张量积的讨 
论方法 （在运 用张量# 的格征 秘质时，把 W 取成对于 / i ./ y'/.evh ，可以樽到 

IMV ) 上的唯一的线性函数，记作/, 使得 

if , ⑧ /* © … S ) JV )(7 t ® r : ® …@ y ，> = fiiri <69> 
其中 h …, Rev , 容易验证•这里得到的线性_数具有张癱积的有 
关运算的性虜，以及张翬_的特&性质*因此釔是〕中的元素 （ 在间抅的意义下）•这 
就是 ft 们把筚个线性函数圮怍，©…®/,的原因 • 由此自餚_想 3 

li/i A … A M Oi < … < nt 

有町能与 yu < v > 的基 a ，" 螇蚪在 [ aw )] •中的对偶基有关，我 
们来计算 


(cr fl A 八 e 1 * ) (ai t A …八 a ) ! • ( 

■ t 

=( 〆 _ A … A A > Alt y ,( a #l @ 

=<0 TV … A VO 「斗 2 聊 ( r )#〆 气 ® **• © a 


f / 


^ 6 gn < A 


■a »» 


A Ka “ ® 




0 


rtt » 


.:)‘ J 、 teg ； • '‘ ’ vf - j * ', 

^J^gn(r) [^y $ 祕 n(cr) 私 .0 … @ A j ] (a』 … ■ 0 … @ ) 

^JsgnUlj^^SglUtfXa 、 』 ® ••. © ^ (a V j ® … ® « v< , 

f / i 2 聊⑺ [☆ 写聊 w -” (〜 n 卜一- u 一】' 


当 r 给定时 


^ sgnt txk 1 . (气 • . 〕 *^o P (a 




«& 莰 


Wvl 


sgrit rK 


当 = U^u 


^ f |! ^ i 


①知" ，… ^ Jh ^) ^ (4 u ，…“叫 h 



(2) 任给 / VWK 由于 
/ A (gi gi>= CfCgi 十 A H<ti A <I£ A … A cr.). 

/ A ( 哀 ！ + 沿 / A 扪十 / A g? 

— ri-C^i X^i h ai h … h a*> -f A 立 ： A … A > 

= 十 （ 〆 灼 ）] (A /V 奶 A … A a m )p 
因此 . c >< 由 + g 2 )= r / C ^ i ) +£> (沿 ） p 
鬨理可证，对于 A 6 F . 有 

Cfihg) = kc f (gU 

因此 9 是 AUVO 上的一个线性函数， i • 

(3> A’ m 的一个基是 A … Aft Vv i 可以把 AUV r- > 与 

[A HV f >] ’ 等同.于退 r 』 可 y ； 成娃 A f ( VM 的一个元素 • 因此伞 ： /h - - Cf 是 A ， s ( V )到 

A H V ■) 的一个映 if , 考察伞把 A ^ h V ) 的基向 ff | % A … A 气 i 映成 A U V ， ） 的哪个元 
素•记八 =04 A … A e v •■则 0 if ^ • 考瓛 c 4 把 A W ) 的基向量 ％1 A … A %映成 
域 F 的哪个元索 _ 由于‘仏，…， U , .… ，人 ) ={1，2»…,时，有 " 

/o A ta* t A *"* A (a* 〗 八…八 a t ^ ) /\ (a it A 4, * A a、' 

=( — D^Ui h h … A a.) f (7i) 

其中 171 是把 n 元排列变成锋… rt 所作对换的个数„顧此. 

A … A 气、= (— IV "* (72) 

当 Ui ，..• _U fl Ut ■… 时，有 , 

/。八 U fl A … A 气卜 A … A a ■”）八 （ a ,_ A … A a t J = 0, 

此时* ：/, (\ A … Aa ffi )— 0 m 

据例 6 得 * 

L( vflV 1 ) A … A ( 如！ a’ ， )]Ca> ( A * #, A ) 

— Jl ， 当 (“，‘■•， V ) = (ji •… ，人 ） j 

~\ o , 当 p • ‘ 、 ? w (m 

把 （72) 式和 （73) 式比较，柯 

r 4 = (_ W a …八 ff 1 ，）* (7-0 

这表明 0 把/的基向逝 A …八礼 4 映成 AW ) 的基向量卜 』 r g! 八…八 
>* 其中 

… .乂! = 11.2 .…， Ji }， 

因 此少： __ . fj 是 A ，》( v ) 到 AW :>的一个同构映射 • 


■ 


50 * * 第11彔 多艰线性代数 


例 《 设 V 足域 F L 有限维线性空同 PMVO 的张 M /如果满足付一 t/J 
r € S - ， 有 

办（/) = /， my 

那么称/是对称张最，盡然 • TUVUf 1 所有 对称张廬组 成的集合成为 _ p ( vr ) 的一个子空 
间 ，记作 令 


Sym, = 士 S 必" 

M 然 . Sym , 是 rnv > 上的 f 个线性变换 * 你它为对称化变換.证明! 

(1) 时任思 cr6 *Sym^ 与也可交换‘ 

(2) Syni v 是幂等变换； 

(3) lm(Sym,) = S^(V) a 

证明 <) > 任取/£ 7 W ) ,对于任愆斤氏， 

(办 Sym ,) ^ T^r ^~)^ r C /> 

= 占 SiM〆/) 

= iS^MP 

•* - , 崦 s, 

— Syrn ,(/), 

因此 ^Sym,^ Sym q , 

同理 可证. Sym ^ i „ = Sy , 

所以 Sym , 与可交換 e 

<2><Sym,>^ » cE^)CV^ 

Q) ^ 叫 

4 I H5 奄卢气 

= c ^ tfS 

W 』- e 〜违 & • • 士 ， 

= 

V 1 res rt 

V 

= • 9! = Synv ， 

因此％ m v 是幂等变换， ,, t , 


(76> 


(77) 



* 应 用无她，张秘 m 在 w 子隐形传态中的喵用 


♦ 851 . 


m 任取 /6 沪（们 * 对任意 <^ 艮 . 据 (77 )式得 

^ P [ Sym ,(/)] — Syrri ^ f /), 

因此 SynvC/>€S"(V ). 从而 ira(Sym,>SS^(10, 

任取竅 €^(Vh 由 （ 75),(7 幻式得 

Syni^Crf) = 士 2 典 ⑷ = A 2^ = rt^ • ql = 

因此 ^6 lm<SyrB p ) < 从而 CV)Qlm(Sym fl ) * 所以 

ImXSym,) - SHV). (78> 

■ 

点评从例 8 得 .Sym: 是平行于 Ker(Sym,>& SMV) 上的 投彩； / em \ a 是对称张 
当 E 仅当 Sym ,( f )^ f . 


* 应用天地 :张量 积在量子隐形传态中的应用 


* —个量子体系的所有可能的憤子态（可归一化)组成的集合尤是一个 Hilbert 空间 ，它 
的一组力学 W 相&的 Hermite 萍符.V, A:” …， A 如果两两可交换•那么&它迠苻限维 

的） 中存 在一 个标准正交基 A ♦必‘ …，# •使得. V 九…， A , 在这令基卜的矩阵都是对角 
阵 t 1 V 姑士 . 0 * ….办是 A 卜 A 1 _._ * A ■的公共特征向 M ，称它们力 A 』 * A : * … * A . 的共 

同的本 征态匯 

现在考虑两个量子体系 A 和 J5 •它们的所有可能的蠢于态分别形成的 HUbert 空间记 
作芄 . 设萬的一个标准正交基是咖，办，…•參的一个标准正交_是办，鸚 
则 M ® 4的 - 个基是 

i 必 @4>, | w * I O ^ m). 

•霹 _ 

对于龙 gM 中任意两个元蒺; S 心冰 ®^* E 乏>冰 ® 為规定 

1*1 Jl.^l |_ 1 J_l 

■ m rt Hi <1 !PR 

i—"H'/’J • 一… |»| /» (； ^ ^ 

容易验证这是复线性空间.寫_ 5 上的一个内积4于是爲®忠成为一个酉空间.龙®米 
的上述基成为一个标准正交 基1 

戽中的元窠如果麁表示成 /® g 的形式，其中 / e 龙增 e 萬，那么称这个元索是 
非 纠缠态 「否_称为纠缠态 remtangkd state ) • 

- ms 年荷兰莱顿大学学生 a E..UWonb^k. a A * Goudsmit 根垠一系列实验事实提 



多 m 线性代歎 


出 r 大 m 的 假设： 电子石是点电荷 * 它餘了轨道运动外还有自綻运动■所谓 电子自旋 

《细酬 叩⑹假设•砰以概括为 ： 每个电 f 都具有自旋备动董义它在空间任-方向上的 
投彫.％*只能取两个值.即 ^ 




(I) 


其中 h = g，h 是普适常数 • 实验结果表明.电子不是一个只具有三个 自由度 { 在空闕中的 

位置！的粒子，它还具有自旋这个自由度 • 为了对电子的状态怍出完全的掼述，还必爾考虚 
丼尙旋态 (apift state ) * 在描写它的波函数中还应该包含自旋投影这个变置,记作 ，〜 > • 
由于、 只取土 h /2 两个值，因此可以把 ㈣ #%&)表示成 


( 2 ) 


f 、_ / f h/2) i 彳 

少 , \ f { g ) 

\ iff(r ,； — h /2} / 

称它为旋 ■ 波函数 （spinor wave flinction ). 其中，丨 ^ fr ,&/2) I * 表示电子自趣向上（即 

A = ft /2) 且位置在 r 处的概率密度, I ^ Cr , —6/2)1: 表示电子自象_下(册& = — 1|/2)且位 
作 r 处的槪韦密度:考虑卜’述情形： ㈤ r .：0 吋以成 

屮 （ m ) = ^( r )^( jr ,) t (gj 

其中是描述自旋态的波函数*它的一般形式为 


X is ^ 


0 


钃 


<4) 


^中 UP 和 |6 P 分别代表电子的4等于 h /2 和 一11/2 的概率 • 此时归一化条件可以表 
示为 2 7 1 1 

t « r -f 16 f 1 = i, (5) 

通常把 t 的本 ffi 态 p (.。记为^和^它们所调的本征值^特征值彡为讯上^士^即 


：( s ,) 





16) 





<7) 


1 和卩构成了电子自旋态空间的一个标准正交基 ，（ 4 ) 式表示的一般的电子自漩态 可以表 

示成 * r f ， .1 siJ 美久 JiilN 一 ： I … 


X ( St 》 = “卜如+_ 


⑻ 


于是(2> 式所表示的电子旋_函数珂以表示为 


= ，&， h /2> a + 妒 ( r , — ?|/2> 痒 


O) 


•应 坩天地：张喊 析在讲 子隐形传态中的应用 * 853 _ 

采用 Dirac 符号，电子的两个自旋本征 态心彦 每以用它的本征值士 fc /2 来标记•分别记为 

I H/2 > = I t >, t 一 W2 >=l f>, CIO) 

于是电子的自旋态可以表示为 

| ] f >+fr t i > = Q . UP + UP -1. HI ) 

现在考虑自旋为 ft/2 的两个粒子组成前体系的自旋态 _ 第一个粒子的所有可能的 f! 旋 
态形戒的 Hilbert 空间记作為 •第二 个粒子的所有 可能的 自旋东 形成的 Hilbert 空间 i 己作 
鴻.则这两个粒子组成的体系的所有 S 旋态形成的空间为爲 ®4 . 由于鸾的一个标准正 
交基为 

I f >" I i >|. (22) 

其中 r=l ， 2 •因此 米 ®# 的一个标准正交基基为 

f 个 h ® l t ) t . I t ) i ®[ * li > i ® tU,t (13) 

这 4 个綦向貴都不是到缠态 * (注； 在量子力学的文献中.把符号⑭_略不写出，为了淸_ 
起见.我们仍写出我们来构造4个自旋纠缠态： 

\ 4fr^it ^ ^Ct t >i (S) 1 i 士 I + ®I t I (1 4) 

I ^ > i , -~rit ®i t >i ±u >,*@i f 15) 

容易验证， I f >以切 > lf , 1) lf ， 14T h . 两两正交,且长度都等于1 P 因此它是4 
的_个标准正交称它为 Bdl 基， 

纠缠态对于了解董子力学的基本槪念有很重要的意义.长期以來，对董子力学基本原 

B* r IJi r .’ j ， 

理的激烈争论从未停止过 * 争论的焦点是I真实世界蠢否确实如同量子力学所预言的_ 
样？在对量子力学质疑的闻屬中最赛名的是爱因斯坦 （Eimidn> 等人 （1935 年) 提出的 
EPR 佯壤，筠是爱因斯坦用来与玻尔 CM BoriO 做爨簞要砷一次争论的偎想实验,这个实 
验所预示的结果完全通从董子力学原理，但是却令人难以接受.设想有一对总自旋为零的 
粒子(称为 EPR 对>，两个粒子随后在空间中分开，假定粒子 A 在地球上 ■ 而泣子 B 在用球 
上* 簞 于力学预言，若单独测量 AC 或 B >的自旋•则自旋可能向上，也可能向下，各 自概率 

为 但若地球 i： 已测得粒子 A 的自旋向上（下>，那么月球上的粒子 £j 不管测量与否，必 

然会处在自旋向上 (下 >的本征态上 * 爱因斯坦认定真实世羿维非如此■月球土的粒子 B 决 
不会受到地球上对 A _童的任何影 _* 因此毛病出在量子力学理论不宠备，邱不足以正 
确地揃述真实的世界^玻尔則持完全相反的看法，他认为粒子為和 B 之间存在着情沪关 
联_不管它们在空间上分得多开，对其中一个粒子实行周域操傲如上述的测然同时 



导致另一个粒子状态的改变，这是世子力学的非局域性，这场争论的本紙在于，真实世界 

是遵从爱因斯坦的局域实 在论， 还是玻尔的非局域性理论 * 长期以来这个争论淨留在栢学 

上•难以判断“孰是孰非久直到 Bell 基于爱因斯坦的隐参数理论而推导出著名的 Bell 不 

筹式 * 人们才有可能在实验上寻找判隹这嬅争祗的依振_法国学者首先在实验上证实 说11 

不等式可以被违背 •支持 了玻尔的看法 T 之后•随着鲞子光学的发展,有更多的实验支持了 

这个结论， mi 年瑞:士学者更直鶴 r 当地在光纤中谶羞到作为 EPR 对的两个光子 

之间的漏:子关联 • 因此®子力学 遒正 确的；胙馬域性是*予力学的基本性质，亊实土 • 
ETPR 粒子对处在如下的纠缠态上； 

I 爹 - I f >.i ® i I )li 

这个犛子态最大地违背 Bdl 不等式•有着奇特的性质；我们无法单独地麻定蓽个粒子处在 
什么世子态上•这个纠缠态绐爾的唯一信息是两个粒子之间的关联这类整沐的_性 = 现在 
实验上已成功:地制备这类纠镰态.(注，关于 Bell 不等式可参看 4 蛩子力学新进展(第， 
辑） J (曾谨言.裴寿镛主编.北京大学出版社2⑽0年出版》第20页 ■ > 

纠缠态近十几年來已在一些前沿领域中得到 Ailice 经典通逍 Bob 

广泛的应用；特别是盘子信息方面，1鄉年 C :. - " JDMT 3 
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I tfh , = 去[1 ” s > 3 @1 （⑻ 

然后把粒子2传送给 Am C e，PW 把粒子3传送给[城由于粒 f 2和 _V 处纠缠态，时粒 
子2的任何操作，必然导致較子3发生相成的濟变•因此这个 EPR 对构成 ALlice 和 Bob 之 

间的量于通道 B 

U ) / Mlice 采用可以识別 Bdl 基的装 S 1 对粒 T 1 I 和 2 实施联合测量.由亍粒 f i 和 2 
的自旋态空间.硝和不的张量积术_中任一元素可由 Bdl 基线性表出，因此测董结果 

可能是 Bell 基中的某-卜，出现的槪宰都是士（理由见 F 而 L 与此同时 .Bob 测 Ji 粒 f 3 

h i 

的自旋态，粒子 i 和 EPR 对构成三粒 f •体系•其量子态为 

I ^ I 由〉 * ® i ♦ y (19) 

我们把 （19) 式具体计算出来，为了 简便淸 晰起见 * 我们把 I t> 记成 10), 把 | i> 记成|1> *把 
|0>,®1 1>,记成_ 心 ，把 lohSHohCgJloh 记成100奶阳， 等等* 于是 


朗0), +& I 01 ) M tQ) u y 


j^La I 001) ui-a I 01 O) tS i +b I 


= jl\ ifi )^0 {-a I 0> a — M lh) 

+ 1 # >13 ® f _ a I G>i + I Uj ) 

+ 1 0 > u @(6 I 0 >i +.k I lh ) 

+1 步 1 > i 3 ® (- h I 0 ^ l lh>l ( 20 ) 

由于在 M>m 的展开式中 ■ IV >i^l^ h^l0~ >iz • I >』：的系数都是 I ■，因此当 AUias 对 
粒子 1 和 2 实施联合测抵时屬坫结果吋能为1分一、： * I ^ :• 「， | 尕 >r . I W: 中的某一个, 
其槪率都等于由于在 | 如 m 的履开式中，粒子3的可能状态只有下述4种* 

— a \ 0>s — ft I l>i — I : ) » — a j 10^3 + h I I ■ . — ^ a j , 


^ I o > * + a i i > > 







一 a I o ) 



i > 


一 b 


因此 Bob 测置粒子 3 所处的自旋盔只有上述 4 种可能 


( 4 ) Alike 立即通过经典通道.把瀾量结幾吿诉 Bob •例如， Alike 测得的结果为 


I 章多重线性代数 


|4 T > u 由于在 I 和 m 的展 汗式中 ，与作张置积的粒子3的自旋态为 6|0> 3 + h |1>、， 
，因此勤 b 樹 It 粒子 3 的自旋态的结果必然为 W Oh+dl V = .由于粒子3的自 

旋态空间艽上的酉变换（量子力学文歒中称酉变換为幺正变換）不改变度營性质，因此 


Bpb 可以对所测得的粒 F 3 的 窃旋态 f j 作一 个西 变换■即用酉 W 昨 | 


:乘以: 




这就将粒子 3 制备成与粒子1原鬼的自旋态一样的态 p 10), +611>, 


(I) 


粒子1原先 




的自旋态 I 取0〉，4 h 二 Q 在 Allies 实施测量之: S ’ 不坪处于这个态]' 这便实 

现 r 把粒子1的未知自旋态|中、隐形传送给粒 f 在这个传送过程中，传送的仅仅是粒 

子 I 的自旋态 「少 h ,而不是粒子1本身在传送过程中，粒子1原来的自旋态已被破 
坏•粒子1与粒子2发生了纠纏， 





第 7 章多项_ 


顧1 

L 不一定 •请举 一个例子 : 

2-设 u 培尺中的可逆兀 •如果 W 使得必 =0* 那么两边左乘 a 1 •相 

a _ i O t 即 6=0* 因此 a 不是左零因子 • 同理可证， a 不是右零因子 4 • 

3 •设 H 如同例 10 中海样，则 

A = J 士 辛妒 H: + •■• + IT" 1 , 

在 KW 中，有 

C1 — x)C J f x + "* | > — 1 — x" * 

■ T 用 AH 代人•从 U ) 式得 

U — hH)(.[ + bH f t H* J ) = / — (fH n ^ /, 

K 此 A 二 J+6H+ ”* +A* 3 H m ~ 1 河逆 ，R 

A-t = / - m, 

^ ^ m -^- B 代人，从第 3 题的 （〗> 式（取 „=/), 得 

[ J ~ (~ f B )][ J + ( - 7 b ) + (~^ )* + - + ( - 7 5 ) ]=/-(-ffl 

由于烀因此从 式得 

M 十紐）「丄卜為 B + ^i3* + -“ + C-l)H ^^^1= / 

匕迮 ja" a ， Q f 

从而 A=aI-lrkB 可逆•并且 。 


m 
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匀题饯案 


A 1 -丄 J —4 妇十^^ 十- M — 1 广 1 

a u : a k a 


5, 在 K [ jt ] 中，有 




(1 十.『广 二 

I +cu 十(二/ + …十 

⑶ 

』-用 A 代人，从 (3) 式得 





! + CIA - f - CIA : + … + CzA m . 


6. 设 ca = 

=二4^^.则〖，⑴是所 If 的3次取位根，由 i - 1十 ⑴ +ar = 

= 0,因此直接计 

算可得 

<a/ - a > a/ 

- a,AHXl - u ^ A > - ^/" A \ 


利用例 U 的结论*得 




l ^/- A 5 t-l Ar-A II -aiA I I A/ — JA f 

=(A - Ai>^' (A—As) 1 *"*(A — O J _ 1 

• (A — ） J, (A — wA:) ,3 … (A — wA .) 夂 

* Q — of Aj Cl — eu : Az ) ,f *"(A 一 w ' X t V * 

- a s - ad ^ a 3 — aj A — — am 、 u > 

U> 式左端完全展开癍是 Y 的多项式，于是 (4) 式是 K[A ] ] 中的一个等式 ,A4 用 JtDO 中元 
素 A 代人，把 U) 式左端展开成 A 的多项式后，从此式得到 

U/ - [ = (A—A5)〜U- Ww (AD、 (5) 

若 A, 是 A 的重特征值，则从 (S) 式看到, Af 是的至少义重特征值， 

7. 设则 Uf •浐，…，是所有的饥次中位根，由于1十 f+f +… +r 
=0，因此直接计算可得 


(A/ — AHkl — $-A) (aI 一 fA) … U/ — f-- J A) = A_f — A_, (6) 

(A — Ai ) (A — . > (A f (A — J A ( ) — A" — XT , (?) 

其缚 _ i — 1 *2, …， A 、 f, ▲、；_，' •- • ,「 1 ' 

利用例 11 的结论•从 （6)、（7) 式得 

\ = \XI - A \\XI-SA IUJ— … \AI-^A I 
=(A — Aj ： >^ (A - kz … <A ™ A, V_ 

• (A — fil j ) fl (A — $A : … (A m ' m 

_ (a— n a … u — r— 

= u m d u™—Ar )、 


( 8 ) 
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(S> 式左端展开 后是酽 的多项式，于是 (8) 式是 KDr ] 中的一个等式 ， a_ 用 JCDQ 中元素 I 
代人，把 (s 】 式左端展开成 A m 的多项式后，从此式得 

I Ar - a - t = a — 盯> 7 以 a —— ad 、 （ 9 ) 

若 a . 是， 1 的 /. i 特征饱，刚从 (])) 式#到 ar 是盧_的 s 少 K 特征值 

习题 7. 2 

h (!) 商式避 P + 心 一 4, 余式是二 20jt+!9: 

( 2) 商式是秦泛 1 +音 x— 蠢，余式是 一 

2. 歧 Cx )| / Lr ) 当且汉 当屮二3且 = — 1. 

3* (13 商式是 3* r a + IZx 2 十43$十]74,余:式是695 ； 

( 2 ) 商式逛 一 1 : 01 + 1 ? + 余式是 一 30 _ 

4. 从第3:题的第( 2〖小题的结果知 ■ 

h | Cx ) = — 10_ r + 17= — 30 d 

用综合除法，得 

h } U) ^ (5^-20)(x + 2) + 57, 

h t Cx) — 5 j: — 20^ & (疋 + 2) — 30_ 

因此 /<o ： >^5Cx+2) s -30Cjr+2) J + 57(x+2)-30. 

5. 用整除的定义可推出 （1>—(4) 的结论， 

C 令十 7 x — 1•卑 U >; x —作综合除法，傳 

fix) — iar — Zx^3)(j ： — Z) + 5* 

■T 用為代人•从上式搏 

/( A ) = iA s — 2 A 十 3 JKA — 2 J > + 5 f , 

于是 h{A}^A 2 -2A-tSI,r(A)^5h 

r l 0 0 Y 

7.(】）0 A — 2 0 t 

0 0 (A-2) a ■, 

Vi o o • ■騃 i m 

(2) 0 1 0 

0 0 A f CA-l) 
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习题 7. 3 


* M {/( r I ,g{x ),) = j- -h3 T 


+ 3 


一 1) /( J ) 一^ ■ ( JC * ~ Zx } g ( x ) 


0( / \ ^r) ，沒 (,r >)=^-1. 


JC*^] 


300 


< +10 > /( ar) — |^ q< 十 十 46 ? 发 


2. 去证 / lr ) 与 Wx ) 的任一公闼式能整除 dix }, 

3- 存在 1*(0 ： ) ，夕 0:|€»| 是]，使轉 

«(x>/(x)+t/Cjr)^(x> = c/(j-),^<.r>>, 

从而 、 j(x 、 ， 兑 (*r)) hix ) — i<C jt.) fDh(jr) -hti(x) 只 (.r)h C 文 ）， 

[tl i； (: /^> t ^ C . r )) A ( j ：> I / Cx } A ( x >,(/< jr ),^>> A { x ) 

因此据第 2 题的 结论得 *(/( x ) ，及 ( jr )) A : Cr ) 是 /(. rMCx >~ AC #) 的一-个最大公 因式. 
特别地，若 / iU ) 的首项系数为1,则 


(f 《 ,r)h(.r) t g(y>hU)) ; {/(x),gCo：))A{af>, 


4 v 曲已知条件播 


因此 (U ( X > . v(jc )) — 1 


ia(jc) - /D _ i. TJ { r ) 崧 (i) — 1 


t 


, 


从而 


5. 由于，沒,（/)> = 1 ，* ■二 1，2, …， s ， 因此 

《 liiTi (’ 》 jT; J tjijj, ~ I f j =*■ 1 , 2 ， *• _ - im 


</» ( jr )/： U ) * ( JT ) 必 { jr } g 2 fx ) 工 ）)=1. ， 

表必要性 ■ 由于因此可设 
C /<- r )^ f : r )>. 由此得出 

丨 0 f )/( j ) - ^ t Cr )/ 1 C . r ){/( x > f ^{ jr )) =- /,( jr )^( x ). 

由于 /< 了）与器( I )不互素 v 因此 C / Cr ), jr ( x )> 尹1,从而 

deg /, (x) < deg /(j>,deg g,(xy < deg g(x). ) 

取奴 (1)= 扪 <1> ，仉 0* 》 =/ 1 < 文 > ，必要性得证 4 

充分性•如 与 渡(工）互素，则从 /tx) lvU) K (xy ^JCr) I t/(x) , 于是 d eg 
/“Xcteg 矛盾， 
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7. ® |Cjt) = f v (4：) C-t:? (/C^> ^g <^>)，A F/U 料 ㈤ ，因 

此存在 Mx)€K[x ], 使得 

Mj 3 = / >(x)/(x) — p(jr>/i Cjr)(/<^) 

由于 | 4<x> * 因此幻 （ j-X/(x) ， 〆 怎 ) > |> 匕 >/> (^)X / <x) • 废 ( 怎 ) ） • 从而兵 ,（■!■) I pix> 

/, Cx) , 由于 （/i ( j:) t^jCr)) = 1 ，因此奶 ( 龙 ) MCd * 从而存在 <?(x) 6 jt ]* 使得 — 
C.r). 于是 

A(x) — (^)/Cx). 

/ i ( jc ) r /{ jr ) . gix ^ y ^ qU )^, U )/( xUf { xUg ( x )) 

. ^gCx)/(x)^(jr>* 

因此 /(jr)g(x) t^CxK/t j) ,^(x)h 

8. 根据同余的定文可直接验讪， 

9. 任给 * e m …_于 / i ( r ),/ : u )， … ./, u ) 两两互素,因此 （ au ), 


谢此得出 . 


]~[ / =丨认而存在 w f ， T /,( Jir ) 6 K [: c ] t 使得 

i 一 _ .1 v ^ 

tt £ ( jr )/ t Cx >+^( jr ) = L 

首先考虑简单的同余方程组 ' 


rgix 1 ) = 0 

(mod /i C.r>) * 

-a 'A m _ _i _ 

= 0 

TP W V mS ] 

(mod J t .[ (x)) 

g,(x} = 1 

fmod /*(>)>, 

gi¥i ^ 11 

(mod 

=0 

(mod /•(:)>• 


由于 H —u, (_r)/•(_!■) 三 1 (mod /, (J-)), 

i — u M (^r)/i(^ — ■u-t-r) JJ/ a (x> ^ 0 (mod /j(jt)>, 

讳中因此 !— 是上述齙单的网余方糖组的一个解，令 


则 


茗 (jc) = yVjCx) ( l — ii , (j ： )fAr)> I 

I ,v ^ 1 - ' 

g(_ir) — ri ( 工 ）（1 一 Ui (x)/i < 丈 ） ） +…+ r ； Cj ：) (1 ― U( ( j ：) f 4 (x>) 

+ … + n<jr){l u.ixy/A ^)) 

=n (t ) < mod f f (x )) ^ 
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V 

其中 f e 因此是原间余方程组的一个解, 

_ i-t 二 … *'' - j \ 廬 ，心” ，广 

如果 ^( JT > 也是原同余方程组的一个解，那么 

尺 O ) 音 ， (mod t i = 1,2, … ， Jf, 

于是 / i ( ar > ， i =! t 2,**** i , 

由于 — 两两互素，因此 

/j <x)/ s C^)'*»/, (j> I tfCx) — g(jc) w 

于是存在 /(尤 ) f K 〔 x ] * 使得 

^Cx> —jrC-r) — ^£x>/, (jrJ/i Cj*) — f ： (xy t 

因此原同余方程钽的全部解是 

I 

系 r,U)U - u,(x) f } U)'] + lU)J\U)f z (: T ) … f t U). 

其中 / U > e / cu ] t 且 

u f (-r>/jf(x> ^ x> # (x> JJ/i (j-) s ] m 

由此得出.如果 d _ r ) 和 e / U ) 都是原同余方程组的那么 

i(j-} = tl{x) (mod fi(x) (x )}. 

瓜 u > AGO 有一个 1 阶子式为一 1, 因此 £> t U )- l , 

AU ) 的 II : 零的 2 阶子式有 — 2 > 2 ，_(A — 2) ■因此 D ：( A )= A -2； 

A ( A ) 的 3 阶子式只有一个 * IA < A )| qU —2)，， 因此 D a U )= U —2> a , 

AU ) 的不变因子有 • 



ti% (A) : 

- Dj (A) = 

i. 


d, a > : 

— DzU) 

t>i <A) ^ 

A — 2 * 


^j(A) 5 

一 D.U) _ 
Auj ’ 

U-2)\ 

C2) 

因子有： 

BU ) 的行列式因子为 0,U> 爷 “ 取 U)-l,p,U> = (A — 1KA—S^ fl 的不变 


4 (A> = 1,^2 

=K^a) 

^ (A — J) (A — 5) J . 

习题 7_ 

4 




I ( h 般如 r +1 存:实数域 t 可约，则 


_ 此在复数域上 


在实 数域上 


j- 1 -f 3 = Cx ; 十 ^ r + 1 >(/ — V2x + J) 

在有理数域 上*/+1 不可约. 

<2) j:'H- 4 =Cx : ) J +AjT 一 4x! ~h4 

=U s + 2y-(2x) s 

= Ci?+2 + 2jt)(#+2-2 砂、鼠 ’ 

=Ex—C -l+i( — 1 一 U]Cj — (1(I —i)]. 


w 此在 y 数域上 


rt :% 数域上 


士 4 + 4 = [>+ ci — iyjut + (i + ol !> — (I + ^ (i — i >] t 


V H- -1 -= (x" 4-2x + 2)tx J -Zx -h2) 


住有理数域上 


j 4 + 4 = 十 + Z ) Cx 2 — 2 jc + 2). 


3 * 充分性是显然的 * 必要性:设 / C 文） • gk ) 的标准分解式分則为 


=( x " 十 1 > 2 — ( JZx ) 1 


jt 1 + 1 = (x + a) (j ™f 6 ) ta 16 ^ R. 

此式也可看成是 x ^+ i 在复数域上的一个不可约因式分解 3 另一方面.在 cDd 中有 

JT 1 +1 - ix + iHx—i), 

据唯一因式分解定理得』 = i , A =— i . 歹盾•因此 y +1 在 R 上不可约， 

同理可证 P 十1在 Q 上不可约^ 

⑵ 类似于第 （ U 小题的证法， 

2. ⑴ +1 Hu * P +2/ — 2 P 十 1 
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* 

r ■tJ 

\ / 

及 2 


vf 2 ^.T l 


及 T l y 2 . T r 





#2 
/r V. /nv. 



X 


#2 

/rn 


r^L 


卜 


X 


>c, ^2 k t 巧 

H +#2 

5 f + 


€,2 ^ 2 

1 + 

■^ 2 # 2 
/nv /f\ 



X 

r. * 





864 


4 题筏案 与提禾 


fij ：) = ap \ ( j ) p\ l （工)， 

龙 (= 〜？ t _r><7; r (j ■ ， … 心 (Jr > ， 

由于 f Cdl / Cx )， 因此 

) ， (x) 〆 〜 (x) **p ； fv (x) — h( j )h'q r : (jt> 々 ■ (jt>** 

从而对每个|1.2^“^}，有 

q t 〜九 Cj> • 对某个 i g il ， 2 ， "‘ ， ff}v 

由于它们首一 * 因此各 t 戈 > = M 足) • 于是不妨设 

q t (jc) — p $ (j> * j = i »2 f -- *m, 

从丽 Wjt ) 的标准分解式为 

哀 （ _r) = bp r ) Oc^fhl Cx)—j&i" (.r ) ， m ^ i, 

由 f 水 U ) |尸（7>_ 因此 2 r ,<2/, ，卢 U 2，_.*， iw t 从而 r f </ f ,>=1 *2, ，，所以 

[ / <x) # 

_1, 设的标准分解式分别为 

fix) — afr^ Cj.) fyJ (j->, 

发 ( j )= tx )^ : O ,) … 〆 广（: r )# ( i ) … ( x) t 

记 r ^ minlAi . r -1 , i=l t 2,*-、 b ， 则 

ifU) , ff u» - ^ 

又有 rCr ), iT ( j ：) 的标准分解式为 

/" U > 二 F 々广 < .r ) <_ U ) …〆 产 ( j：K 

g _( d = …心 

由于 min Riw * * |H 此 

( 广 (x> ，茗 w <x>> = f ( 工 ） =( f(j:) ,g(x)} m . 

5. ⑴ /+ w < =(/)】+2 v ^ r 3 —2 

=ix 1 , 斤 Y - 

—tx 2 + */m^" 42 \/mx ) {x 1 + \fm ^^y/mx)* 

由于 C 土 ^ — 4 ^/m=i v ^-4 V ^ O . 因此上式右端德毎一个 2 次多项式在 R [>] 中 
不能分解成一次因式的 乘积从 _ 〆 十⑴在 R [_ x ] 巾的标准分解式为 

j： 1 -h tn ^ (j- 1 H 72 ^mx + 一拉 十 ^/m). 

< 2 > 由第⑴小驩知在 RDd 中没有一次因式* 从而？ +妨在 Q [ irJ 中也没有— 
次因式 • 于是 x *+ m 可约当且仅当下式成立： 

x l 十 m = CP+6br + f|MY 十 fttjr + fe )， ‘ 
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WSL _上式搏边翁多项式的寒数獨 


fh +J*s = 0 ，,f 
n 十 Ath 十 q = CK 
\ifbVi +t\€i s= 0* 
c t r , = m 9 


由第一式得 . 禹 -= 一匕 * 由第二式褥 •r,+u=-6J* 由第三式得 , A A (c,^c t ) = 0, 于是 ft r 产办 
iUL cz^Ct * 若办 1 d (>， 则 ci 十 ft=^0 ，从而 q — 一 ci ，于是 — ，矛盾 • 因此 Ct =«! ，由此得 


tU . m^cUZf - b ：. 于是川=¥•即从而 6 t 娃锒数， i[ 士^ T,fh 此 得出， 

，其中 A€2* ( 注 t Z‘ 表示所有非零整数组成的集合 >■ 因此〆 +m 在 Q 上苛约当 
且仪当 m = • 此时,的标准分解式为 

JT 1 + W ^ U z +2 ib : - H 2^>( jr E - Zkr -h 2 ^ a ). 


6. 由于 U 卜 Af =/( A >_ 因此 au >=/ U > = /，( A > 3 由于 D . • ⑴ ip . CO.deg a -_ 
U )< C ，“ 凰 MA ) 不可约 _ 因此 D ,( A ) 冇 UR 有 1 神可能 

愴形 1 Dh U)Fl, 此时 —Df U)= 1 - 旅而 < (A) = ^ , 

a>=K^(A)-^a>. 子是 ; u — a 的相抵标准形为 

diag{K"- ， l*〆 (A)}. 

• 、 倘形 2 D,- 〖 <A> = MA) ， MWA(A)i^(AK 由于 

«/* (A) I d^iX} %i = 1，2 •… ,m — 1 > • 


tit(k^d s (k) mmm d^(X) — I ； A/ = A I = / GO, 
IS 此， t/--1 (A) ^ piX ) *d v : (A > = … =A (A> = 1* 


此时 


0--AA) = 乾認 二 1 ， UA) =■__ = D ， (A) = 1 ■ if—A 的相抵标准形为 


diag{U … •U aCA),Y(A)}, ! 丄 j t 、： 

情形 3 DdCO = p 2 CU ， 此时义 U>-=V<A), … 

3* U ^rCA> = p x Q) ic4^i(A) — *•* = d % Ci) = 1 3 此时 6^r (A) & 1 * D( ； Lr<A>^ —= 

£>,(^)-1. AJ —A 的相抵标准形为 


S . 2> d^i U ) = p ( A )*4»- iCA )=^( A )^ it-i ( A > — — =rfi < jl )^ i / 此时 D „ , t ( A ) ^ 
/HA> ， D_ J CA)= 1 ,D H - 1 (A?=—D, aj = u A/ —A 的相抵标准形为 

diag{l ， … rK/KA) ， /KA>*/> 3 U)}- 

情形 4 a U)-/> J (AK 此时 从而达 U >= p ( A )， i /,— 二 〆 A )- 




* S 66 * 攻驪答蒹与癱承 

dm » U ) i =/» CA ) tci tf - 4 ( A ) —'** — d ] ( A ) — 1 . 从而 

Dn =(a) = ^ay^D^oo = 声 u),ua )= …念 D,a) = i, 

A /- A 的相抵标准形为 

d’tag (1 •… * 1 . 々 (A > • pi A ) > pay ，竭 ） } • 

习题 7.S 

L ⑴用辗转相除法求出 — L 因此 ./ U ) 有 1： 因式.用 （ iU )， 
) 去除 /( Z 所得商式为 

硿 O) — jt 1 j — 2. 

足(，>与 / Cz ) 有完全相网的不可约因式（不计重数）■具贫(^)没有 E 因式 
⑵用振转相除法求出 （/ fU ，/ Cx >>= 1，因此 /( jt ) 没有重因式 

乙 fixy - T ^ Sx ' +4= U ; -4~2>( jr 一 2)- Cx + JKx —33 s a 

%解法一 （1)用麵转相_法求出(/(工）./’(0：】)=(_1—1)人用 <x — n a 去除/(工) 
得商式 gCx )^ x M 一 1 = (^+1 > (_r 一 1> • 

⑵ /( x >=^ CjfKx — 3 ) 2 =(^-+1 )(^ — 1 > 4 tJ 

解法二采用综合除法，用 J — I 去除/< r ! ■接 荇用 一 I 去餘所得的雜式，依次下去 
可得 ^ 

/tx) — (J+ I ) ( JT — I )%* • 

从而 1)(^— D ^ jr * — 

4 -例如/<尤> = / +似>2)，则亍是尤是 /'(4 r ) 的身一 1重因式 ，但梟 
I 不是 / U ) 的因式. 

、 已知〆 r> 是 /i r> 的因式•设 pm 是 /(jt) 的 f 重因式则 / D 的 
1® 因式 ， 由已知条件得 4—1=4- h 因此 

6. 必要性由定理1得到 B 充分性利用第5題的结论。 

7 - (D/^CxJ-^+aax. 设<2#0*翔_转相除法求 C/(ar)，/'U>：K 可得出 /(x) 有童 

因式_*一祕，或 ho. 当1»=0时，显然 /uy 有重因式当且仅当 wo , 因此 /( d 有重 
因式的充分必要条件是^ - 4 ^ 0 或者 fy = O t 

( 2 > 同类似于第 （ 丨> 小_的方法 nf 求出/ 【 〕 ff 重因式的充分必要条件为2?〆 一 256 J ‘ 

= O e 

( 3》 f ( j : ) 有重因式的充分必要条件为2 7c' ^ 256t/ J 或 d =0 » 



习题 7 . 6 


1. 用综合除法知 d + 2 能整餘 /( x ), 接 tftU 十2 i 除所得的商式，依次 T 去吋知, 

一2是 /( Z ) 的3重根 。 


2 - /( D 在 Q 中有重根当且仅当 a =4 或 


当时，2是 / Lr ) 的2重根•当 


^ 一 II 时 ，士是/< 珀的 2 重根‘ 

3. /( d 与发 ( Z ) 恰有一个公共根 t 2 a 

4, 3是 /< i ) 的2重根当且仅当 a = 4 且^=3, 

5* 类似于例4的方法 

匕类似于例 S 的方法， 

7. 利用例13的结论. 

3. 对 / Cr ) 用 Viet 农公式.可求出数域 K t 以 Ar : */〜，.-_.&, 为复根的多项式与下 
逑多项式 相伴： 


萁 (jt) = a^x m 3 + “• 4* ft" E j + 6V e - 

9. A 的特征多项式 / CU ^ U/—AMU A 的系数 A , j 为 A 的所有 * 聆主子式的和乘 
以（一 】) 、设 p r ( A >= s « 则 A 有 s 阶丰子式不为0 •而 所有阶数大于 j 的主子砗全为0。 
因此 / a >= A ，+ L l A _ , + …+九 ，.=；r _ u _+ u _l + …十 么-丄从而0是 a 的至 
少特征值 •于 M A 的非箏特征值的个数 （ JR 裉按 ffl 数 计箅） 不超过^即 不超过 
pr ( A> fl 由于 pr ( rt )< nmkGi ). 因此也不超过 ran kC 4 h 

1 设 A 的特征多项式的"个复根为 i _ t ， t 2 * … a 则 r 』+ r : 十… + r , = tr(A > * _ 于 

A 的主对角兀全为正数，因此 i r (/ I ) ]>0 a 从而 f | 十 C]j + … + c « , 于是 Cj * c r . *** t € m 的实 

部不能都是 0 或负数 a 

il , <1> A 的初等因子是；1一2,01 — 2)^ 

( 2 ) A 的初等因子是 


12, / um 』一 n + 音 u - rnj —2 卜 ¥(： r — 川工—2心-3> 




13, /(* r 》= 23： 画 一 ^+3. _ 
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习题 7. 7 


4 


.利用本势例1的结论 . 不定元, r 用=代人，当 f 2 m 卜1 时，有 


Jl 

a 


2^4—1 


- I 


a 


m 


一 1 


)n 

f 蜃晬 1 


a 


2 三⑽ 十 i 
a 2»i + 1 


由此 得出 




t*r — 


当 w = 2 //’ 时.有 


a ) U ( J— z 似 


j： J _ = <x — fit) (jf H- a) JJ /x 5 — 

1 ；^= i n 


cot ? 




-利用本贫例 2 的结论 d 用 f 代人 T 当 " =〜+ i 吋. 可得 


m 


j- 2 m^ - 没曾 *^ 1 


< X a ) 


当 n = 2 m 时，可得 


U( 


J 4 


2 一！^ + 勹 


m 


?+^- - n 

*，| I ’ 


Zojc ms D 冗 十 J 、 • 

i 2 ?n I 


3 ■稍用 «) = ?；‘ ，从例 4 的结论可得 ； 或者仿照例 4 的证法用 — | 代人 


却傅 


S 


| 利用 sin <| — tt >= cosfl ， 从例 3 的靖论可得 I 或者在例2的 （5) 式中,文用1代人 


可得 ■ 




5. 从例1的公式 （2) 以及下式 


m 


— 1 = (x — l )( x ^ + jr ^ 1 +■" - h x 4 - I ) 
2kn 


得出 ， IJ cm 十 1 ) = JT > + 【 + …十 x + K ft 此式中 J ffi 】 代 人可得 


本題 的结论 




t 从第5题的结论可得，或者从例2:的公式 (5 ^ 以及 F 式口 :，… + I H 卞 


J 


+ •._+¥ — 怎+1>，得 JJ Cr 1 —2 w 咖 穿一;—爭 + 1) 

^LZtfi ^ ] 

式中 •: r 用_ I 代人可得本题的结论， 



—戈+ 1■在此 


7. 例 2 的 （6) 式中 ^ 用 I 代人可得本題的结论 t 

8. 从第7埋前结论可得 I 或者在_ 2的 (6) 式中 a 用 _1 代人可得本题的绪论. 

S . 由于财=1113*{0，12，^旬=12，一1 — ¥金_13，1+¥ = 13_闲此/(上）的实根都在 

( — 13, 13』内，对 / D 和 f f ( xy = Ax ^ f 24_ r + :做略加修改的辗转 相餘法 ，得到 /(. r ; 的标 
准序列 £ 

丨 f 0 fts) * fi — / r (^) * 8— + 9 * v 

；~ 4 

t 505 5 , 9322 S 

h u — 辭 Itr 

由此看出 ，/( x ) 没有重根*计算 ^- u =-3, y J 4 - u 因此 / u ) 有两个不同的实根, 1 

_ 手 /(©><0,/ Cl )>0 ( 因此 /(^)在【0_ 1〕内有一个 实粮. 由于 /C “1 YC 0 .fi 一 Z ) 
>0,因此 / U ) 在（一 2. —1) 内有一个实根 • 

lt >. / U > 的实根都在（一9.9>内， /( x > 的标准序列为 

/a ~ * f i — / f (^y * f i — 县 ' ^ + 琴 /i —^ 936 * 

y 

/ U > 没有重裉.计算二 U 因此 /( 幻只有一个实根， 计算: 

因此 / U ) 的唯一实裉在 （3,4) 内， 

11. 证明见《高等代数学习指导(上册）》第 S ® S .4 许的例16,, 

习题 7.8 

1, ^ I J t (2) 

2* < n 取素数 2 •判断为不可约； 

(2) 土 1,±3都不是根，判断为不可约, 

(3> 士 1，士2都不是槪,判断为不琦约； 

1 

U ) —+适根，因此可约 t 

(5) 用素数3,判断为不 可约； ^ 

( S > /用 1+] 代人，然后用素数2,判断为不可约 | ’■ _ 

(7> 7用 jr — 1代人.用索数5,判哳为不可约, 

(8) I 用 z — 1代人，用素数卜判断为不可约 t 
m /用 jr — l 代人， 用素数 判 断为不 蚵约, I . 
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习 M 答案 …捉示 


(10) 先证¥ — k +1 没有有理根•从而趑没有一次因式，再用反证法证明妒一53：+ I 
不能分解成两个二次多项式的乘积，从而它在 Q 上不可约 . 

3-类似于例 7 的证法 ■ 此题是例？当时的特殊情形，为了训练分析问龎能力，请 
读者不要直接用例7的结论一步得出此題 _ 

4. 类似于例8的证法 a 

5. 由已知得,^+4与[都是奇数，然后用例12的 结论， 

6. 如樂/( X )是 Q i ： 不可约多项式，耶么结论显然成立 p f 面设 / U ) 在 Q 上可约 * 则 
/( X )能分解成 fl . U J :. 不可约的整系敗多壤式的乘积 ( 从性质4容易推导出这一锖论)、由 
于这些不可约因式拥常数項的乘积等于％，巳知 P U ， 〆 •因此恰好有二个不可约因式 
的常数项能被少整除 ■把它 E 作 # U >, 设它的次数为于是 

Jix ) = gix ) h ( j -) = lb m x ^ + + h v .r + b t …+ < r t I + iv ) ， 

其中 m <» J < fi , m + /=« . b ,, - o eZ ;^ w ^0 , c t ^ O f p \ lk ， c G „ 由于声卞札.因 

此妁匕，由于 

^ fraC 4 biC^i + …十6 〆 。， 

且/4“『*因此存在4：(0<^<01^疗,），便得 

p \ 6a• P \ b^x • ，、 b “ 

由于 A = r, 十6, cn +… . Ha 4 &“ %， £1 / 外 q , 因此 A 心，从而山，结合已知条仲 
得必二 r * 由于因此 

7. 假如 / U 》 在 （ J 上可约 ，则 

fix) (Aj* 1 + …+ 6, jr + Xrjx^ + *** -hi*ix + Ctj > * 

其中 ％，“、 k / a ，“*， Q 6 Z ，6_^0_ cv ^0. w <2«~ H ,/<2 rt + l ， ff i +/ = 2 n + U 

由于夕(％，因此户 H 或 〆 kd ， 不翁设户 H 由于 Pi 、 々■+"因此 /4 4 w * 于是存在 
财） ，使得 

P ! I h .”、P I “ 

由于 q + v 。. 旦户|〜_罔此声|<" 0 ,记 r =2 ：rf i — 由于心 +1 

二 + 十且户 U *+" 因此 p | <-,. 依汝 F 去•可得声 k :. …， 

filcm 最后由于 

= b，en 十…+ fc-i r P 十 仏 +1 + …+ 6 ^，i Cc , 

乱 AUh(2n = ^;+r—U ， 因此户 km 由于 

= a ^ ¥ = he -, -h … + ^ -h he ，+ tf *" + 

且/ ^ a Eii+l t 因此外 CV * 

情形 1 k ^ n „ 此吋 r =2 n 十卜 *> Fr + l>* t 因此夕卜 j . … ， 〆 £ ■、/•由于 


第？欢多项式环 
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p 2 |ni 1因此从而 〆 | 心 A = 即 〆 Idrtt 矛盾 • 

情形 2 k>n M 此时 r=2w + l — 於 • 从而务 * 于是 iSSHKfcU •… ，於 | 為 4 由于 


a , = he T + he 尸 I + … -+ rj^tcj +办，" 

且 〆 k ,， 因此， 由于 / Ads 此 〆 i / l 从而 〆 bp ^ u , 矛盾. 

综 t 所述得， / Car ) 在 Q 上不可约 = 

8. 假如/( X )有螫数根 m . 则 ■_ +…十以 i iw 4^产0，若 m 能被3整除 . 则由匕式将 ■ 
m _|整除，矛盾 r 若讲被3除后余数为1 •則由上式得*£4 +■“+〜+ 办被3除后余歎 
为0,矛盾 * 若财被 3除后余败为 一 1,则由上式得 ^X -IV + …+叫（一 1) 士办被3除后余 
数为0,矛盾，因此 / U ) 没有整数根， 

9. 在 Q [ x ] 中 

/ + + ? + J： 1 + J** 十 f 十 : T: + X + 1 — (_r a 4-J- 1 + IXx 1 4-X+ l) f 


去 SE _ T 2 十 JU + 1和2 + 1都在 Q 上不可约* 

10* 由于《 P 是索数.因此 n = ni ? t ” 其中 GO ,< n，i = l ，2„于是 
^(-r> =(l+x^ - hx"|- f 5 + (j; b - + x-' +，i 4-… 1 ) + +. r hw +〜+_rh 


*** (工 1貢論-“隊1 ”_|+卜 ^ p ， w 「4 


—( 1 H - J ： - f - *■' + f「 J ) * ( 1 + X ** 3 十 _!：、+.*•+/ u<T i ) ■ 


因此 g ( i 「） 在 <1 上可约 I 


习题 L 9 


】 _ < 1 > 一 x? a 十 2xi xi x 4 + bx t Xi JCi ~hxijr 4 % 

<2) jJ ^5xfjr 3 jt< +3jr, jt, — 2jrjXi+jd , 

2. fix x ， - C* »^ 3 ) =<JCj + Xi 'f J： 3 > ( J：f +J：l -h xj ^ JTi —XiX 3 — XiXj ) * 

3. 证明方法与例 5 的证法类似， 

4. 由整除的定义容易证得结论. 

&充分性由相伴的定义立即得到^必要性利用数域 Kin 元多埂式环是无零因子 
环，以及乘积多项式的次数公式容易证得. 

6. 类似于倒6的证法， * , ； . m N :. 

7. 类似于例6的证法 * 卜 ， • \ u • 

& CI >/【 U ， d 的矩阵 A 的秩为2■符号差为 I ，据例7的结论得,/(^,；^2)可约 9 与 
例9的解法类似可得 

fixvy*z) = (3a: — y}(x + 2y + z) 





* 


B7Z 


■ 


提小 


C2 > 的矩阵的秩为 3 i 据例 7 的结论得. 〆 不可约 a 

9* Cl ) / f <0, f ^ O v 因此可约 

/( Jt . y } ^ (2 i — tV 十 3> Ut 3 y —1>. 

(2) / 2 <0. J ， 乒 0,因此 gkoO 不可约 s 

la 由于 〆 々•_，• . a ) 不可约 * 因此 rM 』，” … < 等于 u 或者与 

/ iCa •…， X ，）相伴前昔表明 pLn •”，*&)¥ ./ C . r E ，… * x ,. 〗互素.&者可推出 fiiZi ，…， a ) 
I / Or " …， A )。 I *' ^ n I 

IL 对于 /( u >_ J 2 = t).J 必0,因此 /( i ,)，） 不可约，显然 / UwMf ^ g 整除 g ^ jr . y ), 
此 / Cr , y ) 与互素， 

习题 7.10 

1. fixi r^C] *,Xf) = Jixj +¥je| 十 jrfxj +_r5 』】 +jdjr! 

™/Cxi tJCj * x ? ) # 

类似地去计 W +， ru ,) ， /( r .A A ) . fix , *x * JZ ', U / Xjt , . ?1 ), 可得出它们都等于 
/( Xi ， Xt t X ， ） ，因此 / (Xi * >rt * ) 是对称多项式 a 

另一 "证 法： ☆ 3兀对称多项式含有一项 xfjjj •则它应含有 9 ^ j ：}^! * * 

由此看出，/<々 ，々） 是对称多 项式， 

2 . xJa +上? 文 + jrJjr a + j^j + ij _ r “ 

3. (1 > erj — 2 o | f 

(2> + 十 4 内仍 I 

< 3) d ffi + o | 4 + , 

4* < 1 > frj ^3iTitf 2 十 fej * 

( 2 > n =- 3 时*内的 ；《 = 4 tff — 3疗 , 饮“时 * tf -4 T 3 -如❿十5心 

5. 设’+心/+4文+ %=0的3个复裉为 r , ，(？，£："这3个复根成等比数列当 H 仅当 

下式成立 s \ ; :! •{*) % r * 

一的 ）(4 一 qq)(ci — ⑽） —a I ,/:,.'*' —. •• •• ' 

把对称多项式 /( jt , — 1 ) = (4 udUJ u ^ K 4 ui 】細侧称多賊 _ E . 
^的多项式表示*然 fi Xi * j ：； *,rj 分别用 r , ^ 代入.且用 vie ?： a 公式就可以证得结论 „ 

I 把对称多项式 t M . . : M , : •— 

f ( j：i ^ Cxf +^Xi 十^ >( j ; *f ar ? x » + j 3 MxJ +跑_ 奉 xf ) 

用初等对称多项式 m * ix 2 •办的多项式表示.然后 a *_ rm , 分别用代人，且用 


公式可得 


hmhms +.4 x 4 十 rfKrf 


asti! — Uiflu 


J <2 0 — . 


7* Sr — 2a 






2 d 


8, DC/) = -27a{ 4-256^, 

9_ 由于 D (/) 尹 0, 因此 f {^) 无重根，设 /( J *) 的个复根为 q • ?, _ epg ，…， • 


Gi ， a ，…， k 其中 fi ，… . C , 为虚数，〜 


争 I 


* 


‘为实齡 


DC:/) 


n 

'< JpCrtS ! 


(r ( "- c f )*\ 


若 i 1 ，则 u t - c f y > o . 

若戌|，/备以 +1 , 则 ft - <| 与€广€， 是共辄复数 * 从而 ( CV — f ,)<4 — < r >= — Cj |1，于 

遵 ( r , — q ] 5 Cc t — r , I s >0* 

苦则 q 与 O 是共轭 复数， r , 与及是共扼复数，从而 

(c r — c f ) < Ci —' €, >:( 。一心 )Cq — cj) — I c, —' Cj i P I r, ^ Cj I" * 

于癦 *(c>_«V) a (f, — — Cj ) f (c ■ — 

汉有是纯 * 数 . 从而 (A— 

餘上所述得，若 D </)>0 •则 / Cr > 的有偶数对共梅虚梱，者则 / Or ) 有奇数 
对共轭虚根4 * * 




10; fix) +bjf~ l -h 


2 l 


6 s 2 _ 一 5 + ••• + -rjh k j: m k 

*! 


4 fe # 


+ 〜 + 0 ■其中 


A = — (4、+ f , +… + r 調） 進 /< JtJ : 的 ri 令复裉 • 

11— 设/(^>的《 个复根 为则的翼根嫌 m , t 3 .… ，私. 亍是 


Dig }= JJ (Ci — c ^} 1 Jjtr * — a ) 3 

1 * WlF’f ' 1 > " 1 

• .M t 5 r| ► ^ t i 11 ； 1 - ^ 

= D{/}J[ia -r *) 1 = mnfuy. 


i 

' 


习题 7. II 


tuHt 


u - 


_ 于 R e _ s (/\ g > = Q .因此/( X 》与真 ( X ) 有公共 M 根 









2* (1) Res, (f ^ g) 
全部解嚴； 


3办0； — lXy + g )% 它的所有根为0.1，一 2( 二重 h 原方程组的 


# 
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>J 雌答案与提示 


(- K0)iC2.1>,<l, -2).(1, -2), 

( 2 ) = ~ r >( y — 】>.它的所有根为〗•一 , — f . 原方程绀的全 

部解是： 

(一 U1) “一 3’ 一 1) 2 + 普 4辱八— 2 一 音 # ，一 & 

3 + ⑴ Res(/*jfj> = 8 

<2> 片 U> 的两个拫是3，一2,从而 

Res</^ > = (— 1) 5B /C3>/C—2) = (— 1”[妒十 ？• 2”] —3“， 一 21. 

(3) 心)的梅是 Un 重)，从而 

Rest/ • 尺 > = ( 一 = (— 1>*'3* = <— 1.)"3\ 

⑷由于(太 — 1)(?+^+¥+1+1>=?—1，因此 /(x > 的4个复根 
是: f ， f 其中々，从_ 

Res</,^) = 

注意/ =:ui+e+f+^+f =0,计算得 

Res(/ t ^) ^ (f 十 lKf" + l)<f» 4-1)(^ + 13 — ], 

Res{ / ,a) = t ^ 1 Yfia ) # 

5. f r Hx )^3 a 0 jr +2^^+^ m 用定义 1 计算 

Re^C/t/ > =™a 0 ( ] 8%ai«；flj ^ 4a^£ii —21 aia \ +ofa5 — 4iiia a ), 

从而 !>(/)=( —i)^ des</,/，） 

!8£i 0 <aidjtt 3 ™4fl 0 aJ^27aoai+af.a| — 4aja a , 

6-./ Cjt ) 的 2 个复根是 i. 一 U 于是 

Res{/ t ^> = |fCi>^ (— i) = 2[1 -H— l) 1 *]. ^ 

当爪 A； 偶数时， K/，W =# lK 因此 / ⑴身装(4没有公共复根，从而它们在 C [ x ] 中互 
素’ 丁是匕 们在 h 中也互素 t ，当 m 为奇数时， Res( / _ 茗 ) 怎0 ， 因此/(4：)与 g<x >有公 it 
复根，从而它们在 CO] 中不江素，于是它们在 K[>] 中也不互素_ 

7. (1) 令 ftxl ^ ,^<i ) - . 由于 /G) 中 f : 的系数为 1,因此 
点在所给曲线1: « /(^与有公共实根， 

㈡ Res(/,^>^=O ft 

其中第二步的需用到 /(/ 】 与 > 不相伴 u 用定义1计算 t 

Res(/,g) -4^-4^y+ji*^llt^3r-2- @此所给曲线的直角坐标方程为 1^' " 

— 4 xy 十 y — J _ 千 y & 



(2) 令 /(/) = (f E +1 ) jr-2t- 1 -= JTf® - Zt "hx-1 * 

滅 ( t ) 十 l)y _ 〆 一 2 i + 1 = (y — l ) t l 一 JSf + 夕十 

点 户 ( x ._ v > 在所给仙线上 ㈡ /(/> 与 #(>> 有公共实根， 

若 rw / j )-= on =( i =3^ I , 或 yxo 与 wo 不瓦素 • 在前一情形.容易直接验 &e 
点 M (0_1) 不在所给曲线 k 在后一悄肜./(/ 】 与# ( />有公共一次因式，从而它们有公共实 
裉, 

计算 ResC/ 4 = 8x r — 4r：y 十 sy — 8 了十 — 7 . 

综上所述■所给曲线的直角坐标方程为 

8/ — 4^rjr -j- Sy 8 一 8x + 2;y — 7=0, 

并致 Cr ， y > 赛 ( CM >« 

&把方程组左麟的3个多项式 / U ， 4(本•:名)分别按 z 的降幂排列 
写出(第一个方程两边乘 3- U ： 

= x — y — c 2 — tyz + jy — s — 3* 

gix ^ y -, z } — x 1 + ( ST + l ) j — _y + / + r + 1 # 

h(x ， y ， z 、= / + (jy— 1) 义一 y + j —s —h 

求出 l ^ C/^>=y +3 l a C 4«—2)+ yce* J 一 5 r +8)+3 K 4 y + 4 d 十 1 U —8> 

+ U‘ +3 t J + 10^ +11^+13)* 

Rj ( y ， ft ) —y* + y n (Az "~ 1) ^ C6^' + 4) + 31 (4 : 3 + 3 之 2 9s — I > 

十 （ t 4 + 2 无 3 + 6 ； r 2 + 4z -K5). 4 

记 p (3^) = R〆 / 锖）4(力£) = ]^(/,4>，用数学软件 (罾如 Mapk > 求出 

Rh* ip = 16r fl ~4 - l00z T 4*^ 271 jt* 'h 437s 3 十 + 467.z* 

-r 299^ + lOBz+ 16. 

用数学软件求出 S , (於 , g > 的两个实裉为 t 

一 1, 一 1. 283990953* 

其余3对共轭虚根分别为: 

一 1, 585227417 土 0. 59416750S7i, 

一 0. 4 S 26358422 ± 0- 08645076966 i . 

Of . 08485873533 ± I f 0597839 15L 
把 一 I 分別代人 中， 去解方 程组, 

jy-ey + i 5/- is ^ + io = o , 

I jf 1 — 5 j J + lOj # — I + 6 = 01 ” ： I 1 
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第二个方程减去第一个方程得 

y ~ — 5 y ! + 8 j — 4 — 0« 

解得 d =2( 二重）1=1,其中 y -1 不是第 一. 二个方程的解*应当舍去，丽是上述方 
程组的解_ 

把 >■ W 和 z = — L 代人 / t 工= 0中，求出 T ^ 1 . 容場枒出 . j - 1 — 1 

是原方程组的一个觯_ 

把^ - — 1‘ 283990953分别代人 R , k . ( /• A ) 中.用数学软件分别求 

R t </ v 4 f ^ = C . R , « j 1 = f » 的解由此看出，它们组成的方程组有一个解 ： y = 1, 3 H 435772. 

把 = r =- l * 2 S 3 " D 9 S 3 和 ^ = 1. 38436772代人原方程组，求出 x ^=0. 34171683^ •因此 
原龙程组的另一个实数解是 t 

⑺. 34171683*]. 38.136772 . — 1* 猶990轉3>, 

釀方程组还有 S 个虛数解， 

&可以用 Maple 软件 直接求 原方程组的解_得出两个实数解和6个虛数解, 

习题7, U ‘ • I — ， " ‘二, • • 

1. 容易1接__ 

2. 把分母因式分解，它的有理裉只可能是士 h 作综合除法得是 P >3 x J + 4 d — 
3x+l 的二重根* M 

_f _ 一 3>1^ 十 4^ — 3 盂 + 1 — <x ^ I) 2 {j^ —x + 1)^ 
由于(一1> : -4<0,因此/_1+】在民上不可约，令 ▼ 

^ 4-^— I _ A t A t 丨 Er+C 

x — + #-t 2 — 3jt + 1 £ 一 1 (jc 一 1 ) 龙 — x + 1 * 

两边同乘 ( J :— 1 ) : Cf — _ T + t >* 得 , 

,〆 +^—1=4 ix — ]) f x Bi — :r + 1) + <4: ( 丁！ 一 x + i) 士 CBr 4 - CXj — 1)*' . 

解得 = — 于是 p ^ 

_ / 十 j — 1_ _ 3 本 1 , — 2x+ 1 

ar 4 * * * * — 2x l + 4t 3 — 3jt + 1 ；i — 1 ix — 1 ) l 文 ~H 1 ’ 

3* Z_. *Z 口是域 ;.Ztu ， Z!2 不是域 

i ' 中 :T 1 二 T ,! |=5 J - 1 

z 如中，可逆元为•它们的逆元分别为 T ,7*3,9； 
z l 3 巾.可逆元为 T，f J . n , 它们的逆元分别为 T . HU : 



第 ？ 拳^ 多项式坏 • 调" 

— ^- 

系，中,与5瓦为逆元 .5 与 i 互为逆元 J 与百互为逆元，叾与7互为逆元 ， s 与 15 互 

力逆元, T 5 与行 £为_ . TT 与 II : S 为逆元,瓦的逆_ T ^ 

4, F 对于矩阵的减法与乘法封闭 ， W 此 F 是实数域匕2级全矩阵环 A ^( R > 的 一个子 
环 ; 易验卟 F 的乘法满足交换律， 显然 乂是 F 的元素 * 因此厂珐有单位元的交换环■由 



于 


_ b 


= a *+ M , 因此 F 中每 个非 零矩阵 都珥逆.从而 F 是一个域 。 令 

◎ * F — C 


a 


b 

h a 


a + 6i 


诚然 《 j 是映射.申射和满射.从而 0 是双射易证0保持加法和乘法 1 猶此攻是 F 到 C 的一 
个同构映射•从而 

5 . 2007 7 三 20 t 〗7 (rnod 7 ) ，又2007^ S(nxod 7)*因此 20()7 1 = rj(tnod / ^, 

6. 类似于例 14 的方法■可判断/( I )在 Q 上不可约_ 

7. 类似于例 U 的方法■可判断/(「>&:«上不可约。 

8. 类似于例 〗5 的方法，珂判断 / U ) 在 Q 上不可约. 

沃类似于例16的方法，可判断 / U ) 在 U 上不可约. __ _ _ _ 

10» 设真 <x) =o^ J 十 + f r 则技 (0) = og(l) = fl+A+C* 寒（ 2> =^ +2 知 + e “ 由于 
f{Q)=l 9 f(Ty—2 9 f(^y =2. 因此 f^g 当 且仅当 r = l ， fl +6+ c =2 ，a + f 5 十 e ^ 5 ? ■解得 

:=T,S=5 , 卜 T ， 因此裒 (x)=y+T 。 

u t 与例扣的充分性的证明一样 • 

12. H 11规的逆命题不成立 , 例如*/人7)= ( 了十1)/+#(1+1>。由于 3 r | x(x + l >, 


£\ (x + I ri _r + 1>, 因此 , M ，V > 在 F[.v ] 中不 可约， ，但是 /, <y> 作为 K L-r 、 v 」 中的多项 


式 * 由于 

/ ,(>) = <j ： 十 l)y m 4--r(x + i> ^ (x 十 l)(y +-t)t 

因此在 KUoO 中是可约的 ■ 

13.令 F = K (_>，> •把 / U ,： y ) 按 x 的降幂排列写成 

f{jc,y) — x 3 4- yj ： 4- (y* — y)* 

取 k [) o 中的不可约多项式 >* 由十 - <) fl —>，） o 丄 v ，_ v 彳】 . yMy —_ v ) T 因此 /( i .)) 在 
F |>] 中不可约.由于 / W . y ) 是？1>；]中的本原多硬式*因此/<|，：^>在 KUd ] 中不可 
14* 令 F = R ( j >*/(^，- V)=y — 由于 

D< jc 1 — 1 + 1) 琴 : — iC 一 I) J ― 27 * 1* =一 23 <1 0 ， 

因此/一 r +1 南一个 实根和一对共轭虚根把这个实根记作 n — C1 在 R[x] 中不可 



# 


ms 
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约，且 

工一 “丨 I 1 一 + —4_r + I * 

因此 /Co^)=y— Co 4 — x+j K 在 FU>] 中不 可约. 由于 /U.，，> 是 ftjy] 中的本原多项式, 
因此 /b，y) 在 RU， jO 中不可约- 

H 令 F^RO :). 把 fU、 v > 按 x 的降蒂排列写出， 

/( j :,^) = x p — (4_v + ( 2 y l f 8^ — 5), 
a 用 r +2^+3 代人，从上式得 ■ — 

/ ix -h 2 y -f- S f y }— Cz 十2》， -^3> i — i 4 y i - ti)(.r + 2 y + 3) -J- (2>* ? 十 8v'5> 

=^ - 2<y + 2^ + 7), 

由于 y + 办十 7 的 判别式因此 y 十办 +7 中不可約*又^资 

y + 2 y+? 满足 _|M 的条件•因此 / Car 十％ + 3 ,y) 在 FJ>] 中不可约。从而/(本，30在 
FO] 中不可约』由于/^，:^是 FM 中朐本原多项式，_此/<^>在 Rfhy] 申不可约_ 
H 这个连的士兵有_ 1.27 人《 

m 类似于例 轺 的方法，可求出在I中，■平 友根恰 有四个 S ±1 ■，士瓦5的平方根 
恰有四个，±1^±11 3 

】& ft*: Z m 叶 1 . 是艺的平方根㈡2 ( mod 143) 


fla — 2 (mod I D 




三 2 (mod 13)" 


祛名 u 中.芝的平方根不存在.因此在中， i 的平方根不存在 


补充题七 

h 与数域 K 上一元多项式环來 O ] 中有带余除法的 iEf 叫—样 
2. 从怕除的定义容易 K 出结论, 

3-从整除的定义容易 jji •:出结论。 

4 ‘ 与数域尺上一元多瓚式环 KO ] 中的相 O 命題的证明一样_ 

5. 与 中的相 疵定 理相怔明—样 .. 

6. 与尺[>]中的相应定理的证明一样 
7•与 K [ jO 中的相应命题的证明—样 
s * 与 KU ] 中的相应命题的证明一样。 

与 / CU ] 中的相应命题的证 明…祥 4 
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10 . 与 KD4 中的相应定 理的证 明一样 a 

IL 与 K [： r ] 中有唯一因式分解定理的证明-样， 

12, 与 / CU ] 中有关命题的诋明一样。 

13, / / (^) = «i2 Jr 3：" _t 十 （ n 一 j. ,T —:* 十 … + aj , 

(1) 若 char FW “则謂,#0，从而 clt'g / f ( x ) = «— 1; 

(2) 參 char 下1«*_ _»=0,从面 deg fUc"—U 

14 」潦不甫约多项式 〆 d 是 /D 的 * 翥因式 a > i ) .则十，） . 其中 

pi ^ n 反(工>,我们有 

/'( j :)— k p 1-1 (. r ) p f i . r ' fg ( x ) + p * 

二〆 1 0>[乂’ 〆 ( 尤)及 ( j *) +/ j (: 

(1 ) 若 char F =" ，酬 / > ( x ) t k f / ( x ). 从而 p 、 t 、、 k 〆 r ) 于是 

p < x )% lkp f (,} g ir )^ pLryg f (^ l . 因此 / U ) 是 /U 的 A ，一】®_ 式：特荆她 ，当灸 ； l 
时.抑>是/、.『）的0重因式.即不是 〆 （:，)的因式， 

(2) 若 ch^r F #0, 设 dw F = p ( p 是素数 ）• 如果外 A 且 〆 C ^ XOi ； 那么卞 
k ，< x > ■此时 M ； r > 是 / I 工）的 4一1 重因式 a 如果夕 IA 或 //( jt )* Ov 翳么 A 此 

时 A 1 j ) 足 / 〖^ ) 的免少 * 重因式 ■(当 / Kj ) ;容 、 j >吋 . P ( j 、& f U 的 A jE 因式） 

m 假如 /( d 有 1 重因式其中 A 彡 2, 据第 14 題的结论得 ， puy 是广 u > 的至 
少 i 一 T 重因式•从而 〆 』>&/&)与 /'(_ r ) 的公因式，因此</(|>,广( 1 >)式1,这 与巴知 
条件矛 S . 所以 / u > 没有里因式: 

16* 设 aiar F ^ O , 由已知条件得 ./( JD 的任意一个不可约因式 A (^> 都是单因式■从 
而据第14题的第<1>小题得往意一个不可 约芮式 PU ) 都不是 / tr ) 的因式，于是 
/( W 与 /1 x > 投有次数大于0的公因式.因此 t/fihr farnil , 

J 7. 设 char F 关0,且 /(_ r > 没有重因式 s 如果的 藤意一 单因式都使得 
/ ujfo •郵么由于 WSM h 脚此*第14爾的第 aMv 题得不截 /'( x > 鱗因式■从 
而 fu ) 与广【 h 没有次数大于0的公因式 • 《此 (/ u 】 . r f u )>- u 

IB , 取 F 为 Z , t : 的一元舞理函数域 Hv )， 令 /( mv + i 本节典猶例题的例18 
至例拙的结论，把数域 iC 换成模尹剩余类蛾 Z , 时仍然成立 t 现在取 h 它是 Z ，[ x ] 中的 
本可约多项式•且 j 满足例23的条件 •猫此 /(： r >. Fl ^：| 中是不可约的，即 / U ) 是 / U ) 的 
举麴武 戒而 / U > 没有重因式„由于域 F 的特征为 p T 因此 = p 从而 

(/(/)-/’( x >>=/ m , 于懋 m 与 不互素 

19. 与 fCLz ] 中相应命题的证明一祥 , t 1 ， 

20. 与 K[d 中 B^out 定理的证明一祥_ 


I# 
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由中的唯一因式分解定理和第加■的结论容易证得 - 

22, 检査本令典型例题中例18至例 2 fi 的证明前以看出:把数域 K 换成任一域 L 时， 

证明照样通过 《 在证明中的表示 JT 中所有非零数组成的集合 & 把换成 L 后，丄，表 
承 L 中所有非箏元组成的集合， 

23. 与数域 K 上的 n 元多项式环，.•■,&：}一样 + 用字典排列法排出一个 n 元 
多项式中各个单项式的次序，其第一个系数不为0的单项式称为首项 ，证明 在/7[4，〜 

… . A ] 中两个非零多项式的乘积的首项等于它们併)首项的乘积*从而两个非零多项式的乘 
枳仍是 t 零多项式 * 即 F [>, . j -，* …，^〕是无零因子环 z 从而消去律成立 * 

24 -与数域 K 上的《元多项式环 / C £ xj 样■引进齐次多项式的概念，显然 
两个齐次多项式的乘积还是齐次多项式•把—个非零的„元多项式表示成它的齐次成分的 
和.然后就可以 id : 明两个非零的多项式的乘积的次数等于它们的次数的和 t 

25. 证明的关儀是由于 FO ， x 2 ，…，二 ；] 中一个《元多项式 /( 々，々 ，… d J 的表法唯 

— ， 因此把 r ,，… * , r ， 川 R 中元素 ’ ！ - … 代人是 F [ j - ，， X : , ’ ' * , JC *] 到/<的-•个映躬 ► 
容易验 iiE 这个映射保持加法和乘法运算。 

26. 在 .■!>，*，；]中■设 

J 【工 I « * *•’ • JT . 》 f= J 1 ! + JF ! + …十 JT : ， 


弒 （本 1 »Xa ，卿， X#!) =" JC| tj- + ”* + 

M 然， /u, … 广_，右>#尽(期 jaaat^jJH 由于对任意 


* t 


£ V 】6 Z ?, 有 


… + f! 牛 … + rj = cj + Ci + …条 it 、 

=gici , r s •… .#_)• 

6 S 此 《 元多项式函数 / 与友相等* 

27 _对于不定元的个敝 IT 作敗学归纳法 ■ 71= 1时，从 7 . 12节的典型例 题的例 17第 
(幻小题的证明过程看到上次数小于夕的两个一元多项式如果不相等,那么它■诱导 
的多礪式函数也不相等•因此若次数小于 p 的多项式 A 〉不是零多项式, 细么它 播导的 
—元多项式函数 A 不是零函数•从而当„ =1 时，命题为真、 

、假设不定元个数为时命题为真，现 在来賢 上的》元多项式，聆 
它是^中的非零多项式•把•々，.",心 ） 按照^：”的降幕排列写成 s 

Mawh ^m) - + — + ) x „ 4 - ^( x . ，―, ) 

j 中 < JC | 是 A [的 中每个单项式的每个不定元的次数小于》的多项 

式，^0山一山其申 jCh 且利，据归纳假设，诱导的 
I *—巧多项式函数义不是零函数，因此存在 n a ， 1)6 写」肩樽 )# o , 
不定元 々，… ，‘"尤用 rw *-』 •尤代人•从 A ( I 〗，…^4 ,心>的表示式得到 


A(Ci t ， Ct 卜 : r n ) 二 t … _tv~i X + …十 Wl ，… d Hr wi.U” … tC^-i > 

这是 A 的 .元 多项式，且它的次数 *</_ ， R 它£非零多项式.从而它 诱导的 一疋多项式闲 
数不是 零函数 ，于是存在 e 使得 a ( c , ，…， Cd ，<?_>浐0 # 園此 s 中的非零多项式 . 
…，诱导的函数 a 不是零函数， 

据数学归纳法原理，对于不定元个数为任一正整数〃•命题为真 • 

28.用取表示岛上的听有 n 元有序组组成的集合，今后同此约定* 2?的元拿形如 
(★ …，其中 w 6 4 !二 1 • 2 * /i 因此 X "' | ^2 r *, 把 Z ? 的 2' 个? C 素 t 成 “ ‘ n : ， 

… 则 Z ? 到 Z 的每…个映射/完全由厶上的 r 元有序组 （/(_>，/(勿 > ，…， 
/ U .， t )> 决定，于是 t 上的所有 ^ 元函数组成的集合 D 到 Z 上的2_元有序组组成的集 

合球有一个映射~~ >(/ U >,/ fa , )_.“，/(*，-!>) ■ 显然•是单射■且是满射，从 

pB|lk^ ■- -"I |( - 

而 a 是双射，因此 

\ a \=\ n m 卜#^ 

, Z z i ： 的每一个《元多项式函数 是由厶 上的元多项式诱导的函数，考虑 2 e 上每个单 
项式中毎个不定元的次数小于2的^元多，项式组成的粜合 

_H_ _n I，. 

^ ~ | 〉: 〉: 。*广 工 t 

W 的每个多项式有 * ri +4 + -+ri = 2 - 项 (包括 系数为0的项>，每一项的系数有两种取 

磁:5或 T * 因此 | W | =2、在 W 中任取两个多项式 /Ut • •右)与 gUt , 办，… ，4) ,令 

/ K . T，.r * …， r ., ) — /^ JT C i . x , > — ^ ( Ti * j * … t >. 则 h(jT[ . j J ，…， A ) G VK _ 如果 

/C^i ，吻 ，… 》;) 与 gixy ，办，… ，心)诱导的? I 元多项式函数 / 与贫相等，那么 V Ui *c 2 ，… + 
€：,) ez ? ，有 hic \ * cit *** rC .) = / Ccj ，(: I ，… ， r _) 一容 (（■ ••" *心)=0 •即 A 是零函数*据第27 
题的结论 得 *hLr . ……_ r v ) =0^ 从而 /( x . . jt ，… *. r ，）= # ( x : + j : ，… . H 因此 M 中 

不相 _ 的多项式诱导的函数也不相等, r 是由 w 中多项式诱导的》 充多 项式涵数共有 :〆 

-- 

个.这正好是心上所有 n 元函数的个数 《 因此各上的每一个《元函数都可_一地表 
示成每个变量的次数郝小于2的 n 元多项式®数，从而在上的每一个 m 元函_是 II 元 
多项式涵数 I 

2發.与 Klx , •々 ， … ， x .] 中相应命题的址明一样，参看本章 7. 9节命題1的证明. 

30- 与 K [」 … 中唯一因式分解定理的 UF 明一样，参爵本章 7. 9节定理6 
的 证明。 I 

SI . 的一个子集是 FM , 由于中非零多项式的次数《可]^是任意非负整数，因 

此 FM 含有无穷多个元素，从而 F ( x ) 含有无穷多个元素，即 FG > 是无限域。由于域 F 的单 
位元 e 也是 r ) 中的单位元，因此由域 F 的特征穷少可推出 FLr ) 的特征也为夕， 
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3艮与第; U ® 的证法类似 _ 

^ 据第结论，把 7. W 中例23中的 K 换成 2—1 涣成 a ”由于 .n £ 
L 〔工 -J 中的4; 「!1 约多项式 * 摄 r 】 Lr^i I - + …』 ， I ， VI ，…、 r , i . 因此 

/( jrr, ，…- ■ivj *_ v ) ^ y m f JT | 為 

在 F [ y ] 中不可约^ 

34. 令，… • jrdF = U . f , 据第 M ffi 的结论得.对于任愆正整数",，都 
有 C h ， iV 「: … T _, 在叶 f 」中不 ： " I 约显然 ， r ,』』;… 趙 FI，i . j 中的本原多项式, 
用类似于 U 2 节例筠的必要性的证法耶证得,4 +々齣,在 KUr ,, A ： I 中不 

可约- ■: U J rv - r « ••: ，■: U.f t 

: iS . 与 K[xi . x . ■…， a ] 中财称多项式杜本定埋的 if 明 -- 样，参#本章 7. 扣节内容粘 
华的第一、二部分， 


第8章线性空间 


习题 8 J 


U C 1) 不是， 尚 为两个 n 次多项式的和有吋能是次数小于《的多项式.例如 

+(^ x "+ x I )=, r f + j： t * 

(2> 是。因为识对多项式的加法和数置乘法都封闭，且满 足线性 空间定义中的 S 条运 

粹法则 •• ， ！ ‘ . , ； «, . ' ^ ； 

(3_)是，因为 [ a ，幻上 两个连续函数的和仍是连续函数•实数与连续函数的乘积仍.是 
连续函數，且满足线性空间定义中的8条运算法则 4 

N > 不是，因为（一 2 h 二2万£ R ..即 R 对于数爾乘法不封闭„ 

CS ) 是.囪为 Q ( ir > 对予加法和数量乘法都封闭，且满足线性空间定义 中的 8 条运 
弈 法则。 I 

2 - (1) 逛。因为这个子集对于加法和纯量乘法都封闭，且鞠足线性空阀定义中的8条 

运算法则纖 • 

干:是.因为……）•即这个子集对纯喊乘法不封闭；乂 ( 0 4 ,匕 

…) 争(0*_<1_—6…这个子集对加法也不封簡，这里 e 表示域 F 的单 

侮兀， （• 1 M 4 ' •、 * rV i . V: # - f ^L^K VI 

(3) 当 I |TI >2 时•不是，因为 • CM ) * _" ) = ( ts 0 ， £> ，“ • > ，即这个子集对麴童藥法 



不封闭■这里 a 6 F 且 a #0 当 I FI = 2 埘 * 迪个 子詹只 有一 个元素$ (( J :_ WG ，…），于 

是这个子集对加法和纯量乘法都封闭，且檐足线性空间定义中的 S 条运雰法则，因此它是 
域 F 上的一个线性空间- •• - p " . ' 

3* m ft . 设(先，術，…）和认為，…）都是有羿序列 * 其中 V 人则 

Ui 十々_ I ^ J « i ( | + | hi ! <[ b-^r d * V f ♦ 

I Ad r I = I ^ |i ;[ a., I < I ^ I At VI *k ^ 0 1 

I 0^ 0, Vi » 

因此 U 3 * … > + 4 •//」 ，…）， ki a , . a . 仍 M 有界的无限序舛.即有界[限呼列组成的 
子集对加法和麵道乘法都封闭 •又* 然满蕖线性空_定义中的8条运算法则 

m l _ >嫌 

<2> 籲■设 (a 都满足 HiJbert 条件,脚2 1 & |:和2 1 & I 1 都 

’ f •，方 v ’ • y y •“ , •|. T r 

收敛，跑于 

i tf - -h I C I a n I +1 A h I >' = I a „ 二 + 2 I I I 办 ■ 1 十 I ft , I : 

<U_ )* + l «J 3 +1 b, \- -h\ b m r = z l a m I: +2 1 b m [ s , 

职据正项级放收敛的充分必要 条件見 它的部分和数列打上界.得出 [ | a , 4 K I 收敛•从 

«■ 1 

而! Uii 十 6 i 必十…> 仍满足 m \ mn 条件•于是所考虑购子集对加法封闭•由于当 it #0 
时. 

I | 1 — I ^ | ^ | a ., | " , n ^ 1 ^2 1 3 , **• 

I ■ 

此时 M |* >0,根据正项级数的比较判别法得 ，冗 I 收而(私 * …）也满足 

HStben 条件』= 0时■显然满足此条件 + 于是所考虑的子集对数鞏乘法也封闭，又它满足 
线性空间定义中的8条运算 法则， 

4 是 = 因为着且豸侧 s ==0 fa 从而所给 
集合对于加法与纯董乘法封闭 i 显然满足线性空间定义中的 s 条运算法则， 

( 2)不是 .隹 I 为这个合对纯量乘法不封闭.例如，设 /(d 取 “6 F 旦"不钴单泣 
充•则 （《/)(«) = 杈于是«/不属宇所给的集合 p 

C 3> 是_倒为所给的集合对加法和纯置乘法都封闭 ， S 满足线性空间定义中的8条运 
舞法则 • 

U ) 不是•因为所给的集合对加法不封闭 a 例如 f Mu _ d € X fi • i 取两个函数 ./V 

贫， 满足： / te >=- o 、/ cr )# o , 

— 尨(尤 ）， \f X ,\{ u,h . 则 C/+g > U ) f < a ) + g ( a ) = g(a ) ( ^0> ( f ^ g ) ( b ) — /(/，）+ 

含 / Cr >+ 反 Vxe X ,\{ a .^ 于是 f-r g 不域宇所给的集会 B 



SM 




习 11 答案 


5. <1>是-因为所给集合对加法和数*乘法封闭，且满足线性空间定义中的8条运算 
法则_ 

(2) 不是， 因为所给集合对加法和数 t 乘法都不封闭 fl 

( 3 > 锫.因为所给*合吋加法和放置翁法都封闭.且满足线性空伺定义中的8条运算 
法则《 

(5 •逛.显然满足加法交换律.由于 

[(a! *h\ ) © (a, ▲>]©(«] Caj 十 +知十 Aa：；) @ ( 屮，仏） 

— 【a! 十 a: + hi + ai + 6 S + (aj + > , 

(<ii ) @ £(.^ * b * ) @1《A )] = Ccij ，办 > @ 〜十办 i 4~ tl ^ a ^) 

— ^ a i + a r + tt 3 -H + 办 3 + a 2 a t + a, {a 2 十 q > ) ， 

因此加法结合律成立.显然 (0,0) 是零元素，由于 

(a ^@ (^― a "- b) ~ (,a C*~ u ) *6 一 十 a — o)) = (GUO), 

因耽 Ud ) 有负元素 〈一 显然 \ o ( a ， b ) = U，bU 

★ 。 [/ 。。川：是 。 (/a t 怂 I ^ 

* - - ( kiaMb ^ ^^14! t- a ^ 2> /V \ 

= (说靡 + 出气 一 〜 ) 

= ( ki ) o (a ， 


[4 o (攻 ’ A )] @ £i o ( i 2 > 6 )] — (* 秘 + 2 ― J © (& i 历十 


it / - 1) 


1 


^ + ^ + — + U > + - S-CAaKZa ) 


f ( 点十 Da ^ (k 十 /) 厶 + 


ik 4* /) o (a ,&) 


g * — i »« , I 2 

c ^^ -\-1 — i ) 


2 




° [Ca, ,6, ) © {u : *6, )]= ko («] t a ： *6 t + //■ +aja,) 

=^CajH- a t ) t Hhi -f A 3 十 〜〜> 






+ 心”) 


第 8 樣线性贫间 




BBB 




ka% 十 ka: wkb 、 十始！ + ka^ut ♦ hik 一 I )U] a 


Hk-iy 
~~Z ~■ 


十 a?) 




(feig + kat 十 is&E 為 4 - "i :2 ^ * j 


* 


[裊。 （a】U] ㊉ Ik o ( a t 


bi> 2 = (ka ■ 絲 I + 々《灰 g ) 


©( 


ha : 、 kh : 


kik - 1) 


# 


2 


( 


^ i + ka ： ^kh{ 4 - ^― 


-D 


a \ + kh 


I 


kik - 1 ) 






因此卜 )© ( a^bOl ^Zko ( a ^ b ^ i^tko Ch .Mf， 至此已验证完线性空_定 

义中的 S 条运算法则都成立，所以 RX II对于所给的加法和数量乘法构成实数域上的一■个 
线性空间， 


慕是=因为不腾足《身+ i ) O fl — + 例 如, 


(1 4- 2) o a = 3 o a 


T a 


»1 o a ^ 2 Q a = 0 + 


2 


a 


_- 


8* (1) 线性相关 t 这是因为£082^=2€0在 3 戈 一 1 * 所以 1 — 2 cos l x + cos 2 ar — 0 
1 • ⑼ s : 』 ■ 咖5心线性相关■考虑 I ， cosLr . 它的 Wronsky ,行列遢-为 , . 

i cos2x 


由此得出. 


W ( t ) 


0 


2 sin 2 x 


2 sm 2 j ： 


由于 — kill 吾 =— 2 爹0,因此 I . CO^X 线性无关，从而 mnJdUmf x . cGsk } 


2 


« 


(2】线性无关*因为圯(| >垆0*或者设 

心 + k r cos j ^ 2 cos2x-fjrijCosSx = 0 * ! ^ 'i0%^ ! h. ^ 

ihi 分别取值0，晋*量4,得出的 4 元衰次线性方程组的系数行列式不等于 G ，因此只有零 
解， 这个函数组的秩为4, 一 

线性无关 对， i 作数学归纳法，， f = l 时， siru ■线性无关^假设 n - i 时命题为 a . 


* 
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_ 


4 題椁案与 提冰 


來看 W 的 情形设 


k \ sinx + A s siti 2 x + *** + = 0 


t 


⑴ 


在 CD 式两边分别求 1 阶和2阶导数，得 


ki COSX + IkjCOHlj 4- ^ ^ flk ^CQStm = 0. 


— ki siiu — 4ifr - sin2x 


霪 


frk n slnrLr — 0 


( 2 ) 

(3) 


(1)式两边乘/,与（3>式相加得 

( it 1 — Dii ^ mrH - (n z 一4>6如2^ 十… + 0* — Ot— sio(w — I)x = o 

据归纳假设得 


(rt M — 1)^ =CM*? a — 4>A，= O t •** * [n 1 — (n — 1 )*3^ 


0, 


由此得出 4 … i = fO e 代人 < i ) xUHsin»jr = 0. 由于 si _ 不最零翁数 

因此 G * 从而 ski ^ sinSsr ， … r »mntj 线性无关.它的秩为 m , 

C ( ) 线性无关■.对 . W 作数学归 纳法， /(二 1 时，在俩 18 中已促 lr 3 i . OXi . COSJ 线性无关 
假设 H —】时命题为真，来看《的情形，设 

*0 cmr + hain-r 十 …+ k^ Ui cos(m — 1)jc + - l)x 

cosux h MI ^iurtr = 0* 

在式两边分别求 1 阶和 2 阶导数.得 

—hsitu ： +^cosj: + … 一 <« 一 1 从 H.iSinCw — 1)JT + (ft — l 】 AmCOs(w — 1 


<4) 


— tik Nl siniLT I nk^cosnjc = 0 


* 


<5) 


- k l} cost - k iS sinjr + - - (n— D^^cosCit - (n- \yk^ f2 mi(n-i)j 

一 n ^^ cosn-r — rt ^^ sinwj : = 0* 

C « 式两边乘 V , 与 (6) 式相加得 

Ft k，, + (n ; - 1 冰 . 以】幻 +( 7 ,■ - 1 )li：? dm + …+ |> : — (n — 1 t a COs ( M — 1 )! 

+ [ rt 1 - - 1 — l)x ^ 0, 

据归纳假设得 


( H ) 



= 0 An z - 1)1^ ^ 0,( u 2 - 1)^ 
tn ! — (ti — = Ot 

由此得出 ，心 =0，是"=0,务 12 =0, -■*,!:»- 


0 .. “， [u: — in — I )* 


0 


»>J —Ot^pt-ua ^0 0 代人（ 4> 式得 』 w cosnj+itft! fdnnx 




l Uu 分别取值•将因此 


cosj- * smj, *. * ilcosnx ■ sin/ur 


线性无关,从而它的秩为 2 «+l 
t 5> 线性无关.设 


* 


笫 8 孩銳像空_ 


J 8 S 7 


_ 


办 n +- 必! ros,r 4 k ^ co ^ : j 


f k ^ co^Tx 




ij :. r 分别取值 


1 it Z n 


■9 


n +1 tt 

f ^Rl 




k u + ki cos - ~ — ^ 4-^- cos" —— 

w 十 1 Z w f 1 

+ kitos —^—r ^ + Iff COS * ^77 

n + i 2 t 十】 

， 4 V « 


从 <7> 式得 

A f 4 ■… + A - COS 


TIT 

I 4 •-• + k m cOS n 


h ㈣ 卿辑 f 十 ㈣ * i ’ 譜号 + 


_ J i 




« + 1 元齐次线性方程组 （8) 的系数行列式 ft 范德豢 行列式 •由于 


0, 


i 

n — 

n-f I 

2 

2 

K 

rt + 1 

2 一 

^ + 1 


，， f 1 

2 

mss — 

1 JT 


(7) 


0 


0 




C8) 


0 


rr + 1 2 


cos 


2 


n 


r/ + 】2 


cos 


鳍 +1 

rPTI 2 


吾两商[本#，齒此这 t 范德蒙行列式的值不等于 0 a 从而方程组(8>只有零解 


t 


即 ^ = ^ = 因此] * CO^, C or 4：，.“，印线性无关，它的秩为 n+U 

良线性无关，假如 A U) 鶬性相关,则其中有一个多项式能由其他两个多 

项式线性表出^ 不妨设 /vu)=^/, 

于< ft ( x ) i / k ^ Jl ^ C - i ：) , i=l ，2 .因此 (/, Cj )^ f ^))| f i { j：) m 这与 / t ( j ) ■ 氕 （ x ) . a 【 x ) 互 
素矛盾 f 




10. 设 k L ai + 4 -* + k k -1 o p ^ + k ； p ~hI **!-.•，+ ▲也 = 0 ，则 &m +.__ + A 卜 i a 卜 ；■} ■為 
+ "* 十 ft 沿 _)神槪 fl ㈣ 十…+走見 ^0. 整理得 

(左十怂 A ) a E + - …+ (々 h 十 H 十續神备+ ( k lM + kH 

+ *•* + f k, + — 0 , 

由于 嘛1 . … 


汁] 


⑼ 


❿ 线性无关，因此由 （9) 式得 
4 i ： Ki 々 f = o 歡- iA.h + kfi ^ 
k t k , b g = 0. 

由■于:私赛 & t 因此九二.0 ■•从 ^ 而 Ij ，= o * *** < 

£ F , 线牲无关. 
it 线性无关，设 


0* kj^i = U * ^ ^ f - k t h 


^! 


0 


k t - t =0 * A r . i . 廉_ = 0 • 于是奶 


* 


Q t 1 * 


A v 〆〆 co&r 4 - k 2 ftiiLi* + j(f| xe cos.r -r- kiJ m e r sinx — 0» 


fico 


让了分別取值 ifa 


JL 


，从（10>式_ 


#- 
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w 题芥案与提戒 



解方程组 n 丨 ） 柯，走 | = 0，是」 — 0 * = 0 ♦ 是 t = Uy 此 e 』cohjc , e J sirLr* w cosjt, ./ e shu 线性 

无关， 


12. 线性无关*股如 U 派线性相关，则有不全为 0 的有理数 
… ra „- i ，使得 

m + a x ^ - f - a ? 士… + « ) ^ ] — 0* 

从而灰是有理系歎多项式/ (x ) = a „ -raj +■** + «_ .，的一个实根。又蒎是有理 

系数多项式贫 (. r 】 =〆 一 /，的一个实根 _ 因此把 /( z ) 与 g ( x ) 看成实 数域上 的多项式时,它 

们有公共的一次因式，从而它们不互索 * 由于互素性不随数域的扩大而改变，因此 
在0[工]中*/(工>与尽(1)也不互索.由于^^>=，一/^,因此素数， 符合 Ei^enstein 判断 
法的条件，从而 g ( .r> 在 Q h 不可约于是在 QO] 中 4(.r>|/X「h 山此推出 

和容 /( 儿即 »<deg fU )^ ri - l 矛盾 •所以 1 .界. W ， …、 线性无关 f 

l3 * (1) 显然 Qb > 对于加珐和数置乘法都封闭，且衡足线性空间定义中的 a 条运雾 
法则,. 

m 中任一元素都可表示成 u + Aai 的形式■其中假设 U +* 十0丄, 

在 i € Q .则(知一二。，由此得出、知一去先二。-譽 A 产0,从爾美=0,鳊=0, 

于是1，如线性无关,，因此] 仙是 QU ) 的一个基•从而 dim Q ( to ) =-2 l 

(3> 由于 < w =_ 1 z ^ — 1 — ~ 1 才斤 ; 一 1 〜如，一一 1 一 2 = — 1 — 

因此二 一 VBeQ(f ， 由尹齡 < K « o =2, 因此⑽‘广通线性 相关， 由于 J ㈡ —中 一 
W . 因此1他可以由如，罐性表.出•从而 rankil ^ Kranki ^^), 于是 raiikW ;；} =2•因 

雜 w， 如线性无关 • 由此得出 t rank{ ^ f ^ t —^/Sl f ^ 

14， _： of 在基 Oi • ai ， c 3 ， a 4 下的坐标为 （ Ji ， x z •々， j ： 4 〆 ，测 i 



JL '_ 


即 



解这个线性方程组.得_心，0? 4 > # =【4*~1,一4,3)、 

1汉⑴显然 V对于矩阵的加法以及实数和 矩阵的 数曩乘法封闭，因此它们是 y 的加 
法与数域乘法，容易苻出它们_足线性空间定义中的8余运算法则，因此V成为实数城 R 
卜的一 _线性空间,， 




是 V 中的矩阵，设 (12) 式右端等亍0,则可得出 




U 3) 


a 4 b \ = c-frdi —-Of 

从而 a = 0 r &= O ， c =0，< f =0 ■倒此 U 3> 中的 4 个矩阵线性无关，于是它们是 V 的一个基，从 
而 dim V —4* 


从 （12) 式置出中任一矩阵 


( ■ a + c di 

一 c + d \ a ^ b \ 

在 U 3> 式给出的基 f 的坐标为 (a 


注：直接计 VT 可磚 V 的上述基中启3个矩阵有如下关系： 

/» 0 r ,,/ 0 % 1 * • ,0、 i / 

( 0 —) 0 ).=_H 0)—. 




■ 


Bm； 


m 


习逝答案与提示 


i6. u) 到基舞，典，典 .典 的过渡矩阵为丁.则(典必，典，典>=(电南 

•] *ai ) 了《 由子 (ai，.£js，ch，a4 > = J * 因此 7 = ( 场，供， jS]，/U ，即 



^£ r =<- c , * j ； i ^ 3 〆 在基 馬-決 •声•，典下 W 龜标为(: y !， y ! ) 则 


" 1 " 1 1 f^i 

a = ■ 樣，典 . ft》I 

yi 

yt 

b 

把的线性方程组的壜广矩砗抟过初等行变换化成简化#阶梯形 t 

I 0 t> 0 — I3x, + 17 jt 3 — 1 Lr) - 1 Ax 4 

0 1 0 0 Xi - X* + JTi + jr k 

0 0J0 tei — 5 ^ji -h 3xj + 4r| 

0 0 0 ] 6< Ti — 8 々十 5 心十 7 i 4 i 

因此 〆 在基涞，择，私嗝 F 的坐标为 

13 a 十 1 7* r : — i ] a — 14 j _ 

_ Xj — Xf ^ Xj .+ Jt| 

— 5^2 4' 3 j：i + 4- Ti 

6黨| — Ext r |- 5 xi - f - 7 jt * 

(2) 设棊 ai 叫 ，( m 到基 p ! ，典 ，热 ，彝的过渡矩阵为 T\ pl (| 

C^i »j3i ) = (cti 1(12 *fil **04 ) T. 

记 8 = (取 《 决，爲，與 > = * o ^ *04)« 

则 B = Ar ， 为了概这个矩阵方涯^把 (4, 與经过初等衧变换 * 当左半边为 Jf 时,右半边就是 
A ' B ^ T . ^ -— — 一 









23 — 7 


. ,3 2 2 — 11 

纖 a — (11 4 p 2 )_ 在基 a ] ，物 t 奶， _ 下的坐 fe 为 （怎1 . 工， ） ，则 


=- 


Ccti • crj *Q% ，迮 € 》 


u£> ] 

X 3 




把这个线性方程组的增广矩阵经过初 等蕾变 换化成简化行阶摊形 I 


4 一 3 


0 0 0 


2-3 4 


0 0 


101 

21 


0 0： 
0 0 


0 0 


0, "4 


0 0 0 .1 


因此 a =(],4,2.3, 在越 a 1 * cr * a , 下的坐标为 (-101,21,-4»3) / 
i 3) 类似于第 （2) 小题的解法•可求出过 渡矩阵 r 为 


T 


— 

■9 - * 

2 


设 u=(m — 1)' 在基^ .於，於嗝下的坐标为 (:v *. v ，: y ,,. v 4 V •则 


a — ^2 ) 


y 3 

,Vi 


解这个线性方程组得•（力•力，允,％ ) 


*4 .一4广因此 a =< H 0. — ])'在基 


负，典_典，爲 r 的坐标为（一 2, —音，4，一音 ) ’ c 

17 . 在第 16 题的第 ( 1 ) 小麵中已求出工在基沐，與，爲馮下的坐标, 





•V 
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M 確答案与進 h 


又 a 在基 .cti • at 下的坐标为 ( A 据應竞得 

r — 13 xi *h 17 xj ilx 3 — I 4 «r 4 = 而 . 

X| — JTj + Xi + X 4 ~ t 

I ——5 JV + 3 j s + ix t = ^ 3 . 

㈣ 一 Sjt : + 5 xj + 7 j , = Jr * 

解这个齐次线性方程组得般解为 

Xi = 一 A , 

，，和 a = Of 

JTj = 0 i 

其中 A 是自由来知敏，让 r, 取值 一 1* 得 — 个弗零解为 (1 , 〔U — 1Y. 这卜向 f,t 即_求 
的向量. 

18. 据二项式定理得 

U ^- aY ^ x f + Clx^ x (- a ) + Cfjr ' 1 (- a ) 9 七… 

+ Ciar—I— 十 … + Cf (— a V [ + ( — 没 / 

= x f — hjr ^ 1 4- C } a : j /—! ■+ …十（一 1 + *** 

十(一: m 卜 1 jT-f (― 1) V . 

设基丨，.^ 2 ，*-./_ 1 到基 ILjt — 一 a )、’，.* ■“的过渡矩阵为7\则 

(I tJC ^- a nix — ay t '** t £ t >^ 1 ) *= (1， u s ，… * jr —、）7% 

因此 


卜 1 

— a 

a 1 … 

C 一 1 产 1 ' 

0 

1 

— 2d **• 

卜 VU- 

0 

0 

# » # 

(— iro* -1 

# 

# 

* 

V 

4 

. ■ # _ 

■m 1 

m 

彘 

_ 

■ 

， 

0 

0 

0 … 

C^a 1 

0 

0 


— (w — 1 )a 

0 

0 

|\0 … 

1 


习题 8. 2 

1+ 不是，囡为解集对加法不封闭.例如，取 

tt = (l,0t*** T 0*l)\ 0 — C— 1 ， 0,… *0* I )、 

则 a 和身都 W 于解集，但是 a +#=(0, a ,*，_,0*2) 不屬于 C 2) .是_ 



2. 由已知条件得可看成是 IV 的子空 间^ 于是用本节内容精华中所讲的子空间的 
维数与悄个空间的维数之间的关系立即得到结论 • 

3. 由于乒0,因此 a 可由尽,7线性表出屮可由 a *7 线性 表出* 从而 ta ， yl 兰蜻 ， yK 

于是 = 

4* 维敷为 1 3 •—个基为 flfj ， ar_i ■ 

m 

i 堤•理由 如下： = i ) 的解集 W 包含零向 M , 设 (% •….〜 ）4=( 仏 

1-;| , # fc: M ^ 

e 由于 

y ]< a , + bt )^ — V ) taf + fcf > = 4 y ^6 f — o > 

A ■■■ J MBBi* dfMHP Jnprf 

I«i i * I 4 s if 1 i—i 

H 此 舄证铋 ew , vid 因此 w 是/』； 的一个子空间 • 

Z , 上二元方程组 E；rf - 0的解集 W 为 

Ho ^ ra ^ r ,< 2 . 1 ) 1 . . ' 

由前面 iiF 得的一般结论知*它堦和的一个子空间，由于 

( o 3 Y = 0( T ,2) # , C 2 ,1/ = 1(1,1)% 

因此 ( Ur 是 W 的一个基*从而 dim W=u 

6. 裾尚等代数学习指导 fit t 册 K . •习鋰 的第 U ) 题第 （4) 小麵的解答 ， X = (、） 与 
A 可交换当且仅当 

^1.1 一 2^1】~ 2 x ^ 十 .2^1 4^3? 1 I | 

X == | 0 — ^jc + J £^ 2办 '] ； 

0 Xaj -dfai 

%, m ' f 

1 — 2 Q 1 ! /0 —2 4 'I rO 2 0 i 

=Xn Q 0 0 ir^Tu O Z 0 1 01. 

|0 0 0 0 1 0 0 0 I 

分别用表示[:式中的 3 个矩阵■爵诵它们线性无关，闪此汉.仏 ， a fi a a ) w 
—个舢从而 dimCXAVta , (注:我们将在习癯第 3 通的第答中给出此顯的更简捷的 

— t w "r；rJ 

解法 ,） 

7. 据 8* 1节典型例题例19的结论 . ㈡ 取 ， cosx qo ^ Xifiin 3 ^, cos a x 线性无关 • 

因此它们就是由它们生成的子空间的一个基.亍是此子空间的维数为6 

8. 用取分别表示数域 K 1：社元齐次找性方程 = J 

— A > X 总0的解空间，令 〆 • li Jt I " 



/i Cx > = - r ./ ? Cr ) = 1 - = ^rCl j ), 

显然， /( x ) = /! ( x ),/ ( x )， M ( f 山 r 、' f . 〖 . r ) > — I F M 据本 M 典型 f 柯题的例 24 的结仑相, 

因此有 

»级矩阵 A 是幂等矩阵 ㈡ 

㈡ 八一 A J =G 

4=4 TarikfA ( / — A ) j^G 

㈡ dim W~n 
㈡ ciim ( W l © W：)^n 
㈡ dim W { +dim Wt ： = n 
㈡ (n — mnk( A >) + (#? ^ rank t J — A>> = w 
肖 rftnkCA ) H ^ rank ( 1 A ) ^ n t 

<注：此证法利 m 例 2 4 的结论 #= UV ® W : •把.卨等代数学习指导体 (上册 5节 
例3的证法二简化 J \ 由此体会到研究线性空间的结构可以便我们把问题看得更遜彻 J 
I 用 WmWhW 分别表示„元齐次线性方程组 （ f + Z)X = 0， a — A ) X =£ M 卜 A r ) 
A '=0 的解空间，令 

. f ( jr ) ^ / [ C > /j (, r ) , (/ % ( j * > t / 3 ( x )) 1 , 

于是据本节例鉍的结论得 • W = W { ® W t ，后半部分的证明类似于第 8 麵的后半部分的 
证法$ 


1 CX 用 W 表示 U —/ U . Y 二0的解空间，裾第8题结论得， 

dim — n ^ rank( t — /\) == nmk(A) — r m 
i l . 设 .4 的 i 亍向 tt 绀为 . a ，…， or iii 的行向 W 组为 p f . 炙，…*成,. . 用 W ； 表示 „ 元齐 

次线性方程组的解空间^ 

必要性设 W E = W t , 对子 i |€ F '，有 



(^) [> « fi ^i? =-g. 



a .JS . P : * … , fi ， J * 从而 Ion ，…， € T . } 兰 Wt …，凡 1 ■ 

充分性 设彳 * a : * …， tf ] 兰彳务 rank ( A ) = rankCB ) i( 从而 dim W 


dim W - 1# 任取 f|C W ] * 则 A 町 = t) * 即 


i ?=0 # 于是 fit jj 


l ,2 f 


由于 ft 


’- 


fit ] +… + A 加 or ,， 因此 


/fjij = ij4- + k r a,fi == 0 , 


1 t 2 ** m . 


A»l 


从而 Bij = i ^ 

[Mat iij 




= 0. 于是 rj 6 识 ： T 闽此 ％ £ % 又 dim Wi = dim w ” 所 




以 W 广％。 

tu fli 证明必 嬰性时 ， 为 r 找出 a 的行向 m 组与 b 的行向 m 组之间的关系， i : y 此考虑 

齐次线性方程组 = 这一步是关_的»法* S 证明充分性埘，关键迤去证明 

p 在这里_用矩阵的分块乘法便证明变得简捷 J 
12. 按照本节典型例题的例9的方法来做此题.由于 


1 一 2 


0^ 0 
0 0 


因此 ranldai ， B S ， iij } = 2 , 且 a , ，. 是 n 卜 _(1 3 的一个极大线性 无关组 ， 于是 ％.仅： 遍 
L ^ Cor ! ， a；f ， iia > 的一个基， 令 【 er 卜 cr 2 ，，考虑4 元靡 次线性 方程组 W Y = CL 由 f 


6 一 1 




~ I 



0 ^0 


因此 H f Y = o 的一个基础解系为 


ij> = < I ， C) ，1 * U ) . ijs = ( I ， 0，1 > * 

令 A = ( fj !， t | f ), 則 

H’A 。 /rtif, ,jjn> — CH = 0, 

从而 A t H = 0 tl 因此 B] 也 都是 4 元齐次綠性方程辑 A f X =0的解, 
间阶的维数为 


由于的解空 


dim W — ] — r«nk (A > = 4 — rank A = A 2 = Z 



16. 


1 

0 1 

I 。一 0 

j 

0 

0 一 1 

2 J 1 2 

細_賴 


0 


0 

0 


1 

0 


汄 简 ft 行阶梯形矩阵 S 出： cti ，良 & at，nfl -ft .P 的一个极大线性无关组，从 
而 at , 是十 V ;的一个基，于是 dlmiV ] >-4 # 从蔺 化行梯形矩阵还看出 , 

m 线性无线性无关（因为宕3列有—个：；阶子式不为 0), 因此 
dimV ’ i =3 ，dim V ’: 二 3:于是 dirW TUM 二3+ 3— 4 = 2,从简化行阶梯形矩阵还释出 s 

ft — % —仅” pi *= —Ofj -H 2 ffa + 4 ~Pi * 

“ ， 2 - I Ip ■ x \ ^ 

闪此疚 一 aneV nv ,zp - p , =«,+ !«,- 2a ev t nv ；, 由于灼， 2 爲一見线性无关 
【从户 p 线性尤 关:可 推出这个结论 U 因此/? ,2馬一 P s - V ) n v ： 的一个基，即 t 0 . 1 , 
—— 1*2.3 •—4>'是 V , f ) V s 的一个基 = . 

17. 任取 aefcz + wdruLMD^j 

a ^ n +A ^ n + ^» ft t/j € i/tA e w y e ： , 

~ y 2 )^ t ew ^- W t ) r \ W ： •因此 a 6 U + ( L /+ M ^ ) 门 ％ 由此 得出， 

a ; + w ' > n ( t/+wj q u-h (u + w ,) n w t . 


•的 6■ 习嗵答案与瓣示 


LI a 3 -a dr ， 因此 w = 化 ， a: : ^ ti : . a * a s > = [ T . 即 4 疋序次线性方程组 A JV =() 的解 
空间等于 

13. 据例16的结论 . v 、 UV , U ，，- Uv ， v , 因此 v 中存在汉 ehUKU … UV ■ 同 

理 1 中存在 a ,€ v t uv . u … u v , u <^> t y 中存在^使得 e v , u V , u … u K u 

t ( ig ) □ 依次下去 ，…， v 中存在 Gl( 使得 

4茫 V "| U U … U K U *总2,… tdd >. 

由下-化€⑴〉.因此⑴线性无关 = 由于 a 运 6 , a p .因此线性尤关：依次卜 - 
太，…，由 " P ( ai, … .H >，因此仏 ， a ? ■ …七〜线性无关，由子 dim V = n ，因此 
旬，.…是 V 的一个基 * &其中每个 a *€ V , UV , U … UK , 

1 4. Vi+Vj 的一个 基是叫 ，取，爲 ， flh 的一个基是 (0,1, l , 

15* V | -h V ：的一个基是 高 idimTV ， 4*¥2》= 35% fl ^ 的一个基是 （5,— U , 

2)\ diiri < VinV ,) = U 


W- 


I- 


12 


2 


1 


o 1 


o 


o 


o o 1 


o 


o 1 o 


o o o 


o 
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_取声6[/+0/+评|):0讲 2 ,_/?=7+3，其中#€ (u+wv>nw 2 , 于是在=乃+忒 a 

此#= r+i +為 er r + w , jt# = y 十及 eu 十 w 2 ， 于是斤 e( l /+ w)ncu 
十 wj， 由此得出， u+az+w,> nw t ^< u ^ w l )nccu+w r > fl 综上所述得， 

([/+ W ,) D (U + W ; ) = t； + (U 十 WMfl w ), 

is. 由已知条件得 ， w t nw 2 =o， 干是 

dim( W^ t 十 W r ) = dim W , -!- dim W t = H- — n = dim F% 

从而 因诹 P = ㊉由此得出, P 中任一向量 cr 可以唯，表示成 a = 

at + tt : ,0 t f W f * a ^€： W Zt 

19. 显然 a ^ a ： 线性无关，把它扩充成 K 的一个基.取<11-2/由丁矩阵，1 = 
( a ” in ，奶） 的行列式不为國_ .“如梅线性无关•从而它是 K * 的一个基，于是 JC f = 
<«] a >©<^>,由此得出，（级!>是 V '在中的一个补空间_ 

20+ ( D 易知06 V」， a K 对 T V的加法和数乘封闭•因此V:是V的一个子空间： 

( 2 > 第一步证明V = V; + %，任取 a € V%s (f = 想把 fl 分解成 <3 = A + 在， 

其中邊 I 6 I “ ’' 】 .2 fl rt [于3 f V .因此“]设 (5 = A( q : I or + …十 （7:), f : 是 (S = a — S : 

. \ ^ :. t f i I * jtJ- _ 

=( a 』 一 6》如 +(_—«!!!+ … +(〜一«!! ■■赛求 ‘ e Vj ， 南5](设, 一 W 二0__5]£|,= 

必*于是取丄 , jij 

n 

1-1 • • ^ ‘ 

IT 

<r = :+ a : + … + ) + ^}£ ei | 一 b 、 a " 

其中 + … + a ，）€ V, t | ： (a, -lOu^V , ，因此 V^V, +V 卜从而 V^V, 十 V% 

f " fr r • 1 - 1 ^ ^ n 

第二歩磁明 V, f|V^ 任取听V〗 fU F i* 由 f /J€ Vi ，因此 p =6(a r 4-Bfe +-_+o r J , 对 

某个 fr€K, 由于芦 6 兄 + 因_岫=〖〕 . 即6=0，从而身=0,因此 nvV=G: 

综上掰述， V,=V t ©Vi 


习题 8.3 

1* 由于 hi .ai .c^，a< 线性无关，因此它是子空间 U;(々， a m 3 ,似> 的一个基，显然 
讲 GU. 把 LT 中每一个向量对应到它在基幻 ，奶 ，财,山下的银标 4 这个映射是 U 到尸的一 
个同构峽射 T 知+物，勿十奶吻十的 ,ii ( +iri 线性无关当旦仅当它们贿坐麵^性无关 * 求 W 
的一个基和维数，只要先求出^(职>的一个基和维数 • 为此把节述矩砗经过初等行变换化 





酬 


* 


习 M 将锻与提承 


成阶梯形矩 阵: 


Hi 此看出 十 £1 2 
dioi W — 3 & 


r, - i ! ( 1 

& 

Is 

、.曜 K 

1 0 

' 。 


1 1 

0 

0 

- ► 

0 ] 

0 

一 i 

0 1 

1 

0| 


0 0 

i 

i 

0 0 

b 

1 

3, 


0 0 


A 


*ar o I tfti ^ m * o 4 a ^ i 线性糖美_ + u | ，的+如 ，® a 奮物*是密的 一 个基, 


2- 显然掊/到曹的双射任取戽，在 el /、 则存在 ffl < ev •使得 
2. 从而 a 

tf ! <#i + jft ) = <J 1 (< r(at > + ^( a .) ) = a 】（ ff( tts +^>> 

=U VXai + aa > — + Qj > ?=? 灼 + 取 

=1 樣〗)十# : (ft )- 

。'^|)= <r '(^( ar ；)) = cr _, WJfcot )) - U 1 汉 )（ fe 【） 

=IvCfcir i ~ fei = ftr ； - * ) f 
M ； 中 k € F m 于是 ff 1 是 v " 到 y 的一个同构映射， 

3 - 显然时是 V 到/的双射，任取 a ， peV r ,々6 F \_ , 

( m ?)(* + /?>= r ( a(a -f ^)) = tio (&) H - crC ^)) 

= tiaia )) + r ( ff (/?>) = ( n / Ka ) + C w ) (p * 

( vnUka }= Hffika )) = rfferCo )) 

= kirn ) ( a ) % 

因此 n ; 是 V 到 / 的一个同构映射 „ 

4设^二 t 為，私，…恿上的所有一元函数组成的集合々是域 P , 上的 一个线 
性空 M .据本节典型例题例8的结论得， F , f ， 兰从而 

dim F ^ IFf , 旧 |。畛 

由于 R •因此|&[>^| = ||^=矿. 对于圮 [ X 丄中两个多项式 / tr )〕, g(J:) ■假 
如它们分别诱导的多项式函数/与 E 相等•则 

~ ) f I ; 1,2,…，螯, r -； 

从而 /(. r > — d _ r ) 在 F n 中有 g 个不同的报 4 由于因此 degC / fx )- 

^(^)><^.由此推出、/(工>一!^>写 o * 即/ { a ：):-= jr ( h _ 这忐明心[尤丄中不相等的多_ 
式’ £： II H 秀导的多项式涵数也不相等…从而上所饵次数小亍 v 的一元多项或函数组成 

的集合 S 有 f 个元索，由于 SSK ， ，因此 S - F ^, BRF f 上的一元函数都是多项式函数.且 
^ 上的 每个—涵射_-& ± mm ^ g 的^例 式猶, 


箔 8 饬线性货间 _ 8⑽ * 


S . <?(巧">中每 tv 元素可以表示成 

* I -\- u t 75^"+ ■" 4 - a^i . 

据 & i 巧典®例題例 20 的结论山微 ，评 ♦…，无关■因此它们就是 q (7?) 的一 
1、基•从而 dimQC ^ S ) = n , 当《式成时 ， dim Q <73) ^dim <?(界> •因此 Q <7 f > 与 Q ( 71) 不 

同构 • . 〆 , 、 

1 由于从可推出 a = fr ^0, 因此 l ， i 线性无关，予是 i , i 是 Q < i ) 的一个基《 

从而 dim Qfi )=^, 又 dim Q<^> 2, fSIfe QiVmQiS) *# 

a 1 u -\- tn I -- a + 6 ^/2 * 

则 a 是 Q ( i ) 到 Q ( V ^) 的一个同构映射， 

?■ 设4_&都是 n 级实对称矩阵 i 它们有相同的特征多项式，搪 I 商等代数学习指导书 
U : 册 >)5.? 节_念的证明下面的一段话知道， A 与 S 正交相似，于是存在 it 级正交矩 
阵 r 使得0二丁，令 

tf (a > = T a ^ V a E K 4 " * 

则 匕 a^a Aa . S / aeK \ * 

翁证 a 是单射 和满射 （由于 t 可逆），显然 a 保無加法和数級乘法运因此 a 是 R " 到自身 
的一个同构映射 。 

8,由于7=^©%，因此 V 中任一向董<|可以难一地表示成其中 meVi , 
赡祕,于是 

a =V — - V , + F , 

a 1 ■ ( at ， g ?5 》 

是7到 h + V * 的一个映射 •容易 看出〃是单射•也是满射•从而 ir 是双射 * 鳥验证 c 保持加 
法和纯董乘法.因此玷同构映射.从而 @ V t 4 

习鼉 8. 4 

1_ 这是本节内容精华第二郁分"余维数”中一个例子的特殊情形 • 直接用那个例子的 
结彳 t 阄 • w 婭 v 的一 t 子空 M ,吸的*个杣£ s 随空间 r / w 的一个基是 

l+WMJim(V/UO = l 。 

2. 与例8类似的方法可镰得 v . dmiv , nv , > =« - i m 住给 tt ev , 有 
cr = ffi + u af in € V | t V t • 任取卢 VVfl V * * 旬证节辛奶 6 V ! fl Cff - hYa )* 从而 0 * 亨卜一 ， q 
+叫是 kdv , 到 w ru 贫 + Vj 3 的一个映射，可证 iy 是单射，满射，从 rtiu 是双射 rt 予是 
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V 蹑答案与提示 


Vi nv 2 与 k n g + v *> 之间存在^ —— 对应 _ 由子％ rih 非空集，因此 v , n g + v :> 也非 
空集.从例 8 的第（2>小題的求解过程知遒. 

a s ffi —Qi .hi & V ) €: V e 

㈡ Qi € Vi ri (fir + V , )„ 

因此 a 可以分解成 —at *aj C Vj g V t , 

3 - v 的基及到 ft 仏•…，匕，牟，.… . ii 的过渡矩阵 p 具有 r 述 
形式： 

jlm Bj 1 .… 彳， 1 i fl > 1 rl ^ 

一 G fl : • 

>L • J 

其中 ft，Bf 分别是域 F 上 w X (n — i ? i > , Cn — m ) X (n — // i ) 矩阵， 

A ^ 七 … + 办 _ 在》 t +… +扣一隹 * 

其中 >=娜+本，♦••，〜宁是 


A + 取； ^iw+i ^Ctrn^-i + W) + …十 b- (a n + W) , 

W 此商空间 V U 的基 u + VV ，… + W 到基 A . :十⑷，…，沐 rVV 的过渡矩阵墙 £) 

4, H )： '. - 、1 ' , P •‘ h . • ^*1 . .. I 



于■是 AX = Q 的解空间 W 的二个基为 

Ifi = <1，34>〜 

f 2 ) dim(KVW) = drm K A — dim W= 3 ^ 1 =^- 2 B 
ISi ?, 扩充成 K 3 的一个基 ： 

n •二 U ，3， l )\ 叱； (0* X + 0 )\ai ^ (0,0,1 广 
从本节定埋 1 的 iiE 明过程可知道 . n 广 W.a + W 楚 商空间 C . \ V 的 -个基,. 

5. m ® 然 W 非空*容妨#出 W 对于加法和数砧乘法封闻•因此，坫 v 的一个 
子空间- i T 

(2> 商空间 V/W 的任一元素为 /(_ r )+ v ^ 作带余除法： 

/ ( a ：> == h(x) 4*1) + K ^>,> deg rCr ) <C 2* 

设 r < x )= a 0 + aii , 其中 am % Jf R ■则 


/Ot) + w= (hi^yix^ + 1 ) -MV) 4 - ( ( 比 ， + a t x) + W) 

气 雨 + (XI -}- W ) 4 - £2! (j ： + W )) 

=■ a 0 (I + W) -}- <i| CiC 4- W) t 

因此商空间 v/w 的元索形姐 a, n+m+ei』u . w), 其中 “ ■ ,^ t eR 
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设 MlH - WO + AU + WOsfT , 则龢+枳怎€识-从而 t + J&psCy + UfcUh 对菜 

个比较等式两边的多_的次数可推出从而輪因此 
1 t W ^ + W 线葡无关，于是它们是商空间 v/w m -个基 ，从丽 dim ( V / W )^ 2 . 


补充题八 


1+ <1)证明任取 fl € S , 在 V 中任取包含 S 的子空间 W •则 《€ W . 从而《€ (!取,其 
中 w 取遍 v 中包含 s 的所有子空间„于是 闼此 se < s >, ■ 

(2> 证明在 S 里任取 A , a :, …由 （1) 得，仏6 < S > K ,2, …，… 由于 < S ) 挞 V ’ 

的个 f 空间■因此对于任意 k 、 k ” … m 有“、 +*他 十… + e ⑸ .从 
而 rQ < s >. 


显然 T 非空集.容易粉組 . T 対于 V 的加&和纯 fit 乘法對闭，因此* r 是 v _ 的-个子空 
间■由 T 的定义立即得到： T 3 S , 由 （ S > 的定义得 * T 3( S >. 


综上所述 • TeXS ) 



⑶解设3=彳 ftl . c: ，…•心 ） _荇易#出 •了与 8.2 节中由 ( 3 】 式定义的向 M 组 H 
…，如生成的子空间一致•又由于 T =< S >, 因此 <5>与节中由 U ) 式定义的向量组 ai _ 
&，… * a , 生成的子空间 -- 致， 

2* 证明用了表示由4口％里的任意有限多个向暈的所有线性组合組成的集合，据 
第1題的第 (2) 小■得 ， T = avuv 4 > •: _于 r 中任一元素可写成 tti + c " 其中■，取 


ew ， 因此 JSR 十 v t . 另一方面中任一向量如 +^(^€1 ，奶 ev 2 ) 显然属于 
T , 因此 R + VtGT ，从而 W + V ^ r , 因此 W+VtMWtJRU 

3. 证明 (1) 敁然 V ,非空集，住取 / V . B € AUF >. 任取把 FV 有 

AE k + BE m - . ktAE ^} - CM )^, 

这表明 K 讨矩阵的加法和纯 M 乘法封闭，因此\ . 歷 M r . J F ) 的子空间，，=丨，匕 " 

<2)在 乂 尸)中任取荀 


AE 


Q 


0 u 


】■ 


0 


0 : 10 , a t , 0 


0 

0 


0 : 0 £ 2 „ 
因此 A = AjEh A E i£ 十…+ AE ^ if 于是 - 


0 ? 0 


C JF )^ TF T ^| ^ 


(3) 


(4) 
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4 讎神 *4 褪緣 


L: 从 (3) 式看到 . V , 是由第 f 到以外的元#全为0的所冇 m X #1矩阵组成的 v 任取 

a e V , n ^)%,由于八€%,因此八的第1列以外的元素全为1由手九€ 因此為 

I ” i u i ^ • f - 

的第 i 列元弑全为 o .从而 = a , 妒遥 V 鵡 = o _ 卜 

综上所述， AWF ) 二 V 』 ® V ： © … @ V \. ■ 

4, 解 令 

w = + 十 …+ ■ [ jf e n, 〜e F,i 英坟， … ，时+比 

显然舻非空集 ：• 容藝看 m : W 对予加法和纯址乘法 都对闭 ，因此懈是 F [ r ] 的一个 f 空间_ 
任取 /( T : =./ lr )+ AU )- 其中 M . r ) eF 「』 L ,7 七 W , 興此 

inXNFDri . W , 

任取 gU )€ FJ>L 门 VV ,假如 w f 」 ) #0_ 则 degjif UXn , X i^ggi i f 庸，因此 

从而 F [ x } i , n ^— o * 

综 t 所述 iFDr ]= Ff >_ U ® 队于婚 W 鱿是 FDr 上在 FU ] 中的补空间 
5，证明设 A = ( a ,,) 的列向量组是 《 t ， a ; * ，则 

[/ = { q \ • Cfi ，••* 1 Ctm ) * 


<*II «ll ； «_l l 

tfis l awl r I tjp ]u ilt ， _• • 

* * * p 

1 _ * m 

_ ■ ] _ ■ 

tttm ^Sm 1 ： 

,：l f 二 ’ “’f = (fl iiffi "H 总 1* 毳 2 +，*• •響 # ， i2 wt ^i 中这缚 fOj+"• + a_a,), 

从而 W — <an cn 十十… + 絢必 ■，•" ^ a m im + a ^ Q ： ^ t - … +«_&_> ，于是 Wd /, 又_ 于隽 
是实矩阵，因此 rankt A ) — rankf A A") . 从而 

dimU — dimW, 

因此祀 1 _ 

6 - 证明⑴任 取^取，则‘ 户 0 .从而 





Ar^A 


0|^ : ， 


m 


a 


B 


n 


®ii 


= A — 
f 0t ^ i 

A 7b q 


A n 4 


A ” 


if 


% 



0 


*y.i 


n 


A 


a 


❹办 i 

■A 122 fit 


B % t /\ 2 ]a ] k 


^ B.-r A?^o 


由此得出.島 ci = G , 于遍 _ 斗 cr € a 令 


n —— k 


a 




U 


a 


:: Q ■ 





獨 er 是埘到 1/ 的一个映射 . 设 JjeW, 如果与爲 2 尹，那么 An Ca — p =0. 
Aua^O.Aid^O •因此 Ccr—)3)=0 fl 从而 


又 _ 于 


(AT — j 9) 




Ai ： (o , i ?) 

Ajf (<r — B) 


0 & I 

( 》 r_-_n - i 


由于 / I 可逆， W 此 
了疗是攀射,. 


4 


的列向暈组钱性无关。于是由上式推出4一#&0,即《=本这 liil 


任给 yf 1/，脚 Jb _ 。尸 0“ I 从而 


/KI 


/1 A 


0™ 


Bn B !| 
Bn Bn 



t%i 


0*> I 

^ n 7 


A " 


0 叫 


An A a Bn 7 


A^FiuJ 

A B：,y n 


由此推出， A ! 于是 B ^ yew . ll yy ^ A ,：( B i 2 y >^ 7o 因此饮是 

满射.从而 < r 是双射， 

显然 a 保持加法和纯遒乘法运算*因:此^是 W 到 [/ 的- f 同构映射, F 是 W ^ lf 9 
(21) 由于■因此 dim W=Sm _ 

点评第 6® 中的 W fi F " * 的一个子空间是的一个于空间.我们证 明了 
W ^ U.dim W = dim 证明的关键有两; I ; 第点是利用 . A_M = /， 通过用 . r '. V 左乘分 


坱雉阵= J 推导出 B i£ « = 0 T 从而 aeU m 这启发我们考虚映射 c f —- 0 , 
VaeW \ 第二点是利用通过用九 V 1 左乘推导出人,_=0且烏 iB ^= 


由此证明 <j 是满射.进而证明疗是爾构映射■由呢兰 L f 推导出 dim W^dim U 这个结 
论在直观 上不容 易猜出，露要经过探索和逻_推理才能得出，这个结论是有趣的，把 n 级可 
逆矩阵 A 和它的逆矩阵 A - 1 如(幻式那样分块 * 使得 A 的列（行)的分法与 A — 1 的行 f 列)的 
分法一致*则 A L 1 X = C 1 的觯空闻 W 与3 1 ^二0的_空阖1/的维数相等 a 类似地可以证 
明： A 21 X = CJ 的解空间与 BtiY -0 的解空 师的维 数相等 t 粪似地还可以证明 tA ;, X =0 的 
解空间与的解空间的维数相 — A — 1 # 这+结论（注意 （A 立即得 

到： X -0 的解空间与 B u F = 0 的解空间的维数相等 i 
7. 证明把如下分块： 


• 90 t * _ 容案与梅示 

I 1 K r u ’ ； \ \ i 4 a — k ( k - 抒 ： • B 

A -i = ^ k 

B m B2!i n — k 

..J k t * r'jj 1 

由于 t 因此 MUt ia 盛由 ，4 2 i 屮元素的 ft 数余子式组成的.据 E 知条件得， 

Bu =< K 然后据 S 离等 代数学4措导书 C 上册 P 第 2. 2节例5 i ■是 k ^.. ~ 

獬第6鼷的结论得 M i 3 X =0 的解空间 W 与 B u Y =0 的解空间「的维数相等，由于 

(» — 袅》一 rank ( A 1S ) = k , 

由 iifc 得出 . ratik ( A | : >=^w — _ 

8. 解由于 W = —/)* 其中 i 是 w— 6级单位矩阵，因此 H 有一个 《 — 々阶子 

式不为0, r M rankC //) >/! 又凼 T H 只有 u - A 行， E 3 此 rank(H) =n — k 9 从而 h 
元齐次线性方程组的_空间的维数为 w — 于是 dim CHfu 这表明 (m4> 线性碭 

r 的参数 A 既是码字的信息位的位数 fl 又是码 c 的维数 I 而〃裹码 c 中每 HS 字的氏度，也 
是编码映射的陪域 Z ， 的维数， 

9. 解 a 与多有相同的校验子 

« Ha — H 0 * 

« H { a — p r =0 

<=^ a —figC 

这表明与沒有相同的校验子当且仪与/?攜于码 C 的同一个陪集 • 

10. 解码 C 在 v 中陪楽的个数等于商空间 Zf VC 的元素个数 E 由于 dimdVCh 
dim 厶 ’ 一 ditnC 定 rt — k, 西 此右 11 /C^Z 2 • ' 从而 

iz , vcj = m = 2广 ai ) 

于是译码表中有2_-*行， 

第9章线性映射 

习题 t I 


1_当#=0时, A 是 V I :猶缉性变换 


当 B ^ O 时 .AG + 存> 卢) +攻 十 

A(ir) 4 - AC0)= aa + 衣 + 喊 + 占 = 山 i +咕 + 占 十 5 

= A( fl +j9)+$ 关 A( ff 十沪， 

因此 A 不是 V t 的线性变换. 

2 + 当 C 看作 R 上的线性空间时,对任意4 , h 606 K , 有 

Ais£ t *F s a ) = K[ + 2 :-, — Zi + = A (: j > 十 >1(:，） ， 

/4 (^ar j ) — fez t ^ k t\ ~ k Zi = kA Zi) w 
因此 A 是 R t 线性空间 C i ： 的一个线性变换 * 

当 c 看作自身上的线性空间时■对于 = ec,a 有 

Aar 'SBhb bhh 

AXtzj — = i z =— I s # i r = tA(zj « 

因此 A 不是 C 上线性空问 C 上的一个线性变换. 

3. (1) 不是 I (2) 是 t 

4. 由于域 F a •的特征为2,因此 

/(j ： + —v) (a ： + jy)-- = P -hy = /(jt ) 十 fiy) * 

F ： 中只有两个元素 ; 0,4单位元 K 

/( Ox ) = /<0) -= 0 3 ^ 0 ^ O / tx ) * 

f (ftr) = /(x) — e f {jc} % 

因此 / 是上的线性变换 a 

5. 任取施山茬 (，) eC [ a ， fr ： MeR ，* 

A<fU) + g(x))^ r</(0 + g(/))df 

J • 

= if { t)dt + g ( i)tif 
J m J « •一 

- A(fix) fA(g(j ： n, 

ACi / Cx >) = kf Cf )4/ = k /(/)di — k A (/( x )} 

J H J ^ 

因此 4 是 C[>4] 上的一个线性变换 9 
I dc — '― 2 fij +5 e ；+6 ff > - 于是 

/t ( a ) =- 24( et ) + 5 A (^ : > + 6 A <^ > 

— — Zf t 4 - Syj H- ’ 

+5( — 2，1，4)’士6(0,二 5, S) r 
=C— 10, ― I9,64>'* 


« 


刪 


* 


■ J 11 签窠与提⑷ 


1 1 — 1 (1 — 1 — I r -1 

7* 0 3 0 0 3 0 ■ = 0 

2 I -2 2 1 -2 —% 

1 

— 2 — 5 1 

0 8 0 
—2 — 1 1 

( A — f ) X =0 的一个基础解系是 ，，； 

1；-= cuo,zy\ 

由 r a + j) - 士 (/\—i) = i ，因此 

rf = hj = 去 U 十 r > f |— ^-(A - /) tj * 

令 ^ ^ y(A— />ij* tf ： = y{A+/>ij. 

则 tw!,e w\ -hfj^ 

从而 Pw t — 告 (A -r>ir=n,o,2r = 〒， 

Pwj〈fp ~o. 





&如图 9 - 1 所示， I 表示绕 z 轴旋 36 矿的 变换 * 因此 I — f * 同理 ， iT - c 1 - I 
^ h 分别表示 j * 轴，: y 轴 * et 轴上的单位向緣 * 则 


4(A) = e^AfS^} = e^Aa,) =- 烏 , 
B { e ,) =— - e ： , 

于是 


iA Bi 'e x ) — AC— i\) = e t * 

<B A (?i > = ) =^- s — e y , 

由于 （A SMU 垆忍 A (? t > _ 因此 AB 古龍 4 d 

( A * B z ) (?j ) — B ( 一？ i ) — v 4 J ( — e \ )^= At —, 

C 4. H*)(ey )=.4 B (?|) — A f (!?f )—At ^ — e z t 

(A B 1 )(? i >= A 2 !?(?, >= y 4 H — f ,,)^/4(^ # 

( B 1 4 3 )(?,)= = 

(B 1 料，兩卜 一 ^, 

CB 1 A 2 X ? j )= IP v 4(^ Jt ) ( —? i ) — B ( — 
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■此 u a BXr ,) - tB : 1*2,3. 

由于绕一条直线的旋转是线性变换 （ 参蕾丘维声编 {解 析几何 《第二版） 灌六章 >， H 4 ， 
^是 V 的一个基•因此 

A s & ^ B A \ 

j|j }* (A Byiti ) — (/1 B){A B)le, )=/i «/!(-?,> =.4 BC . T ： > ,U r ) = i ; -, * 

< A J Bm )〒一 
因此 M H ) z ^A 2 B , 

9. 如阁 a 2 所示，不妨设心 ^ 都楚筚位向^任取 
V •有 

( a 〕 ^ .( a ， y - 

于是 |厂 ' 上一二 

PiPyia ) ^ P , U . y}y ^ ( a . y ) P ,,( X > = ( a , Y ⑽- m 阁 

必要 W : 设衣与 y 垂直，则 < Ar )= L 从而有 

P,P 7 ia) — i&*yH8^y)8 — Op 

因此 JV \=0 lf 

疙分性设选取<»使得与7 则由 f 

0 — OCa) = P^P^ia) — (cr ，， )d}0^- 

ffl 此(仏.于是 31 y . 

K 〖. 兩 f 域 F 1:线性 空间紙 , （ 以的维数等 于". 因此域 F 卜,代数 M _ ( F ) 的维数等 

T n ! . , 

1 L 设.烏 *" •，疋 是两两正交的将等变换.则 

< A : *4 1 + …4 A / = 十為 2 + …+ A )< A !, 十 A + …+ < > 

= Af 千 A] »4ti 十 *■* 专 A\A t AjAi + Ai + *•* + H + ’•* 

4- ApA ? ^ *■* 4- A ^ A^i ^ A ? 

—v 4 j + A ： *** ^ A f .# 

Sife Ai + A , 4 …+成是幕等变换, 
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习题 9 


A 


fXi 

^1. 

工： 




尤. 

4 

L 


1—3 1 

2 1 —I 

一 1 10 —4 

3 ~~2 0 

4 9 — 5 : 


— 2 i 


B 


i 3 j 


■n 

^ r = 

x * 




因此 j 是 K 1 到/^的一个线性映射，用4表示上式右端的 5X4 矩阵， KerA 等于 AX = u 
_空间， Im A 等 子矩阵 /V撤列空间，把 A 经过初等行变换化威简你 f ?阶梯形 


/\ 


■> 


f 1 

一 3 

X 

_;2, 


1 

0 

2 

! ■ mm 

7 

1 

0 

0 

7 

7 

— 3 

了 3 

7 

7| 

- -^ 

0 

1 

3 

1 

0 

i 

— 3 

7 


Q 

0 

0 

0 

‘ 0 

21 

一 B 

21 


0 

0 

0 

D 





,0 

0 

0 

Oj 




于是 AX = 0 的一个坫础觯系是 

ifi — (2*3*7,0)\ 

从而 Ker A ^{(2 ? 3,7 T 0) # , a ,] ,0,-1) , > 41 

A 的列向量组的一个极大线性无 矣组为 

= ( 】12 • — I * 3 * 4 ) * 

— 1 »3,4) \ ( — 3 f t * 10 




n 山 o , — 1> 


Hi 

因此 

把化4的- 


ff 2 = (— 3 * 1 , 10 专 U) 


f 


‘ M )'> 

个基 A ， 0 ” 扩充成 K * 的一个 基 5 

3 i 


閽 


«i 


2 


3 


管 




!0 

z 

9 


A 


cj 

o 

f ) 

0 



广 0 

i ) 


0 

D 


则 ft + Itn A + Im A , 瘅 + kn A 是 K 5 /Ira A 的一个基■从闹 

Coker A = <(UO f O,O.OV^ltn 為， （ 0 . mo / 十 l m 4 . (0,0, 1 -0，0 〆 + Im 4 >. 
—艮据 I 〗 节例 LI ； 是 FL < I 上的一个线性变换，设 / (x) ;( x )€ m >]， 朞 I (/(□,)) 

则 /(ar 十0)=价+4>. r 用 n 代人 * 从上式得 _ hx 戶因此 IV 是 
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单射，从而 Ker I ： = 0 .任 m /a j：)e F [>] • 令 # I ) = / K.r — a K MIJ 

X ； Cg(x)) — gi.r + a) — hix^ra) — u、= hix>. 

因此 1 ； 是满射•从而 Tm T m = Fls^. 于是 Coker T m =Q, 1 

3, 住取 /U) • 碎 U>6RUL- ■ ，是 € R ■设 


fix) -= a 0 + a v x 4- +« 9t ^ l jr i 


t 


m 


g ( i ) = ih + h：r 十… + • ， 

f(j^)-hg( r) = (a n +,，i ),r+ … + ‘ 4- )x* ' 1 £ 

B ( f < x > + f — C^j + 十 at 言士卜 f 


+ 


卜』+ |工: 

4' 卜 j + -^- x ^ 

Bifij：})^ Bigix)). 




十…十 

n 一 I 


Bik/ijc)) 


ka ox 4 - 


k BifU )) 



ka — 


n — 1 


2 广 1 


困此 b 是 RL^CU, 到 RD^l 的一个线性映射. 《 


/CiJ 6 K«r B ㈡ 咖尤十 


«s 

? 


X 2 + _.. 4- a jr JT * 


n 


I 


0» 




u 


a 


㈡ fixy 


o 


因此 KerB = O p 于是 

cMmdm B) — dim(i) 一 dim(Kiir B> ^ n 



任取 BC/Cj:) ) ^auJj+^-x 1 + 


2 



a 




n-l 


因此 Im B 的一个基是』， j : 2 •“•，〆 」_ 从而 Im i #p 

-• -T 

把 lin B 的 t 述碁扩充成 »|^3. 的一个基 I 


， J > 


a 


J*JE 


I 


jr 


则 RU I. Ini B m ▲ 个基是 t + hn fl 从而 t aker B^i 1 + Ini B> 
4. 在第 1 题中已经求出 Ker .4 的一个基是 


w 




ff = (2 i 3,7»0) 


T 


n 


a iitO 


t 






把它扩充成 ^ 的+个基 






in 
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d 趑荇篆 与提示 



r2. 


1, 


As 


rOi 


3 


i 


0 


1 

rj\ — 

7 

, tjj ^ 

0 

, 5| - 

0 

* 5: — 

a 


0.1 


& I ' 




|oj 


于-是 KVKer A 的一个 基是： 

(1,0 T 0.0 〆 十 Ker A , (0, i ,0,0) / + KerA . 

5. 任取 /( z ) 6 K [ jr 〕_ * 设 / C * r ) 兰叫十 “ t x + … |t r" 1 • 

则 /( 才 > = (^5k^^^iiJH^…+a■-;J^* 」 > 十 a P1 -|J^ , . 

因此 KE ^ r ]*4^< j ：* ] >, 

显餘 KOiU fH 广 *>= G ，_ 此 K 1>]_ = KU ]_. 1#^ 1 }. 

从而 K[x]^ 中的一个补空间是乎是据本节推论 2 得 * 平行于>在 
KOI ，上的投影 P 的象为 K |>]_ ， ■ 核为(，义 

Cd^r P = KOJ./Im P = KOl/KMw 
把 m >： L ， i 的…个基:扩充成 KOI 的一 个基： 

1 ， i * …_ 〆 3 tX ^ 1 , 

于是 的一个基是 jr * -3 + KX ； r ]*_， ，从而 

Coker P = <〆 +K[x]， t >、 

IH" 

据 9 - 1 节典型例龜的例 6,^( r> t V h r ^ 诱导的多项式 函数 # 是域 F ， t ： 线性空 

1*^0 

间 F ， 上的一个线性变换，从而 ^( 0 ) ^ 0 „即 i ?( W 在 F ； 中至少有一个椙 0 ， 

矣 U ) 是 F , 上的一个 ffi 换多项式 
㈡ 多项式函数尺 是^到 自身的双射， 

^线性变换 g 是单射 * 

㈡ Ker ( g )=0* 

㈡ 在 F , 中有 M 只有_个根0, 

7 .(〖> 4 |识锴说到 4 冰’的- 1 、线性映射，据本许典型例题的例 1 ;得， 

dim W = dim(AW) + dim( (Ker A) n 斯）矣 dii 诚 A 奶 + dimCRerA) . 

因此 dini( AW ) >dini W "- d i m( Ker 4 ), 且 dmiW ^d\m{ AW) t 

⑵ _ 于（七 4 ( o >= 0 .因此 Of A l W , 任取 a * 輕 i 4 實，从侧 

十尹 ） =Ai 十冲 6 W , Aiki ) = e 贤， 

因此 a + 昨 A W . h t eA ~ W , k ^ F s 从而 4 3 W f ； V ■的一个子 空间。 

4 :评上 的限制 aU 1 砰是 a ! ㈨ 到叱的一个线性映射，由线性映射的核与象 


的维数公式得 

dimCImGl [ 4 1 W >] + diiti [ K e r(A ] 

于是 dim (A ^Xdim ^+ dim ( Ker J 4 K 

U ) 若 AV 3 W , 则奴中每一个向量都是 V 中某个向量在4下的象•从而 
\ m ( A\A W 」= W , J : 是从第 <2)小题的维数公 式得』 im 卬十山 mtkerMlA 1 W )]- 
dimU E W ). 因此 dkn 

习题 9 . 3 


1. 在 & 1 节例 〖2中已证 A ,/ : 线性无关•从而 A v / V 是 V 的一个基，由于 

IK f '、= D^e^cos&r) = ae^co^fxjr — d smlxr — af% 一 bf ” 

Dt/i) = t)( sinfer ) — ite Ji sinhr + coiifor — bj\ ■¥ u / 3 , 

因此 i > Ji v 到亩身的一个映射，从而 n 是 V 上館一个线性变换.且 n 在基 , iV 下枘矩 
阵 D 为 

/ a b 、 

D = )• 

11 h a I i 1 ' 馨 

2 . 在 9, 1 节内謇精华的最盾一段指出 . 平移 r, t /(x)t —— /U+a> 是 ROl 上的一 

兮线性变换.且有 




2 






由矛 对往意 / Cr ) eRDri ， 有 


MfU)) = /(:i ■ 十 “ ） 一 /(j) = 7 ； (/(.i)) - 一 JK/U>) 

因此 A 二 I ； 一 厶从而 A 是上的一个线性变换 •且： 


A ±= a D i — f)- .{- -- j ■ ^|> n ' J 

2] ^ 叶 ( n - l^r * 


据本节典型例麵的例 4 得_11在 R [ i ]. 的基1 
下的矩阵 D 为 


(J - Q ) 


f 


( « — 1 ) ! 


(x 



#■ 
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做答案 N 提示 




于是 A = oi >+| yi > s 十在上述基下的矩阵 a 为 

0 0 I 0 … 

0 0 r 0 1 … 

« (l# ■ # 

鬌蠡 ■ . 

* * . * * 

' 0" I '0 … 

0 '0"' •QT •■• 

0 0 0 0 — 

0 0 1 1 





但是这样去求4的矩阵计算量较大 = 

3, BCD *B(j ： ) ='|-x a * BCx" ) —* "■ 一 ! — r fl ~* 

L 4 tt — r ’ 

因此通在 R |>]_—, 的一个基 :和 R [>], 的一个雄 1 . lV ，“，，/一 ■. f 1 卞的 


o « * w o 

o o 




矩阵 B 为 




4, A (iij tOa 

设在 W 的基下的坐标列向景分别为 

( y , ，朽，沁，不）， 


X ” 则 


从而 


(Xi *X| fXj) — C® * 7 扣） 1 (7j *Xj t ) 



由孝 ^ j 4(< i "， ci | > = 《取 * 吻》 ( Jf | ， X ，， X ， ） .因此 A K h 的基 ii | . it，，£ij 和 K ! 的募 t|i 
m T 的矩阵为 

/ 2—1 3 i t 

-1 ! * 


5. (if! tf|j)~ C#i te £ tffi) 3 4 2 


求出过渡矩阵 S 的逆矩阵为 


11 


S H 


5 

一 3 


P \ 1 


从而 


B = S ^ 1 AS 


2 3 

3 4 
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4 題答窠与提示 


1 -0, ,0 
0 2 0 
0 0 3 

6* (1) Aqi —anil! +iijjj_=a S |<l* + fl uaa + aiaai . 

-4o 3 ^^fyOj 十议 jatta ㈡ ijttj ? 

j4o i ^fluff} "ra^ifff ^^tfficii+anu! + 免 :_ • 

ty 此 a 在基… . fli ，… f 的矩阵为 




炫 33 (is%- 

fl】B tfja a n 

«u _“ij «u 

d A<^oi ) = i ^4 a i = k(aiiai +«2 ia ^ ) 

=d n ( 务 a a ) 十 ka^ai +Ai^ a ，， P 一 

■4(^ ) = u Vf a] +ff w trt+ 这 as 均 = 是 口 ti Cfei )*f ttnai +a»«> » 

ACct 2 ) + fific? +a M aj = k — 、 u u ika { ) ^ a ： »a3 ^tfsaa.i # 

，一 1 \ 4 A ^ 1 f On k— 1 Ui】k : a i3 

因此 A 在基方 cm ， cr : ，的下的矩阵为 a 2 i an 

^«3i flif «ii 

A 

⑶ ^ffiicri +«ti«tf^a««# = (ay 一 +«:i (ai +ai3+a ：： oj» 

ACiri +ffj)=^flrs +At f (<iij +flu )&i*f Caj, +€2^ a >a ; + (^ijj +^ 35 )<n 

=<au+aii ^a n —a u )n t + (a 21 + 这 £^ Mas + a! 》 + (<a 1s 4-a,j ) fl3 f 

= fli3flj 4"dsjas 十轉 《ofa ㈡ C^ij }®i + a 23 Cflfi + 勿 ） +fljaai ， 

因此 A 在基们，叫 + 奶， 奶 下的矩阵为 





a u 一这 si ^11 +%* 一鈦鉍—召《 在 ia 


«21 

^it 


a:i 4 - 


^13 

a，n 


I °j» 这 u + 心 -j i： ^ ^ ^ : ^ # ，- i i 

乙 设 A 与 B 相似.则存住域 F hv 级可逆矩阵 ,S 使得 B = S [ AS, 取域 F L - 个 ” 
维线性空间 V,V 中取 — 个基 as ，⑴， … . a _ ，定义 V 上的一个线性变换鳩满足： 


* a : ，… ， o _ 》= ia \ *，.* • ) A + 

令 *fii * … ，氏}口 l a”&” … * a w ) S, 

由于 s 可逆 • 因此 ft •… ，戽是 v 的一 个基 • 且 4 在基办，箨，…必下的矩阵为 S- l AS 

，， . I _ 1 I -； A I ^ …_ : 幅 


8 fc A(a\ ，办 •… ， Hr，） & tH : ，…，^ )A 1 


-fc 




箱 9 饫线性映射 
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•* 


A (jSfj f ^ (St * A • … :.5 . 》 仏 

(與， ft * … ，爲）二 ( tti，az •… f 

(5"4 i ，…，攻 t 》 = … 1 》仏 i 

亍是 

A ( 典 • 佚.“..爲 >=- 4 [(g! ，Qr :_ * … ta . >p] 

= lA ( a \ taa *^)]P 
— [^i 广、笮）乂」尸 

~ iffi^ • > (AP ) 

= [( 在 i ， … ， tf, 1 C? • ](AP) 

-=—.^KQ AP ), 


因此 B^Q AP . 

9 , 在 V 中取一个堪 ai w … n 件: V ‘ 中取一个柄化♦设扁 fr : 这一对搖 F 的 
矩阵为 A * 则 

rank ( yV ) = rnnkCi 4) — r t 

据 《高等 代数学习指导书（上册） J5, 2 节的定理1得.存在域 F 上 S 级可逆矩阵 Q 和^|级可 
逆矩阵 P* 使得 


QAP 




令 （戽 ，许， … ，爲 > = G»j c ， … *a«)P* 

C , * * ■ # 1 ■弘 〆 ■ * •亨 ■ ) Q t . 

则沭 fit ，"，， 系 rnv 的_个基 •《* 岛，“％&是铲的一个基*据第8題的结论得, A 在V的 
imS ^ i 和 v 的基下的矩阵为 

CQri>-*AP = CMP ^ { lt °1 
V 」 \o ol 


习题 14 


( U > A 的全部特征值是 K 二 ffiKlO = 

^ 的■于特征值 1 的全部特征向玷是 

(*i < ~ +ot t >+A: 」 2a3 十奶 >|Ai -h€ K，ii ki ,Ai 不全为 Oh 
為的属于特征值 10 的全部特征向量是 

lH m +2^-2m) I 


魯 




m 


4 廳 : 耗 l ; 提.小 


A 可对角化 . A 在 V 的基 一，3 m 十 -1-2^2 — 2 c » 下的矩阵为 

「10 0 ‘ 

Q 1 G . 

0 0 10 

(2) A 的全部特征值是 h 如二 重）， 

A 的属于特征值 I 的全部特征向 ft 是 

{♦(— 2 如十幻 ） 1 k & /C»M k ^ 0 J ? 

4 的 M 于特征值 3 的全部恃征 向贵是 

I 走 <ai — ffz + 2 a ^} I A 6 K - tJL 0) j 

由于 A 只有两个线性无关的特征向屋,因此4不可对角化 
2. 对>1的不同特征值 的个数 $作数学归纳法. 

本= 3 时， ft , .心.…，&线 性无关，于 M 命®成立. 

假设当 f —1 时命題为真，来看 s 的情形，设 

Uit + *” 十 + Ut 十 …- h 十…十 k, } $ 9l + ― f k ir $ /r ^ 0, (1) 

两边用 A 作用 * 得 

+ … 十是 i rj Aift r ， + ^ ； iAj-^st + + 々 > f A』 ?rj 十 …+ Uj. + … 十是 ■, n 二 o. 

4^ ^ JM 

1 1 一 m 

(1>式两边乘；^，得 

^uA.fa + *- + ^ lri A,f lrt + fti + … 十 + … + UA 1 + … + m = 0, 

(3) 

C 2) 式减去 （3) 式 •得 1 

hi U 2 — + ”， + A，、U 3 —Ax 令… 

十 KA, — Ai)?*i + … + t U, — Ai)$ Jr# = 0； ' * (4) 

据归纳假设得，…，线性无关，因此从 (4) 式得 

'^21 (h — Aj) = Ot'** t k^ {A* —Xi) — 0>^' v k l{ (A, — Ai > ^ 0,… ， (A,— 又 , > 〒认 

由于 A 】 与為，…都不相等，因此 1 

^ai = 0,**-,jfe 4 =^0，—，1 = 0, 

■• • • ♦. « 

代人 （”式 HA +” H s 匕 : = o P 从而… =々 u d ;. - 

因此 6*. …… * f rt , …也 .线性无关。 

3-据 9. 1节的例是 R [>] 上的 一个线性变换•因此彳是 R [>], 

到 rm ' l ，的-个线性映射.从而 d a 是 r [. i 0_ 上的一个线性变换 m 是 n | y ^4 上的 
—个线性变换 3 


(1) 在 KUL 中取一令基由予 

(0.4 X 1) - J >( x > - 1, 

(D A )(^) = P(^cr) = DCx*) = 2 j ^ 


( DAHaT 1 ) = DU 

因此 DA 在 RDrj . 的基 Ux , … •#~ 1 下的矩阵为 


4 : ff : f-r f i m i\ ••“ ^ ，.， 曹 (/ 7 :! 

2 

\ * •' 

i. 

• 

r I ， {O n 

从而 04 的全部特征值是 1*2 .…， 》. 

画据本节例穷第 ^ 小題得 ,AD 与 />A 有相同的非零 特桩值 • 因此1 , 2融 D 
的仝部非零特征俏 . 由于 .4 Btl) = 4 U)) = 0 t 因此0也是4 /> 的一个特征他 Vlt V D 的 
全部特征值是 : 0 • 1，2 ， * “ 》 r/ # ^ \ 


4* A(1) =/ ( 她 ） • 1 = j H"aj i 

A ) = / (ftiii }mo ^ ( 3w3 + 」 ） 他 = 3tu + a ⑽ 


3( — “difj) 十 diaiu 


2 ti 


UM% 


3a 


C wo ) ai £ = ( 3 ni | *hfli Jaii = ZoA i tu | * 

= 3®y ( 一 Hi 她 一 _ 》十没 t = — 2Q|6 u | — 3 gh 物 

顯此 A 在 1 m 界的基 1“ T 的矩阵 A 为 


«】— Gn 

A — 0 — Za ] — 3 a u , 

3 0 一 2 a i 

'S • • • 、 d 1 

I A/ ^ A ] = A' + 3aiA' — 44 一 27a* t 
记容<^1>二 U /^ A | . A 用 A — q 代人，得 


犮 f A — ) ~ (A ^ £i] ) l + 3tii (A — a ): — — Zlal 

= ^-3 aU -2 cij -27^. > 、 [.- Hi . ； ， ： -, 

沒 CA —的判別式为 ■ r - . 

一 〜 3af >’ 一 27( — 2a\ — 27al J f = 729*a； {— 4aJ ^ 27^0* 

由于 /Ca^sy+aM+^j. O 上不可约，因此私#0, £ /(怎>在 QU] 中我有童因式 .从而 
/(土)在 CDc] 中也锥有重因式，因此 /(W 的判别式 ！>(/) = —44— Mai 必0,从,度 U — 
A) 朐判剔式不等于 <>■ 于是貧 (A_d,> 在簾数域中没有重拫 A 因此容 ( A> 在 C 中没有重拫, 



_ 9 i 8 * 冷 M 祚案与姆示 

即 a / — A ) 在 C 中没有歐根*从而复矩阵 A 可对 角化， 

5. ⑴设 

务。+ ^ I x 4- kiX z -f …+ k w 4- = 0. 

比较 ，广 1次项系数，得 t ,“『【=0。由 fwv 丨关0•因此从而 

kb + 走 6 方 + A 3 jr f + *■♦ 4* J — 0, 

子是 h = k { ^ k t = - - k , ^ = 0 # 所以 ： U a 尸，… • iT l * / C j ) 线性无关.又 
dim KOlsn ， 因此丨， ，/( x) 是 /<：!>]„ 的.个基，令 

U ( \ .』• 〆 ，….广”， 

则尺> • 因此< / Cr ) >在 KDO , 中的一个补空闻 U ^ il , j ：,】* t … W -*) , 
⑵ 由于 KI>] b = U ©</( j ：> >，因此 U 二 Im iv , (/(^) ) = Ker P v 9 
Pu ( J 1 ) = /， i .= ( KH " *n — 2 t 

从而^在 KU 1 中的一个基 i , u *, … ■ 〆 ，/ u ) 下的矩阵为 



6 . u 卜 A 1= A _— a _ = a —«>( A —喊) .-( A - an * 其中由于焱的特征多项 
式有 《 个不同的裉.因此 A 可对角化 & 

fO 0 ^ ^ AM * 4 Ui 3 [ \ ^ } : 

A 喊 

.4 〜 • 1 - 

■ 

* 

g t o « r ^」 

习题 9,5 

】- A 的特征多项式为 

I ^ — A 丨 = (A — 2)〔A — (I + i) j[A — c l — D] _ 

因此 A 的全部特征值是 

分剌觯齐次线性方程组 UJ-AMsOjn 十 Of — •求出它们的一个基础觯系， 
抱此得出 .4 的全部特征子空间如下： 

Vi ㈡ 《2 - — 1- 一 1，>， 

VW = .< ti ^ri 2i， 一 1 + i• ^ 2) , J t 

_rti 千 肌 -i — “一 g〆）* 


容易看出 •八在口 的标准基 T 的矩阵是 At 于是4的全部特征子空间就是 Vp 

^ i+j *Vi-*« 

据本节例 14 的结论得， A 的所有不变子空间为 

0, K * V f+ " Vh ， V 〜 @ Vh ， V £ © 

2. | a /^ A [— A 3 -+ u ', 

情形 1 把 .4 稽成实矩阵•由 j V W 没有波根 * 盥此 A 没有特征值，从而 A 没有特 
征向 》* 于是 A 没有特征向量，函此 A 没有 I 维的不变子空向 * 所以 R 2 上的线性变换 A 只 
有平的不变子空间 d 和 

情形2把 A 看成复矩阵•它的全部特征值是 mh — 求 ( Ca |) J -4) X ^0 的一个塞 
础鞒系 * dl 此得出 A 的全部特征子空间为 

V m = a\Ay>,V^ - 

a 在 e 的标准基 n . T 的矩阵是 A 于是 d 的全部特征子空间就是 
据例14的结论得,4的所有不变子空间为 

0 H ，!？. 

3. ,1是上的线性变换•它在的标准基 £ T 的矩阵就匙据本节例12 

第(4>小题的结论得的所有不变子空间是 

0 « (fii , ：t t ' Cfi ； tS ^ / ./ C s ♦ 

* A 在 Z | 的标准基 £ ，&•&下的矩阵就是 / U 由 F A 墙对角矩阵 * 因此 A 的全部 
特征值是《 ( 二重），〜由于 4 c ] =mi *Ast =^j * Ag ! =化”且 dim V m ~2 n dim V A = l » _ 此 

= A 的属于特征值 a 的全部特征向 ft 为 

UiCi 十趑 A I k ^ k , & Z : ， Kki ， k z 不全为 OJ 

— ( t£t 4 £j 十 } * 

由于 A 的 1 维本变子空间」定盛由 A 的一个特征向量生成的子空间，因此4的1维不变 
子空间有且只有下列4 个： 

< ss ) t < e ^>< S ].+ >. 

由于 4 的不变子空间的和仍的不变子空间，因此 

J m > © <Ba > = (fit *£| ) # <Ej > («1 ^ B ： > — (fis f Ej > i 

( Bi ) ㊉ |£ei 斗 *«2 !S <«j > © 《& > = ， 

<fi ： > © («a > = > . Ui 十 的 ） ㊉ （衣 j > ; (c] +«； *Ei > 

都婭 4 的 2 维不变爹空间 H i 2 W 的任一 2 维不变 n 间1 中取一个基 

Pi = kiei + k ^ MA M mafk — 1|«| +4 «s 十 /必， 


* 
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习®答案 句提匕 


情形1 龜与 6不全为0•不 妨设心 关良由 f 

^ fi \= kimi + hmi + kjfm , 

— <* ( k \ £i - j - k 7 C t ) hk i B s 1 f f 1 * i ! 

=aip — > + fjkiSi 

^ ^ a f W * 

因此 I ib - u )a 6 W •由于怂 #0，&# a * 因此為 e W s 从而鳧銜 

LI ) 若 t 』不全为0，则 A & 与线性无关 (.4 的厲尹不同特征值的特征向 
最雄_无关〉《 从而撕 = ( 是 i £ +是2芯:> ,即 

w = (H > 或 W = «> 或说= < E| + Hi >. 

L2) ^ h = ^i = 0 a 则负此时 / t 与 6 不全为 Of 否则丨 与 0, 线性相关, 
矛盾 K 者440.则与情形 1. 1) 类似，有 w = a 1 Si ^ rim ^ ， >. 若厶玲 0,则译 =4^+4*, , 

ft 尹 fti * 从而 W ^tti f ^ 十必). 

情形2 = mp 十 ft 馬，于是 承，麟口 歇 .《»), 由 

于 dim 取写 2 * 困此 W=iei 

综上所述 M 的2维不变子空间有且只有4个： 

: 幻 ，C t ( tfi ，仏 Ke t iSj ) 1 isi H - e : *ifj ) * 

闊此 A 的所有不变子空间为 

o “ft >•<£>》*〈*! __(Ti > *‘(兩 } 

(说 *e: > . > , Ut ，島 >,(fit + £: t 

一共有 10 个 

5 ‘ 对任意 aev 有—鉍 >#0* 因此 Jt — Me ®, 从朦 x —為是灸的 ―个零 
化多项式, 


^ 设 ayh ^ 是 4 的，个零化多项式‘邊中 aA # 0 •则叫 1 +如!—从而 4 = 一丑|, 
因此 A 是数乘变换„ 

7 - U J — A I = ( A — 于是 U — l > a 是 A 的一个零化多项式 • 

8 .与例 26 的充分性的趾明—样 。 

^与例26的必要性的证明一样 u 

1 <K ⑴在 F [4 rJ 中 由于 .因此 U 十 1，怎一1> = 1 

据本节定理 2 , 得 ' 

KeHA 1 -!) ^ Ker(A 十 f) ® Ker(A -l) f 
f 人而 dim( K^riA ^/ )> = ditn(Kcr(A4 /))#-<jim(KerC.4 - /)), 


第 § 敢 线性映射 _ m 

于逛 — I)=t> — rankU+J)>Hw—rank(A — n ]， 

因此 ranktA - hi ) + rankCi 4— l > = fi + rankCi 4 + 

C2 ) 在 F[x] 中 _•〆 一 H 工一 十 ] >< r f + 1 )， 由 F Char F—2, 因此 1 *x+l _ 

/十】 两两互 素. 

据本节定理 夂得 

KerC 4^ ― I ) — Ker ^ A — I ) © Ker (,4 十 J 、© Ker (』 ’丄 f ) ， 

子是 

« — rfink(A* l> ; n — rank C A — J) + « 一 ranU<A + f) -\-n — rsnk<il' + 1 ^ - 

因此 ^ “ 1 ： r - ' * * i! ； 1 * •' ，4 *'• 

rank( A — f) + rank(A i f) 一 ranlt( A J) — Zn fflnkCA — /). 


习题 t 6 

L (l ) 由 T A = /. 因此 A —〗是 \ 的一卜穹 ft 多项式 a 由于 A 式土 i . ftl 此 f — 1 是 
A 的最小多项式 • fii 于 A ; — 1)， 因此 A 可对角化 „• 

(2) 杜=入 f i ) ，因此的最小多项式 MU —】）、 从而 B 不可 对地 ft * 

2. A 的一个零化多项式是 • 

g (A) = A 1 一 A 5 — 4A + 4 = A: (A — J) 一 4(A — 1> = (X ^ 1)(A + 2) (A — 2). 

由于 mik ) I 发 ( A ), 因此 mU ) 也可分解成不同的一次因式的乘积.从而 A 可对角化* 

3. 据例 n 的结论•由子不可对 角化. 

4. A 2 -a t = A 2 - 4^ (A H 2 KA - 2), 

Y w “ 二 A: — lo-u+v^Mm- v^To)* 

据例 17 的结论得 , Q t 的矩阵 A 不可对角化 . R 上的矩阵 A 可对角化 3 ， 

( 5. 据例 亿得, n 维线性空间 V 上的碁零变换 A 的幂零指数•因此，从1=0可得 

A * = 0 o 

6_由于 = h 因此 JV 是平 行于仏 >在< 斯 >©<办）上的投影> 从而 

V iM 

A 是 R * 上的*等变换，由 T R 关趴因此 R 的 M 小多项式是 A - A , 

7 ■由 T-UMA> ， wMA))= ： U 因此存痒 « 加 V«:(JO€FLU ， 饱得 fifCA)mi(A> + «i ⑴ 
m U) = 1 。 从厕 《; iA)m 7 (A)— f •因此 w: U\) 可逆，设 m 3 (A)=A" + 办 ,_ V + …+ 6 〗 A~h 
6” 则 

m t ( A ) ^ /T + Ur 1 + … 

设 C 是 XA = flX 的一个解.则 CA ^ BC , 从甜 





■ 
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习埋答菜与碰坫 


rbtj(A) - CA r b^CA^ + ^^^CA+^Cl = Ot •: * 

由此得出， c = o . 

8,投 rtMA ) 与叫 ( JU 在 F [ A ] 中有公共的一次因式 A — 是 A 与 B 的公共的特 
征值，据 I S 节例26的必要性立得结论_ 

9* 充分性是显然的.必要性。用反 证法， 假如某个 A , 不是数 tt 矩阵，则次的最小多 
项式 m ,( A ) 不是一个一坎因式,又由于 A , 是〜级 t 三角矩阵•其主对角元均 i %因此 A , 
的特征多项式 /,CU = U —為•从而 m f ( A )^ CA — ■其中矣孓1,又由于讲 i < A ) 不是一 
次网式 ，因此屺#2 . 由于 A 的最小多项式 m ( A ) 1 [物1 (； A > ， … f m , ( A > ，…，? wj ( A ) jf Siffc 
的标准分解式中 A — A , 的幕指数大于 U 从而 A 不可时角化。 

1( J * 证法一由 f …，因此 V 的一个基是，.知 ，tAV . 

… _珩 ■ 


任取 € C (4>, 设 Jfe 


H -1 


y^l a 11* 任鞭 o 6 V% 设 a = 2 ^,*4 ff ! ，则 

i 晒仆 *=0 

此 V^B lo, - ^ - ( SM !) 





«r-J 


~ 2 ( S ^ sA ,<a 1 ) ^ S ^ Iq * 

• ^ _ >-« > ) - . 

记好⑷二写 M 、 则由上式得及 = # r ⑷ 《， 因此 B = 尺 U ) •从而 fXA》e FU ]* 显然 

F[A] c td ， 因此 C(A> = FlAj, 

据例 8 的结论得 .4 是最小多项式 W ( A >* 


?wfA) = A" + … + ti],A + a n 4 

据例 24 的结论 . tiim ( F [ ,4 |) = deg m ( A ) = fi * 

因此 dim < C (^))= dim ( F [4] > = «， 

证法 二设打是 V’ 上的线性变换 * 它忭 V ■ 的基⑴必 .… 下的矩砗是 B. 则 ABdt 
㈡ AB = /M « 因此 W e C(A )«BeC(A) 0 

任取 BeC (7 U •设用術 . c ” … , e , ■表沅 的标准基■由于 

^ ' ljl ' 1 ： ir^U S »: .十，“ • 舄 | 5 | , 

A = tei t — tCp , t — 3 *^ 4 工參 A • 

W ■- •靈 Jpg 

河此 Acn “k, =«：‘ * … ， /k, 产 B - -从而 £，= M J ^A E ： ， …* e..=A ，'& ，于是 

[ = (ci I #-1 **■>£,,> = Cej */ k | fA z gi ，― )* 

从而 

B ; 別 =:(%! 啲） •[ r ) 卜 r r« • > 
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* 

掌 ( 2 h A £ t * ABf” C • A n 】 ffe ， ) 

f^t 

W W _ W 

= (2^ A " i£ ^ Elfci AA’ 1 霉 , -,2^ A 1 A 产 1 奶， …. A.— 1 幻） 

r* l • 露 4 i 4 *! ， I , to l 

_ 

= A r (ffi I /W i ijVc" … *A" fi ci ) 


H 




I>nU 


=^4| A r " J I 

• ‘=l. ' - 

因此 BeFLA ]. 于是 C < A ) EF [ A：U 从而 C ( A ) eFD 4]. fi 然 FIXISC ( A ), 因此 C ( A ) 
— F [ A ] - 

关于 dlmCiA )^ n 的证法同 证法一 的相应内容， 

ii * 设 /( x )^ a-h )^ u - a , ”… ( au ，其中 n …、 a _ 是 f 中两两不等的元 
索 - 据例20的结论得， 


从而 


dim Kct(A ^ X\i)% = r^f 

rank<4 U)、= dimihniA-XjY^ ) 

— cltm V — dim(Ker (力 —AiD^ > 

=» — Tj . 


习题 9,7 


t d > 计算得 ^ = 0, 因此 B 是幂芩矩阵 * 其幂芩指数为 2. 

(2) rand CB )=3_ 因此 S 的 Jordan 标准形中 J or dan 的总数为 3 — L = ?_ 于是 B 的 
Jordan 标准形为 J=diagf/ 1 (0) f / t <0 J }. 


2 -据本节例 5 立即得到结论: 


3. 求导数1>在 Ktr ] n 的一个基 I 


• !■, , n i 3* 


2! 


i 


u 一 m 


下的矩阵 d 是 
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习题答 察与播 j 


f 0 1 0 … D . \ • : 

o o i … o 

_ 0 0 0 … 0 

D =,.. … 

_ 葶 _ rn 

» ♦ -» A 

0 0 0 ■ ■ • 1 

Q 0 4 0 … 0 j 

p 的?¥零指数为 n •据 m i 4 傅，不存在败域 k 上的 《 级矩阵 h ■使得 tr 从而不存在 

kol 上的线性变換 H •使得 H • n - 

4. 由于 D 在 IfM •的一个基 … 下的矩阵是一个„级 j ordari 

块 Jjoh 据例 is 的结论得， c ( j m ( o ))^^, 设 K[>x 上的线 

性变换 b 在杈|>上的上述基下的矩阵为 b , 则 Bec (人（0》当且仅当 Bec ( o ) •因此 
C ( D ) - F [/>] , dimC ( f >)= rt 4 

在第】题中已求出 B 的 Jordan 标准形为 

J — dtagii - fOJf/j CD )}, 

于是存在数域 K 上的 3 级可逆矩阵 P , 使得由于 

X € C ( B) ㈣ XB = BX 

㈡ (P 1 XP)(P l BP}^(P l BP }{ P~ l XP ) 

w p ^ xpeccj ). 

在例〖8中已求出 dimCt />-5, 

曲于把 X 映成 np 的映射 r 是 M，（JO 到自身的一个苘构映射，且 r<C(J 3>) = 
C(J)， 掘此 dimC(B) =dimC( J )=5* 

0 ■假如 / —". 耶么据例10得， rankCB^ia—U 由于不可逆•因此 mnk ^ B ) = r t ~ l m 
从而 B 的 Jordan 标准形中 Jontai 块的总数为 n — （w—：tyi 4 于是 B 的襄于特征值 Q 的 

特征子空间V,的维数等于 U 又由于 ■ 舴特征值只有0.因此翁极有两个线性无关的特征 
7 .设 S 的幂零指数为/，则 F=fl •在 F|>：j 中，有 

(1 — -T) ( 1 + _r + x 3 +…+ ： t 卜 ： ） ； i — Y , 

J 用一代人，从上式得 ’ ' 

{1 + k 1 My a — a 十 a b:+“* + < — i ，） h 々 j =/» 

从而 auk ’ ” •- 

因此 Min 可逆，且 f 
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(M + 晨广 1 = + k D '- Vr ' B ^ 1 * 

H , 据定理 2 得， B 的 Jordan 标准肜中 ■/ 级 Jordan 块的个数 V <:/) 二 rimk 3 +nmk 
B 1 - 1 - 2 ranfe - rank . 由于淤 _ 1 古❶.， 因此 rank B ^ 1 >0 • 

9, 类似于例 7 的证法* 


习题 9. 8 


1 •⑴ UI-AI 


A 


5 

6 


A + 7 


2 

3 


9 A 


① + ③ • 1 
①+③ • 1 


A — 1 


S 


2 


A 一 1 ^ + 7 — 3 


A 


9 


A — 4 




A f (A 一 1) t 


于是 A 的全部特征值是 o ( 二重 >,U 

对于特征值 0, imnk(A — 0 J )= r a nli ( A ) = 2, 因此, A 的 Jordan 标准形 J 中主对角元 
为0的 Jordan 块总数为3 — 2 = U 于是 J = di 磲 { A ( 6 ) J , ( i ) U 0 

0 1 p 

0 0 0 
V 0 0 1 

<2) t A J — A I = U + 1 ”（A — 3 ) 3 A 的全部特征值为 一 〗（二® ), 3, 山子 rank 

B flLpdH « -v ■! 

(A — ( — l > r > = 2 .因此 A 的 Jorcinn 碌准形 J 中主对元为 一1 的 Jordan 块益•数为 3 — 2= I 
从而 


i- 


0 

0 


0 i 
0 


0 


(3) 



- 16 —J6 

A+ 7 6 

8 A + 7 
一 16 —.. 1.6 

A 十 7 6 

^ A + 1 X + 1 
— 32 一 16 
A t- 13 6 

2 A + 1, 
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4 题答案与提示 






X ~ IH ， 2又 t 6 *16 




5 


A 十3 6 




0 


A 十1 




A —3 
5 


0 

A + 3 




4 


6 




a + 3 ) 


0 A 十 1 
A — 3 — 4 

1 A -h 1 I 

=(A 屮 3)( A ， 一 為+!) = a + 3) U - l)S 
^ 的全部特征值为 一 3 . 1 ( 二重>_ 

由于 rank(/\-t _ 1)=2,因此 A 的 Jordan 标准银/为 




f— 3 0 : 0 

0 1 1 


| 0 0 1 j 

(4) U /— A | =(A + 1)\ A 的全部特征値为一 1( 三重>, 
因此為的 Jordan 标准形 J 为 


由〒 rank (-4—( — 1 )/)=1 f 


1 0 

0 — I 


0 


0 


0 




<5) A 的左上角2级子矩阵 A 的特征多项式 力 ( A ) = | A /- A 1 1 = u + l：) a 

l - k . 


于是 A 


的雛 值为 一 U ; 重）■由于 rankCA 1 — 【一 1 > /) = J .因此烏的 Jordan 标准形又 

= A 的在 F 角2级子矩阵总的特征多项式 /,( A )= =(A _ n : 


-1 

0 


由 


于 rank ( A * — I ) = 1 •因此的 Jord 祕标 准形久 = 


0 




据例 24 的结论得， A 的 Jordan 标准形人二 di 叫 | f 丄 
2,⑴设尸=<方"太”不>使得尸] ap^j . hk 



1 


从 _ A^f 1 =0 * AlX 


Xi .AST 产 Jfj, 




解齐次线性方程组 AY = 0* 壻.1、码础 解系: 


Jfi = (1*2 tS )* 
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解线性方 程组 AY=X 出-个待解： A _ =卜1, — 〗，0 ) f 5 

解齐次线性方程组 （A — ^0^ = 0,得一个基础 解系: 


于是 


x , ^ i \ A , n \ 


( 2 ) 




于是幂，不是齐次线性方程组 (A+/)V， 的两个練性无关的解^恳线性 
方程组 （A+J)Y=JT! 的一个解，解齐次线性方程组 （A+J)r=0*_ 般觯为;力=一2於，其 
中 A，y, 是自由未知量，求出一个基础解系为 


. , . |r (0,JUO)\ (2,0,-n\ 

取 A = (o. uo 广至 f 取 a Ji- 哪个解向敏，应保证线性方程组 （a + nr - x : 有解设 

把 ( A + J ) F = Jf : 的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵 







，• 



0 

0 



-2^ 

3 


yi — ► 

Jl 


0 8 
0 6 

0 2 





f l 0 2 -± yi 

0 0 0 y 1? + 香3^ 

|o o o o 


由此看 if i ，为 J 使 （ A 十/ ) Y = X _ 有醉 * 应使 ' I ■音 v ] 二〔*»即 V '* = 

力=—2.得％=4，％ =軋从而 t = (4,3 • — 2人此吋 
t = 从而 " 


3 

2"^ 


■ 


于是取 



个特解为: 


■ rn 






_ 9j2S • 


3 M 符案碡 掘示 


3* I A /— A ! = t W —>*- A 的特征值为 ai (n 重)* 由于 g 3 #0, 因此 rank(A — fliJ ) 二 
n - U 从而 A 的 Jordan 标准形 J = GO , 

4 - 由于 rarik (^> = 1< W ， 因此 A 有特征值 0.. 由于 nmk < V \ —1, 因此 3 的 ianUm 
标准形/中主对角元为0的 Jordan 块总数为 r :_ K 

情形 I A 没有非0特征值，则/\的 Jordan 标准形 J 中 Jordan 块的主对角元均为0_ 

从而 

f ,0 1, 1 

J = di&gj] I ,(0),(0), —,(0)L 

飞 \0 0/ ' --- f \ 

个 

M 形2 A 有非0特征值 ， llr 丁 - A 的 M 于特征值0的特征子空间 V 3 的维数为 cHrn V u 
=« — _1<(/0=”-1，因此持征愤0的儿何 ft 数为 n —\ •从而特征 ffi 0的代数 M 数大于或 
等于《—1_由于 A 有非0餘征値，因此特征值 r 的代败 重數为 々一 1,从而 a 只有一个非 
0的特征 . Ai ，且 A t 的代数重数为 U 于是 

J — diag ( (Jti ) *<的， （0) •…, <0)}* ’ 

一 -V""- i 1 •‘ • 、 I 

* ||_1个 ^ * * •， 

5,据第4題的结果，11由于闲此 A 的] ordan 标准形 _ r = dhig (( i >,<0).*-.， 

良 （1) Z 的特征多项式 / CO = A 3 — A p , 从而于是_此 

3 — 3 r 

A w ^ A 3 ^ 3 - 3 1 ， 

、 J 3 -3 1 

• j 

⑶ A 的特征多项式 /(A) = <A + :mA- I V 二 A — 5A+3 ,. 令 g(k) 对霣 (A) , 

/(A) 作带余 除法 . 

宮 U) = h(A)f(X) +r(A> * cleg r(A) <C d<}g / (X ) — 3, 

设 + C | A ^ C „ . ^( A )；- A / ( A )/( A >^ ft ( A )/^ A>+/(Ai 于畢有 

, r 3) 10 ^ 9cj — 3cj "I - c<j 

4 1 [ ’• . — 、， U , I l = €,+€, 

(10 = 2 。 +c, ， ！ ！ • . v 

解锤 c ^ii * * 3ln+ T tr<l= n * 3l0 ~y* ， 

从而 


^ xt> — giAf — r(A) = c,A" 




16 


于是 


3 1 - 4- 46 _ 4 • + 8i. —2 * 3 |r + 841 


-4 10 


3 10 — 12 2 _ 3 




22 


2 * 3 10 


3 10 — 22 

3 1C1 ^ 40 


7* /U ) 二 UJ —A | —1) : ■ 令只 +A' 

^CA) = h{X) f(k) + r(A) * r(A) A + r P * 

/a)-/i , a>/<A>+/ia>/ / a)+/CA), 

iX+3 + l^et "K、• 

|l00H-69+20^Ci ， 

于是 +3A ,J, +Af 9 =ffCA)«^CA>^cj A+r,/- IB9A -184/ 

m，, i . , ,-184 189 v < • ， ▲ • -i 

一 1 ，】的 mj m _ 

S. j (X) = iy (A- S) . 令兵 CA)=A j _, 

^(A) = ft{A)/W) + rCA) t r(A)—rjA ; 七 

^«4)= 务 '(4>/( ； 0+*«)/’( 上 )+/( ； 0 ， 

= 25ci + 5f| +cb _ 


1 ^ r 3 H-ci , 

1000 = 2^ + ci * 


解 得 ^ 


16 


戀 


4001 


J 


4 


5 ^_ U 001^ 


urn 


16 


mm 

16 


g(A) — r(A) = ciA 9 + AH- c^At 

f 7 12 6 j 

A ? = 6 13 6 , 

6 12 7 


J : U 


7cj ^ Zti -h Co 12 c 2 + 2ri 


^ I 画 


6 cj + rj 

fir ： 


14 - 3 r | + 

1心 十 2 r , 


! 6 亡十 b 

十 q 

7 e ! + 2 q + q 
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9 - 由 f rank (人 （(>)•— OJ ) = ”一 A ._ 因此人 （0 V 的 Jonfafl 标准形 J 中主对角宂为 0 的 
Jordan 块总数为 


n — %n — k) ^ k. 

记 杉二九 （ o)\ 设灯=々所十由于 

- JAO)^ =rJA0)^ ik ^ = 0 ,- 

B m = /•(#)〜= / w {0 产 1 = CK 

b - 1 = j m m h •- A = i .< o »— 式 0 , 

因此当 ^0 时 A 的幕零 措数为 w 十 ii 肖； =0 时的幂零指数为 m 、 

情形1设 n ^ km . 此时据习题良 7 第8题得， J 有 m 级 Jordan 块•且 m 级 Jordan 块 
的个数为 


rankB w 1 ^ rank/ „<0>= rnnkjjo^ * ， n — Ut — k、 = k' 

丁 是 J — diag (尺 < fl ),/_ ⑺），•“，九 （0 〕> . 

’ w ~ h - A ： 'i 

务个 

情形2设 w = 其中 0</ cK 此时/中 W +1 级 Jordan 块的个数为 

rank#^ 1 ^' 1 = r8nk/,(0 产二 rmkj m i0)^ ^ n —(n~0 — i. 

J 中用 级 Jordan 块的个数为 _ 


因此 


ranker 1 + r&nkB^ - 2r,mkB" t 
二 rank 人 (0) M ‘* + rank 人 （ 0 产 _* - 2ranki ft (0>^ 
= 0 + C«— (&r?r — 是 )] ^ i(n — hn ) — k — i » 


^ ( A —0 个 

lfX 由于 a 与 A : 没有公共的特征值*因 此据例24, 得 

fAi B 、 【 L 〜 om r 1 rr 


0 


2 


"0 V W Aj C 

j 4\^ ^ 


h 


H ; 中上记 A 的 Jordan ^ 准形 t t - \, 2 6 由此得出 

I B 1 fA 




H . CD 据第 I 趙的第 Ci ) 小题知道* A 的 Jmrdan 标准形 i =diag ； J , (0), J < 1 > J B t \] 
F 主对角元为 0 的 2 级 Iordan 块单独出现.因此据例29得没冇平方根 . 

£2 ) 据第 I题的第 （ 2 ) 小题知道，,\的 Jordan 标准形/ = diagi J : ( - 1】, J “ :i > :,因此 A 
有平 .// 根,，据第2题得， 



使得尸 上八尸二/。据例郜得， /*< ^/^ y - JA-DJi 〜又 U ) ,设 S =( Y , , V : ) 使得 

1)* 则 CM — U 广 y 丄 从而 

Uiiv^Ty + I)V i - 0 , UA^iy -hDYz =Yi. 

解齐次线性方程组 ( j , ( •求得-个基础 解系： 

Vi - a.oYi 

解线性方程组 ( h ( + /) Z - V ： ，得一个 特解: Y : = H . —士 r 于是 



i ^= per 


Jz( v^ 7 !) o 1 

QF 

0 4% 

r i 



一去 i — i 

-2v/3 4-2i ZS-Z\ 
— 2 y/f + 2 V 3 — i 


则 B 是 A 的一个平方根 . 




习題答案与梅汞 



习题 9,9 • R i \V ；i ? 

1, \ Xt - A \ = U - ZH ^- U + 2 f , 于是 A 的最小多项式 = 2) a ; —2 X +2) 

从而 A 的有理标准形是 


0 一 2 « 

r: • i 、 [l %\ { ,, .，，〆 « - ; ,i» 

2 -由于 A 的有理标准形是两个有理块组成的，且它们_最小多 项式； l—2 与 A — 2hf 
2 g 索，因此据例 7 得 .CU) =R[A] ，且 dtm C(A>=3 a 

3， [A/—A] = (A—1)(A —3)A« 宁是 A 的有埋标准形为 G^dkgf 1，3,0}，其中3个有 
理块的最小多项式分别为 A_hA — 3，A * 它们两两互 素^因 此据例7得 = 
dim CCA) =3. (注 ：在《髙等代数学习指导书 《上册 )1 习通也1第10遞的第 （4) 小®的解 
答中曾求出了 C(A) 里矩阵的形式。现在利用 A 的有理标准形更简捷地求出： TCUU 这 
表明 t 多掌讎一些深刻的理论可以大大简化计算量_> _ 

4. A |= f — — 十2,由于土1 • ±2都不是 / CA ) 的根，因此/£；0在 Q 

上不可约„ f 是 mCO = /( A ), 据定理】得 M 的有理标准形 C ； 为 


0 0 — 2 | < 

G = I 0 4 

0 1 1 

据习题 1 6 第 i 〗题和本节例 7 得， C ( A >- Ff A ]* dimC ( A )- 3 a (注： 我们呰住 8 . 2 节例 6 

求出了 C ( A > 和 dbn 现在利用 A : 的有理标准形很简捷地求出了 C ( A ) 

和 dim CCA )™) 


5 . 
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■■ 


(A - l)(V — U + 13) 


于是 /( A ) = (A — ] KA r _4 Jl + r 3), A 1 — 似十13在 R 上不可钓，于是 A 的有理标准 
形 G 为 


G 




0 —13 




由于 G 的两个有理块的最小多项式分别为 X — 1 — 4 A + 13 ■它们互素 •* 因此据例7得. 
CCA)=F[A] *ciiixi C<A)^3 , 

6, G 是由两个相同有理数 G = f _ = j 组成的分块付角矩阵 ， G 的最小多项式 
mCOpCA 1 — 似 +13， A J —似 + 13] ㈡ A : -4 A + I 3, A 1 — 4^ + 13 在箧上 不可约，于是据例14 


得 ， dim C ( G ) 


2 


X4 r =8 


P ： 


0 — !3 


4 


丄 

13 


13 


0 


易知下述8个4级矩阵郎与 G 可交换 t 

fGT 1 
0 


I 0 
0 0 

0 Oi 

I 0 


0 

/° 


G 

GT ' Ii 

0 

\0 

0 ’ 

0 

0 


昝 


f 0 Q\ 0 


0 I I 


易验证它们线性无关，因此它们是 am 的一个基。 


0 0 

0 Gr 1 


琴 


7. A 是由三个有理块 G 


0 


1 




。 — Ci 


0 一13 
1) 4 


) 组成的分块对角矩阵 ， g 


的最小多项式为 〆 _ A + l，Gi f 0 Gj 的最小多项式为 A ® — U 十】 3, 它们部在 R 上不可约 
/!的逊小多项式饥 （ A ); C^—A + l ) a *- 一 a •'‘ 


_/ CA ) = ( 夕一 A +0( A 3 


— 4 A + 13 K 于是 A 是半单的 . A 的持征多项式 
- U +13&* 据例 1 S 椹 



10^ 

1, 

2 
2 

X 


o 

a 


土 13 丄 


3 


2- 




- 

T-- 

一 


01 1 



t 




o 


A 

a 

m 


Gr 1 


» 


g 又 4 




由于 r ( 0 曹〕完 2 _筠此 C(G ) 的一个 基蕞山 1 ,在第 5 题已对于 G = diag ; G ，(;■ U 求 
出 f :( G ) 的一个基由 8 个 i 级矩阵 组成据 8 . 3 节内容格华的第三部分“线性空间的外直 
和”所讲的结论叮指出的一个基，然后据例 16 得, CM ) 的一个基为 


(I ， 


I j 


rO 

0 ' 

0 0 

t 

0 0 

f 

I 0 , 

. Gf* 0| 

0 0 

^ 1 


0 0 


t 0 G j 

1 0 0 」 

f° 


0 


^ .: 

「0 ' 

0 I 

¥ 

0 Gi [ 

， 

0 0 , 

0 0 

:, 0 °J 


0 0 

J 


. 1 

免 0 

J 


ro fJ 1 > 

rO > 



TP 








0 0 


0 


I 

J 


0 0 
0 G , 1 

J 






习題 9. 10 


1 ■ 显然， I ? s h 
祕黡*有 




/(C_) 诘（’[“』]到 R 的一个映射，任取 fU) ^(.r)^ila,b2 


W /( x ) 十 gCx )) = (?((/+^)(^ r )) ^ (f + g ")(0) 

= /( 0 】 + 托 ( 0 ) — aCf(x') cfigW ). 

( Tik / Xx )) = CkfHO )= 是 / CO ) ^ fe (/ c ^>) , 

因此是 C [ a ，6] 上的一个线性函数 _ 

2. 取 u 在 V 中的一个补空间评，则 ㊉ W , 任取设… 

令 /( a )=_ A >.则/是 V 到 F 的一个映射：.则 

P=(&1 ) + {at ) »Oi + j 3 j 6[八奶+房€ 于是 

f(a + 0 = fi(ai +0i) — ft (ax > + f l (/? t ) = f{ a ) + /( 月)， 

fihu 、 亡 f(kai +^；；) = f ^( krt ) — kfiiay ) = kfLa 、， 

因此 / 是线性映射，即 / 是 V 上的一个线性函数， 

3* 往取 V 中一个向量据(13>式得 

ftia) = x M % i = 1*2 

i 解法一 v 中的标准基为，心，中相应的对偶基为 
一向量 


对于 V 中任 


a 


( Xi ， X : . xj " ^ ^ 




据 C 13 ) 式得由丁 • 


^ Hi ， 0Ea ， Cfj 》二 = (Ci iC ： *fij 


0 0 


因此 V 的基 ei ，&， &到基亂，恥.11,的过渡矩阵 A 是上式右嵘的矩阵 B 据定理 1得，V‘中 
相应的对偶基/;,/ . 允到的过渡矩阵为 (A 求出 

• ' , 1 II 0 0 - ] 1 


于是 


■ 


I 


«> 


( J ? E * 怠 "g I > = ( / I， J 置，3》 


因此 

从而 


gl 




= 一 /3 . 沿；一鳥一 /1 y/j +2-/i+/s, 

gi ( a ) = ~ m f i { a ) — Tx I • ,• 

gz^a^- ft(a) —/ 3 (a) = —Tj * 

gi C«> = 4-/i Ccr>+4-/i Cn)-H/i(a>= r 4'- a:： i 




儔法二对于 v 中任一向貴 S ®=yi«f t +yi 街 +力11 1 _则据 （13) 式 
得.嚴1 (11) = >"容 I(ft) = y! ， 沿 (獻)=3^ ■ 下面来求％❿❿ * 从 +》wh 力 • 稱 

f Ii r U r 2 i 


〜 r 3 




+ 3 ?t — 1 十力 0 


~ 1 


解关于％，九，力的线性方程组，把它的增广矩阵经过初聲行变换化成简化阶梯®矩阵 

^ :霪 iKl .. f 1 -0 」••> 二 ▲:•孓 ^ ...L 


A 


1 一 1 0 j ：: 

一 1 0 G ari 


1 0 


办 — xj 


0 0 1 含 r ; + 





因此 , ;y i 


. 


^ yi 


jT^ 


yi = + + arj .^ 
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从而 


Mi f«> = 

=—X” 

i r i (a)= 

— 而 ， 

(a); 



5 - M„(K> 中任取一个矩阵 A= (% ) t 由 U3> 式得 

f 每 (A) ― f i — j = l ， 2 , …，也 

6 ■任取 尺（¥_©\^)_ ^ f v = f \ V \ ./ j^/I Vj , 则名 6 W .* = 1,2. 且财于 奶 +oj 
eK © v ” 有 

/Cflj 十 = f ( ai > + /( a 2 ) = fx ia t )+ fi ( a：h 

令 <r 1 ( V | ㊉ Vj }. ►Vf 冬 vv 

/^— C / i 山 

其中 / e / iVpA ^/ lvV , 显然 。是 映射.任给 + v “令 /( ai 十财）二 

/ i ( m > +/ e e Vi fu t e v tm 易验诞 /e ck ㊉ ％>* , 且 f \ v i =/ i 因此 

〆 /> =(/ i ，/， > •从而是满射，若帆/) = iKg ) ，则直接计算可得, /= 哀,从而是单射_暴 
验证。保持加法和纯置乘法•因此是―个_构映射 t 从而(心®%)* svj * + V /. 

7■⑴任取 /e Ker ，则 A • </) =CK 在 Im A 中任取一个向置 Aa ■有 

f(Aa) - f(A)a — A" </>r = 0(a) = 0, 

因此 / etimA )’. 从而 Ker 

任取 /edm 对于任意 a ev, 由 f 4* 因此 

Q- f(Aa) = ifAytx = A' (/)a, ‘ 

于萆 A，U^ 是 V 上的零函数 .从被 /eKerA. • 因此 

综上所述 .Ker 4* = (Im 

C2) 務 A 是满射，则 Im A=t/, MM U ， ^(Q) W 于是由藥⑴小题得 ， Ker ㈡ （ t>h 
从而 4 + 是 单射， 

8 , 据例 24 得 “Ker. 由于 V 最有 ; 限维的 • 具 Km A 奔鼙的 一个子空间， 
因此据例 I 6 祷 ， （£Ker A')) f =K^r A ( 在把 F 与 f 等同的意义卞八从而山 
(Ker A)' = Im A m #, Ker A^GmA m )\ n 

9 * 据第 7 题的第 （1> 小题得， Ker A - =(lm 由于 Iin A 是〔/的一个子空间，丑 [J 

是有限 维的，因 此据例 m (Um A> Vsl m A (在把 1/ 与 H " 等同的意义 FL 从而由 
Kcr A ■ = (Im A )’ 得 ， （Ker >1 ’） # Im -4 a 

ia 任取 / ev * ，有由于 f 因此有 



(A. )*(/) A m (A* C/) 】 =A. ( 辦 ） = fA )A = fA l = fA = A m (f) 

从而 = 即是 V 1 上的幕等变换 - 


补充题九 


1. 证明纖鍵纖的列 向量組 为 flf_ ，对于 W 中任一向蠹 




厶） f .有 


Aia) — ) 


CjCEi + + "■ + Cittt 


因此 Ak) 6 U, 从而 A 是讲到 LT 的一个映射，鼠然 A 是线性映射 

(2) dim(AWO 二 dhn W-dimCKer A) 

rank 召一 i}im(Ker A)* 

a6 Ker A 肖 A(a) = 0, m^Wi jfit - " h ， 4a^ t - 

㈡ Aa =0^ Ba *0 1 


鈐 (b)^° 


宁是 


dim<Ki-r A )^n — rank ^ 卜从而 


m - 

dim(4 W ) — « — rank B — rt — rank ( 





rank U - rank B. 



2. II 明由于 A # C 的列向暈组可以由 A' 的列向最组线性表出，因此 F 面来 

证 dim Vjtdinn .. ■ 1 , A » : 

A e C — A C f^ — t/V% wVq: * … ytj 「 X_ 

对于任意 W% 存 a^k, ij, if, 十…十于是 

A a = k\.Arfi 十 k:A'rj : . + ■，* -\-k t A Tj* ^ ^ \ 

反之.对于 w 中任一向 撒心有 - 

y= a%A Ifi + ^tA 齡 + … 聲 ^ 4 j 0 ， '" Wt 
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容 m 与蜓示 


— 八、议 + + … 秦 K 1 “ | I 1 

因此 V ’ = ( Aala€WL ^ Ma > =A a , V «6見则 AWHV ^ 据第 I 题得是 W 到 

的—个线性映射，且 


dim V z = dimtAW") — rank 


,4 


rmik P* 


〒 rarik[(4 B) r 2 — rank B 
^ rank<A B) ― rank B r 

设 A 的列向 St 组为 ii _ u : •.“ ; B 的列向妒组为丨 . J ?., … 

a ”0. ’ …，队 ， fi ，”’，心， 由 : p [/【= <(( ta m ) nil ； ~ </ J , 

dim t/| dim dun(C/j. + t/f) 

= dtmf < a L I - cr ” ，/), 

^ rank(A B) # 


tf . - M<A B ) 的列向试组为 
… ./t > * fl L/ ， 门 U: =0 .因此 


P >) 


从而 
f 是 


ra^CA B) =dim V t +dim U z ^rUtik A + rank B. 


_ 


dim V x — renkd B}— rank B = rank A 
=rank A ' — dim Vt . 

因此 v ,= v 1# 

3 .证明对矩阵的级数”作数学归纳法办 

” = 时 ， A = ( a > •已知挑而 A =(0). 命题显然成立， 

假设对于《—1级矩阵命題为真，来 # ”级矩阵^的惝形，设 tr(A ) =0# ^果能证明 
A 相似打娜韻 分块贿 


Ol a 




P B 

那么 ir ( /\)^= lr < BK 从而 tr ( B >=0. 由归纳假设.存在域 F t 的対 
Q 是主对角元都为 0 的矩阵。于是 


⑴ 

1 级苛逆矩阵 Q , 使得 


0 


一1 


0 a 


f 


0 


0 Q 



( 2 ) 


\r u \ = { y 叫、 邱丄 

P B Mo Qj [Q^fl Q 
C 2) 式右端的矩阵是主对角元全为 0 的矩阵 ，从而 為 相似于主对角元全为 0 的矩阵 .下面 

一定能相似于形如⑴式的分块矩阵 • 设 A 的 JR 小多项式柄⑽在下以；)中^标准 

m(X) - ^(A)- ^(A). : (3) 

情形1设^以>，％以），".4，(4)中至少有一个的次数大于 1 .不妨设 deg 九 U )= 



^>1_蒯 A 的有理标准肜 C 中有，个心，级有理块从面 C 可以写 下述形 式的分 
块矩阵； 


■ 


f B 


(4) 


于是 *4 相似于形如 （ 〖 ) 式的分块矩阵 


情形2 设•…，的次数都等 F 1 ,则 

m ( A ) = — At 》’ 1 (A — A : … （ A — A . 氏 


此时 A 有 Jordari 标准形 J 


■ 


2 A ) j = U 即 m ( A ) = U — Ai ) /: , 于是 A 的特征值为 A Oi t U 从而 A 的 Jordan 标 


准形 _ /的: t : 对 ffi 元全为于是 0 = uC \) = u ( J )= m 因此;这得出 / V 相似于 
主对角元全为 0 的矩阵 h 当然冇 A 相似于形 ton〗） 式的分块矩阵 J . 

2.2)1>1,且存萑（>1,不妨设6>1 & 于是 A 的 Jorilaii 标准形 J 有一个 A 级 Jordan 
块厶（义山从而 J 可以写成 


a 

0 


H 


对 J 作 F 述初等行变换和初等列变換 


fAi 1 '1 ( ( 0 1 

②十① 、 H 

^ kl 2Xi , _ A, ^ Al 

0 R 0 R 




于是 


10 0 | f A， 1 H 

Ai i 0 Xt 



Al 2 A 


展而 A 相似奢形如 （1) 式的分块矩阵 _ 

2,3) .s>l, 且 /_=1丄… ，s* g|J 

mU) = (ADQ - As>—CA-AJ 
此时 A 可对角化，从而 A 相似于下述形式的对角矩阵 










* 


歸 


4题答案与褪示 


D 


At € 


0 


0 A , 

0 D \ 


9 


讨 D 作初等行变换和初等列变换 s 




D 


+ (Da 




fXt 0 

iJ 

1 f 

Af As 

0 



CD + ©f — A “ 

1 0 

1 L 

D, 


t , f 

10 

_ A 3 


0 


r Ai . 卜 ■ 

Af — H 


0 


hi -fd h 一 為囂 ；o 

Ai CAi A ! 》 At 

0 


AJ 


②情 (占) 


o — 

h — A * 0 

A“A!—A!) At + A s 

0 D l 


T & 




0 

D « 



0 


一 Ai 


0 


l 


0 


1-11 


~ Af 


0 


0 


0 

A , 


Ai — i 2 0 
七 <Ai — A ! > Ai + A ， 

0 ‘I D l： l| 

从而 / I 相似于形如 （ i ) 式的分块矩阵 • ' 

综所述 ， A —定能相似于形如 （ 1 ) 式的分块矩阵 

的爾 _• 


m 


_ 


从而 A 能相似于主对角元全为0 


据数学归纳法原理.对一切正整数》命题成立 # 
七证明对 T 用（1』）式定义的 e 4 , 可以证明： 


/ + A + —A 1 + rjA 3 + 


iH - 

E 

#«= o 


A 


t 


其中 a 是往一复矩阵 ，与 4 _ 等代数学习指导书 （上册 补充题五第 扣 埋的证法 
若 n 级复矩阵 4与 B 可交換，则#从而有于是 

sin: A —— 本 (e— — 2 一 十 ) 


(18> 
样坷得， 


- 21 + e . 


CQH 1 A — — (€^ 十2 J 十 l >_ ~ t4 ). 

由此得出， sin ? A + xt > s : A =1. 

5. 证明 从 U 6> 式和 （〗 K 〗 式立即辑到 * 对于 任一复矩阵 / U 有 


.sin A = A ― 


A 




S 


(-1)^ 
C 2 i 7»+1) ! 


A ^ 1 


又对 于鬣数 有 


e 言二 


1 杨—+ ■.+ 


■ m m 


ip 

s 


z - 


sin z 


—以 + 


5 l " 




<2 m + l)! J 


F 是 


e* 1 = I H- (zl} -h —(sJ) 1 +- 怎 J) s 十… 

*! 3! 

— (l + t + ^yz 2 + sr 1 Hh …) J = e*J i 

sitife* 1 )= sln(m= Ce*J> — 十表 (e’J)* 十 … 

= ( e -^ j { e r y +*( V ” - )/ = (sin e 1 ) 1 . 


( e " 


_ 


注:从 （ is > 式和 inm 式立縱得到，射于任一魃矩裤 a . 有 


cos 


(-1) 

(2ui) 


A t! 


证明据 U 8) 式. 


f+A +Aa* + AA j + 







* 


与《高等代数学习指导书(上册 >> 补充麗五第 36 题一样可 E 得<25)式成立 u 


_ 


( 21 ) 


( 22 ) 


(23) 


(24) 





* 
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^ 趑杵案与捉示 


7 ■解由于是主对龟元为“的上三角矩阵，因此 a / r («) s 主对州元为/的上 
三角矩阵，由〒 

^ Jr <^> 

•it 1 S- 訓 f’ (•"•_: h ' ”m，n - 


闪此是主 xt 角元为 I +d + ^ + ■■■ 


- e * 的上三角矩阵 s 从雨必…的特征倌为 


W 說）， 

8,证明设/\的 Jordan 标准形为 J 则存在 "级 可逆复矩阵 P , 使得 ZV = F l ] P . f 
f i J 的全部持征是 L 乂 * …, A ,, 从 iflf J 的 K 对角元 fi L .A .…山.曲 f J 是由 Jordan ft 
组成的分块对角矩阵，因此据第 7 题得 d 的全部特征淖为 A •々，•••，々，据题得 

^ l,t * =- P^ 1 e ; P . 

从而 e A 〜d . 因此 d 的全部特征值是 A ,.、 A . _ 


9,解 iStA 的全部特证值是 At , A 


个特征铒的乘积，酎此据第 B 题得， 


丄 E 山于《级蕙矩阵 〆 的行列式等于#的 


I t A I ~ e * 1 •••¥, 智 e 1 * ^i 4 

d A >'. 

KJ 」 解据 9 .8 节例丨和例 2 的镅 （ 3) 小堙樺 4的 Jonkn 标准形 / 为 


胃逆矩阵 P 为 


它使得人求出 




山于 



W 此 


r 0 0 I 

— 1 —4 7 1 ,. 

i 3 — S 

W * w i r ^51 ^ 

』_= [J + /】 cco >= i m + ai - ] JA 0 > + cu ^ ji ( 0 ) 

ri ci cii IjWi '. Y .. 

= o i ci • 

0 0 1 

t Jl 



从 『ffl 


e e 

0 e 

0 0 


e 


€■ 

e 






4 




e 


! 



习题 Ifl , 


第 10 章具有度量的线性空间 


/在标准基 T 的度釐矩阵 A 为 


A 


f 0 

I 

0 

0 

-2 

0 

0 

0 

1 0 

0 

0 

] 

0 

— 3 

0 

0 




¥ £i .£ - f ； 到苺 At ， d，cr . er , 的过渡矩阵 P 为 


厂 


3 


2 


1 


0 — %• _ 6 


* 
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o 
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rll 

!E 


a 


# 


. 


9 U * 


习逝答案与提承 


从而/在越 a , . a , 下的度彳 2 矩阵 B fj 



- 


—14 

—16 

_26 


_ J 

— 1 

- 6 

一 18 

一 26 

B : 

= P AP = 

17 

23 

1 

4 



39 

58 

12 

* 3 ! 


2 ■由于 

図此 



当*〜， 
k , 


fiE ^ * K ^) 


， tr ( E A E, t )= 



即 /( E ^ ，艮 ）= 1, 其余情况 f ( E ^ ,£^)=0. 
于是 / 在 M ..( F > 的一个基 


当 灰二 ■ j i 二 I ， 

馳， 


I Hu * E^t » -** . Ey u 1 —* ,1^! * *** 9 E^ 

下的度■矩阵 A 的每一行只有一个元素是 U 其余元素全为 0( 因为给定一个基向量馬,只 

有 /( 兵 I ，仏) = 1，其余 f ( E ^ fEm ) = 0 y . A 的每一列也只有一个元素遑 U 其余元素全为0 

f 因为给定一个基向邐仏，只有= 其余 /(£* mA )=0)， 从而 A 是一个 》* 级 

置换矩阵 & 因此 A 可逆(参奢 C 离等代数学习报导书(上册 > M . 4节例 7 h 于是/非退化 • 

& ci ) 由于 t /+ wa * y ， 且 u + waw 、因此 据谢： u 得“1/+詞 丄 eu ; ,且 az + ir ) 上 
ew 、 于是 


cu + u 1 n ^ 1 

任取 aet/ 1 n^ J , 对于 l/+ 诹中任 — 向敏 W+I ^有 

J ia^u "h U 1 ) — f(a^ti) + _/(a*w) = 0+0 = 0 ， 

于是 oe ( t ；4 w ) • 从而 I /、 屮)丄 9 因此 

( U + W ) 丄与 LMfi w 、 

由亍 ( / . w 鄉是 v ，的子 空间、 因此对 ut 和 tr 』 用第 (1 > 小 s 的结论得 

(LT^-f- W 1 ) 丄司 （ t/i) 1 门 （ W^) 上、 1 

由于 / 非退化•因此据例 10 的第（2〕小题，从上式得 


即 


(< r ’ 十 IV - >」 ）- = a ; 门 r ) , 


u —卜 w i ^ (U f ) WK , 

4. 若则结论 M 然成立 T 面设/垆任取 Kerl ^), 则 MdzO •从而 
V 阳1有 


mw ^ 具存度 m 的线性空问 


_ 
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— g(a)hifi) — 0 hifi) — Sft 
因此 aer ^ V , 于逛 Ker (^)£ rad 1 V . 

任取 a C rat ^ V * 则 VV * 有 

0 = ffCa ) h (芦 

谢于 /^0*«此&乒 o , 从而存在 9 ev 使得 a ( ? )# o * 于是从上式得崤 c fl )= o , 因此 
a ^ Ker ( g) n 即 rad f Ve KeKj ?). 综上所述 . Ker(W 
同理可 i £， Ker ( A > = mc ^ V tt 力 

任取•则 V /? eV , 釘由于/楚对称或斜对称的*因此也有 /( 0 , 
议）= 0 、 从 ] Wa € ra 4 V, t 于是 md ,. V & rnd ,, 1 % 同理可 liE nmbVSmcUVh 因此 r 0 d t V = 
rad # V , 于是 

Ker(g) = rad^V = rad^V — Kert A), 

据 i io 节的例 ii 得其中 ueF 且于是 

/(«»/?) — g(a)h{0) — a h (a)h(^) # V fl ^ € V"* 

(注：第 4 题的解题思路的关键是要联想到 10 作例1丨的结论） 

S - 在 V 中存在一个基％，使将 Q 在此基 T 的表达式为规范形* 

+ jcf + “ * - i ， jt ; 一 •一， •• 一 

情形1 与 8L 2 节例12的证明一样可搏 ,S 包含一个子空间 W, 其维数为 n - p , 

它是 


W 


<屮十办 h t 〒十？卜 2 十 m … 、 


a 


任取 a 石 S •设 o = 2 a 7,，_ 


D = QCa) = af 4 - *-- + a} 一 aj^ i 一 •“ 一 


由于 


e & 冒戸 A = ^CI<i <g) • 且 双神 ! 


:— ##-* 


— 餐 • == 0 

因此取 ㈡ 存在使得为 ip ，或者•…不全为 <}• 
设《泛识，把犯生成的子空伺记作 LL 
情形 1.1 存在使得％垆 a— ■令 

fi — i^r^h ■十 a ， 

则芦在基％，、…，，下的坐标为 

f 沒，，…，1 + t ”• 稱^^ • 1 為）. 

子是 ， : 

Qifi) =pf + ^ + (1+ e p )^ + aJ#,j + *•* 十 fli t 
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习脑 符案与提示 


— 


— — …一 （1 - 

= (J + 2 a f ) ^(14- 2 a ^ f ) — 2 Ca , ― )^0, 

从而 # frS _ 但是碎 0 V |1 M + UCS P 从而 W 是 S 包含的极大子空间， 一 

情 Ife 1，2 a t = ( 1 而 *.** ，“，不全为 G » 此时 

Q ( u ) = ar 十… 4*4 + <4 +1 + …+ “； 一 4】 — …〜 a;, v 

= a : ^i + *** 十 <4 # CU 1 !、 

这与 S 矛盾.因此情形 1.2 不可能发生， 

情形2 p < q •令 

W = ( 奶+办♦，… * 办+办.知 w ,办> , 

则 W 中任一向撤 y 二 q (免 +>+■) 十…十*: 〆 办+和）如… + G ? _, 

GKy ) := .cf + …十 cj . — <■?. 一 … 一 — 0 ； f 

因此 从而 dimW ^ — p~r [« — ( p - j - g )]— n — I /, 

与情形】―样可证 w 是 S 包含的极大子空间， 

6. 在 V 中存在一个 基⑴，•…， a _ ，使得 Qi 在此基 下的表达式为 

xf +W +”， + JS -1 — — “一 

在 V 中存在一 个基妒 如… ，典，使得 Q 」 在此基 F 的表达式为 

W W + …十 W — 3^1 t ■ •” 一 _ v ^， ， 

其中 A 〈音，《<吾*令 

^ ，兵 -? * …，爲>， 

则 

dim( W\ D W 2 )= dim +dim W 2 — dim(W ； 4 W ：) 

= (n — p ) + Ui ^ u ) 山 m ( W \ 十 W ^) 

》 2« — p — u — n = u —— —— u 

“ m ^^1* ； - Bl U * 、 Th - 

厂 4 二 w n 九 

> r n 啤 

因此 u ’ n w ’ 2 _ 0 。认而存 #： /e w . n w .. 且 y _ o a 由于 ye 说， . 因此. y = c ,^ 

^ - l - G - pa ，. 从而 

Q ]( y ) cf — tf — 一 4 名 0. 

由于 ye •因此>^£/1艮"十木爲 +1 + *..+<1- 1 ^_ #1 从而 

Qi (>0 — ^ i /{ ^ dy —…— ^ 0* 

(Qi 4-ft,) ( y) =Q if i y) +Q r { y)^0, 


i j 


因此 


餘 H 冇植 M ： 的线性空叫 


_ 


9拉 


* 


于是 Q •在 V 的一个基 F 的表达式不是正定的 a 

7 . 由于 rankCA)=M .ranltt = 因此据例13得， A 与 B 不合同 - 

8, 由于 tr ( A > = l, 订 ( B)=CK 因此据例 23 得, A 不能正交相似于主对角元全为 0 的矩 
阵，而 B 能正交相似于主对角元全为0的矩阵， 


9. A _, B = 


一 1 



-1 M 


A I — A 1 B [ 


- 1 — 1 


A — A 十 L 


由于 f _ A + i 没有实根.因此 AM / i 没有特征怡从时 A 
得 . A 与 i ? 不能一齐合同对角化， 

10. 设 A 与 B 都是秩为1的2级实对称矩阵. 


不能对角化 # 于是据例29 


rank 


a 2 


㈡ aiUj —al^O^R a, ^a 3 fd 3 不全为 G 
㈣ 当时，山=^^当 fli ~0时，山 = 0|化#0. 

情形 1 此时 


Oj 


,h 


% 


Oi 


M 


-4 + B 


a s + 6 t i aj + 

，. 

<h 七十# 

«1 Ot 
n 本 u 4- M 


+^,> ^ y (m ： + 〜） 


t 


U\h 


(d — ) 


M ~aihi 时 ▲ = —^ 从研 

A| I 4 


aj 


£Ij 


hi 

a - 


aj 




af 


于是 A 与 B 可一齐合同対角化,, 


_ 
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习貍符案 Lj 抛示 


^ 埘 ，A + fi 可逆•塵 


k 


</\ + B ) l B 


— 


€i » 


( 叫爲 —a ? Ai ) l 


w + M 

办 i 


(沒 s + 美） 


h 


< u * 参 J « i + b 


于是 


1 

— tiiht 

一 ㈡ ； 办 i . 


aiin 

i 

j 


UJ — CA + JS)- ! B I = A 2 — A « ACA — 1> . 

从爾 M + m ^ B 的最小多项式在 RU ] 中能分解成不同的一次因式的乘积 
B ) :奴可对角化 B 据例31得， A 与 e 可一齐合同对角化。 

璋形逸 = 0_ 此时 .二 :••读 I U 〔广 


周此 （ A 4 


4 


其中 A #0 


ai 



a | 

J "mj» 

j 




B 


0 0 
0 h 


p 


A+B I 


A 




aj 


# 


?! 

a 


+ b 


a t h ^ 0, 


c /t+B— J m 


illh 


A 


+ A 


Oj 




0 0 
0 h 


I XI — (A + B)- J B | = 1 B = X(A — 1) 


0 


0 





T 


从而 < A + B ) 的最小多项式在 fcU ] 中能分解成不同的— 次戽式 的乘积•因 
( A KBr l fl 可对角化.于是 A 与 B $ 一齐合同对角化 4 

情形 3 01 = 0 為尹 o * 由情形 ig Uaa + B )^ v a 外对角化•从而 A 与 B 可一齐合同光 
角化, 


情形4 


ai =0, fr t = 0 B 此吋 


4 


0 iO 
0 a 




ii 


0 0 
鯰 if 


其中衿 0, 从而 B 


b 

a 


于是 A 与啟可一齐合同对角化_ 


4 Li 

—o 


Ki 功莫布度镳的线性爷 (1 


* 94& 


习题10,2 


1_ (1) 从 （ x . r 】 的定义#出•它搓 IT li 的一个双线 性函敉 •且它在 R •的 标准基 _ 

办，…，& T 的度》矩_就是由于 A 是正定矩阵，因此(无,10是甿上的正定的对称双 
线性涵数，从而它是 R •上的 一个 内积， 

C 2) 任取 X ^=( j：i *Xs * O'y = (> f , •有 


m it 


■ 


轉 


iH 〜 w 1 < J 2 S ： ^ ^ 

鬌 *-i j，i 飞 fi_t 

由于 a 线 fm 因此它的 ff : ■■部分组 ff | . … ， e ?. ㈠ 也线性无关, 

从而 | Wcfi ，… till ) I ^>0,7= ! *2 ，…，邮， 

由子 I Gieti ) J ♦ tGC^i wa *) 11 * t GC ⑴ * or * ， __* ， ) I 是 GCa , * a « ，…， a * ) 抽所有顺序畫子 

式.因此实对称矩阵 G< ai 是正定的„ 

3* 设由已知条件得 

j：i 十 2_t: ^ — 1» — 二 3, 


jc\ H- .r.i 


解得 


于是 y 


y f . 




4 - c « s<o v p 


Cg •卵 

In I lp\ 


3 一 1 


r+l+4 r /^+l + (-2y^2 T 


于是 


iiK - p ) = arc cos 


_ 


5, ⑴设 


. 则 


i 


•國 ‘此 e v - v % V til ' 1 j ^ I I 

⑵ 由于对 任意 ( 爲 ， a> t 因此屬林而 ( 典一译 . 择 -ff £ ) = 
t 于是沐一泽二 0* ' 

6 ■ 设 ah ,. 心 ） \ 则 = ( jt 2 ，一 -r t ) 、从而 

( a ，-4 n > 二 Jr , _ r ■十 jr 2 ( — x x ) =f 0, 

由于 : > '^ t l * >r , 


維"一】 J =< U 山 
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因此 ROl 的一个正交基是 1， jt — 吾 . jt 2 — 去 • 

r 瓜 o 丄芦 ㈡ ( a ^)=0 <=? ( a . tp ^ O , Vr€H 

=> k + 垆 M = UM + Uj 9 r>ur ， Vi€R 
㈢ u + 垆 I>UU v ^ eR . 

上面证出了必要性，现在来证充分性 I 

| ^ 4- ^ | : = | £i 1 x + 2 tXo 9 §) - h | | F , 

由于 U + 切 V 斤 ft , 因此由上式得 

2Kcr , 辦 + 〆 | 芦 r > 0 , vt e h . 

若卢=0•则 u ，^)= o , 下设戶由上式得*其左端的/的土次多项式的判别式 gp 


_此 A 是平面上 绕原点 O 韃角为一 f 的旋转 


7. (#1 .(e t i&i ) = C«i ^2) — ^IAs2 • 办 ）=4 

1 一 % 


因此的度 傲矩阵 fi 


一 1 



8, R 1 上任一双线牲函数/在 T 的表达式为 / Ch30 = o ^? 
/是正定的当且仅当/在基 *, 下的度董矩阵 U ) 是正定矩阵，即 a >0 
内积为 /( J ：. V ) = 

9•把 RCj ?3 i 的一个基1 山 y 正交化^令 


显然/是对称的, 
因此 W ± 的所有 


A 




tpi ^ r 1 


X 


jrcbr 


0 


fi 


tp 




Idr 


1 

， 

2 




jji 一 ( J • A 、 
( j |3 j t^i ) 


A 


(- T 3 f j % > 
(Pi 


A 


X 


3 


* r:dx 


Q 




12 



90 

IHi 

11*^3 



H 


I 

I 





m 10 * # i 有度 《 t 的线性空 m 
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由此得出 〆 心辦 =0, 即 。与爲 正交， 

11. 由于揿几里得空间 V 櫥定的内积轟 P 荦的对称双线性函数，因此据 10. 1节例 .5 
后面的点评得出，对于 V 上任一线性函数 /. 疗在 a € V ,陡得 

^ f ia>0) I V ^ & V* 

1?- 由 FA 正定_13半正定■因此据《商等代数学习指导书(上册）此. 3 节例 30 的证明 
过程知道_ 存在〃 级实可逆矩阵 C , 使得 

C'AC ■ 1> €^BC — diag (/ i t I ~ D, 

由于 B 半正定，因此•…，于是 

I A 十 bi = | cc'rric- 1 + (^> 'ixr 1 i-ic 1 i 1 ri i+d\ 

= 1:0"^ +内〕 "-( I + )- 

* M 1 = 1 C- 1 IS 1B| = |CT 1 i&o 

舒 

Cl +/ii K1 +¥) … （1 ) 

^ 1 + 十灼 + … +//,) + (户 3 抑 + … 十卿 • 个 灼户 I +…+ «*~1斤> 

+…4■沖片…化 

+户1内… /!■ ， 

因此 IA + J 3|>1 C 9(1+$ 内… + 

若等号成立，则 _ - '' I - ： t «< 

沖 +/ I 2 I …+ 户* + (// i/ii + … + + … -h ~ 0* 

曲此推出，綷从而 B^0 V 
M 然，当 B-0 时，等号成立„ 

注：第 12题推广了《高_代数学习镥导书（上册>紙3节例15的结果* 

13 - 设人， B 都不是正定矩阵，只是半正定矩阵 b 因为 a 是实对称矩阵，所以存在》级 
正交矩阵 7'，使得 為=丁 dia 容其中 A , , A 2 *. “， X* 备 A 的全郁特征值由于 
A 半正定•因此…. n •由于 A 不 JfeE 定的，因此存在夂 to 。 从而 | A |=0. 

闻理 I B!-0 t 油于 A + B 也是半正定，因此1 A+B j >()• 从而 [ A 十 JB I 袅 IAI + | B U 显 
然•等号成立当且仅当1 A +B | = 

习题 10.3 

1. 由于 V = 丄，因此 dim << i > 1 =»— 1 ^ 

2_把 t / 的一个基 7 py ? 进行正交化和单位化：令 


Mil 


m 


fit = fl * 


习 M 答案 与扼承 





y 

1 jffi * jii ) 


p 







ft 


7 




i/m 


艮； ( s/m 


11 


7174 


畴 


则屮是 〖 f 的一个 fe 准 iL 交基 • f 在〖/ 1.的正交投彫 t 为 


°l = i ft * JJj > Tf t = — + • 1 i|. 

卜 I "i:f 、 vTW 

一 /, __ 23 48 26 \ / 

(29 29 ， - 29 ) ， 

丄 （ 1) 设 /\ 的 f-r 向擅组为 h ，.■.*?. . 饪取於 ew. 则部 =o „ 从而 

2 •…• 萃•即 

^ y < ~ / = 1，2， "• * 』， 

于是 y : e w L . i : = ] ,2■…，心因此 

tYt ，…， y :> ^ w 1 * 

由于 fr = wgffl ^ ，因此 

dim n- dim W = n- (n renk(A)) - rank(A) t 

又由于出 rn<y 、 y /， …， y:> = rank(/V> f 因此 — 说 从而 

w = 

(2) 取 W 的一个基，… .％ …其中 r = ran k ( A ), 令 

f 3 CtJ ; » f^r « * # * t ^ ) « u _-’,!• 

据正交补的定义得，对于吒 u ，2, … 0}. jeu ,2,.”." 一 r 〖， 奋 !厂 

0 = (y: ，） a 

由此得出 …，“ 于是 W : 包含于《元齐次线性方程组的觯空间 

ti * 由于 、 '* j 

dim ti ― 7i — ranktB") = n "- raiik(B) ^ n— (n - r) r 9 

因此 diroC /= r == iaiik < A >= ditnW 、 从而妒 【 = U . 即评丄是齐次线性方程組的 
解空间 _ " ^ 


L 设 A 的列向情组 
第 （1) 小题的结论得， 


…， e _. 则/的行向撤组接二据第3题的 



復 U 冇度 ft 的线性空问 
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AX = 於有解 <=? fi 6 1 Oi iff * 


㈡ fi € (( a/y Aar'i 
㈡ p 6 W - v 

K 中 w 语齐 次线性方程组 A 次 =0 的解空间《 

3.据〖0.2节的例19得, U 的一个 标准正 交基是 


4 V f 


ia：yi 


^/2 n 


si fur , —- VOHJ ： * —=：^ in 2 .r * —： cd ^2 j - , -—si ri 3 .r - cos 3. r . 








于堪 /( H f £ 1/ 上的正交投影 J m 为 


由 f 


因此 


/办）=(/(!>， 



(fix) t-^sirubr 

Awl \ l/tC 



sin^u 






cos 4 x 







K ⑴士 ) 

( jt > sinA ,/ j 



0- 


/(• r > dj ， 


1 p 


/ljF)fsiii/^djr 


• 1’ IP 

去 1 

/2 霧知 

if ， 

■ _ … ■ 


I 


dr 


(——eosJb 


k ^fn 


(coskn - J) 


( 7 


( x ) f — cos 4 r 



丄 r 
sfn ^ 


casfexdx — ——sinte 

1 1 i ' 螽 vv 




n , 


/ i ( ^^| + A siM + 2 sin3& 


习题 10.4 

1* 设 4 迠”维欧几! M 得十:,问 V 上的第类正交变换.其中"是奇数，则 A 在1/的一 

个标准正交基下的矩阵 A 是"级正交矩阵 • 由 r | A [ ^ 1,且 n 是奇数，因此据 《商等 代数 
学习指导书<上册）》5.5节的例 S 得，: t 避 A 的一个特征值 # 

2. 设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的第二类正交变换，则 IaH -1, 据 f 离等代數学习 
指导书（上明'>》5. 5节的例8得 •一 1是 A 的-个特征值. ~ ^ ’ 


* 


刪 


习胤答案与提示 


3■由于 A < X + EV > = b ，麵料■，顏此 

AX = aX -bY,AY ^ hX aY , 

从而 = (ai ta n )AM = (Q\ ^Qi —i¥) 

* «2 » ,a m )X-H ai • Q l # * ** lO , )F = a|i H 

*£ij _ — ， o_>AY=^ 在 十 afe: 

于是 fj=aA" : ft -A4 _1 ft, 

f ： = M $X 

由此得出 ( 吒十岵）， - 祕） • 锯例 1 得 , a = cf! 功， 
A— isititf, (0 <^<tO 因此 

= 略 + 择 ” 一來 i+afh 

于是 CAf, = 

= (ft fail + 祕 )—Ji(fi *ft> +Wfi ， ft), 

<Mi ，右 >。（站 一 4 )-a(^ U — M& .6 ). 

rtj 此得出 2M 名忐 ） =0 S 由于 6^0 . 因此 (6 4)=0 , 从而 

= tafi —/$,/$ 十喊 :） - ^ I ^ P —泌 1 6 

若《 /:0. 刚 ilj L 式得出 ilf 1= f 山務则 7 = 令 * T 是 shi 沒 = 士 K 从而 .46: 二、 

因此 

I 6 I — I I = f + I = I ft N 

也 U 卜 Ahd + DO 5 — 音 A + l ). 于是 A 的特征多项式的复根为一 J ,+( S 士 n 

解齐次线性方程根 C — 卜求得 一 t 基础解系为 U .-3, 丨）\令&=心一3〜 
^把&单位化得， 




Cflfj 一 3 tfj 


解齐次线性方程组 (1 ， 一 3 tI ) X =0 ff 得基础解系为 

(3,1,0)’， （ i ， o * - ir . 

把它们正交化和单位化.得 


( lM f lkr ^) % ( 砉，。 ， — 去)、 


“3 I 2 | S _ 1 1 

令， 7 iT l + ；7 ir 十足，” 
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则 < 91 ^ = ( 穿,, h 于是爭殚，供是 V 的一个标准正交基.通过解有关的线性方程组可 
求出 


于是 a 在基 I , 负 r 的矩阵为 


负十 


/TT 


妒+ 


/TT 

■ - « 

6 


/IT 


5. Aai 在基 o ： i ， o * 下的坐标为 


Afi 


(青士 r 


他 「&在基一 T 的坐标为 ( H )'. 解齐次线性方 

程组 


1 一 



Xi 


Tft ^ 3 ^ 0 


求出一个基础解系为（3，/!^—1>\于是 

<6> 1 = (V 

设取是关于 直线佔 P 的轴反射 . ft 是关于直线 (An >的轴反射 
中宣线卜.直线 ( U 的方程分别为 


据例8得 , A = 0:11, * 萁 


产 


« 


3 x , 


6. 在第4题的解答中 E 求出 V 的一个标准正交基 fj ,，， 屯•其中个 



一 ~ 1 

/n 


(ari — + 


a 、 } 产 —^{^ o ： ^2( X 2 " I -3 c , > * ^ i. r Oi — 扪 ！ • 使得正交换变换 A 在基仍 . 7 * 办下的矩阵 


为 


•郎 6 _ 笏騣答案与槌示 


由 此受到 启发.先作关于平而< 0 >的镜而 反射机 ，则 ff , 7 , = — r/l _ B # = y r h 

1 - 令* = ，一在平面吟，中作关于>丄的镜面反射氣=则 
裾例 6 m * = • 接#作关于> 的镜面反射也，则据例8得， 

A | > = H 

把良， A 分别扩充成 V 上的线性变换 B s . Bp 使得 

Bt 肀二平 ， B t \ (，'，、= ^ f Bj | < jp ^> = B ；ii 

据例 】 0得*恥垦关 F 乎面(山；^ )©哼 ） L =<奶， 在》的镜面 反射,其中右是济〉中与色正 
交的向量，即 SG{^i < f ： > j ; B ： 是关于平两>的镜面反射，具有 

A « 

下面来求 ft , 由于备丄 ?| ，且各丄色，色= s 一 4cn + 奶 V7 m ) _ 因此考虑齐次线性方程 

程组 “ 


| xi ,— 3 j ：3 + j^i = 0,“- m'i : " “_i 

1 一 -j-x £ + 7j£j = 0* 

求得一个基础解系 ：（2, U 1 〆 * 取 ft =2 ai +0；： 十％ • 

据第 *1 遞得，4和= ~ ^ y 22 ^ H~5dt +2^ ) , 

7 - ^ B 在萆 ct t . a : 下的矩阵出则 .4 fU 在基 n 尸的矩阵为 /I m 山 J - H & 
轴反射■因此 B 是第二类正交变换，从而 f JHA^aAl - - i D 由于 A - 3 技 4 仍 
是 t 丄的正交变换，园此锯第2题得， 一 I 是 >4 VBA 的一个特征值 I 从而1也是4 _ *&4的 
—个特征值 • 于是 A ^ liA 的属于1的特征 子空间 的维数为1_据例 g 樽，乂是一个轴 
反射《设為 觸于 1和 一 1的一个特征向最分 别为士 ，色，则 a -1 似在基 下的矩 
阵为 dmg 1丨 * — 1 U 由此看出 fA~ l BA 搭关于（乒 > 的轴反射， N 面来求 ft ■用 P 表示 \ /在 

>上的正交投影 * 则 Pa ] =(oj * = — a --> 息！ = —+ 一街）._手》是关于 


< ^ ：r 1 的轴反射 * 因此 B 二 I 一 2 P , 从而 


Ba 


^ + A , 



于足 
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求出 A-IB A 的属于特征值 1 的一个特征闷 M f , 为 

fj — 7qi ^ Cf|* 


于是 A — 1 故 4 是关于直线的轴反射， 

&用 P 表示 V 在彳 7l )h 的正交投膨•则 B 匕！ 一 2 P 在、' 中取一个标准 iH 交《 : 

….免则 n * …，, 是 V 的一个标准 IE 交抽 。 ili 于 P 在基 亨1 * 切 * … * 办下的矩阵 
P diag !』，■+，.()}=*：:£、因此矜在 … ， F 的矩阵 B = 设， i 生基化， 

V ， 下的 矩阵为 A *则.4仪4在此标准正交基 F 的矩阵为 

A~ l BA - A ' a - ^ e^A = I - ZiA^^CAslvl ' 

山: f /I c』 是 IT 中的筚位向 M •因此据例13得，,4 1 似足个镜面反时；令 
6=( 妒， .…即丨.刚从例 13 的充分性的证明中靑到 . A _^4 是关 f 趨 
平面的镜面反射. ’ 

良设霣是 V上关于趙平面 《軚 H 的镱面反射 „ 徉 中取一个标准正交基单 ，…, 
，、• 则据例！3得肩在 V 4 的标准正交基 t +…，屮下的矩阵 B 为 B J -2仏 £ 乂由于 
一2 £: 。=3.丙此 B 是时称矩阵 * 从而付称变换， （注： 也吋用 P 表示 F 在$ > 
上的 茈交投影。予是，基对称途傘,由于 一 kF, 因此I?也是对称变换 .) 

】a 据定理I得*认中存在一个标准正交基，使得 A 在此基 F 的矩阵 A 为 、 


A = diagJAi .… - A- 


CGS&i 

sin£? s 


其中 = l 或一 1 *1=1 t2t** # ^riO^ZOf^M^j 

I tr(-4) I — tri A ) ! ― I 


- sln^ r ji f cosOm 一 si n& m 

• ^ « 

i ^ 

si niL C €> sd m 

- 1: r^Zm—nm f 是 
•.卜 A. + 2eo 喊 Hr … + 2c!Q 滅 ，1 




(5^ I ^ !+2^j ; t eo 鳴 4 - Zm ― 


1L 由于 A 是第一类正交变换 ■ 闲此 I A| - 1_ ， • 象而 A 


A f 中一 1 的个数为偶数 2 / 


于是 


&- 


_ 


/(A) 



AHfX 


，i 


- 1 广 21 ( a + 1 > aj n u*— 骹瓣 ; 清 i) • 


<1 - A 广 :i U +Ar J IJa - 吨十 Y }, 

j - I 膠卜 f ^ V ^ 


響 
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4■ 答案与 M 示 




(一 1 y ^ a - 1 广 "（a + r> w JJ < A Uco 难十 i ) 


，（一 ir/iAh 

由予 r + 2m =^«， 因此 fa ) = (- xrj(x l ), 

12,设;^眭斜对称兗换 a 的一个特征斿， f 是 /t 的瘺 n 的 

一（6,灰） =- Cf , A n f ) 


个单位特征向最*则 


A 


Ag = ( Aiiffjf ) — ( f )—— 

由此得出一 

13, fiE 明方法类似于例 32 的证法 • 

1七 V 中存在一个标准正交基 ？ ，.免 •使得4在 此堪 F 的矩阵 /I 

在此綦卜的坐标分别为 X . 由于 A : = — J . 因此 

(Ar (AX}*(AYl = X f A r A*Y =— X'A^Y = X^ta® DV 

= a ^ X f Y = a 1 ( a . fi ) =[ A '\ (a 养 


0 


a 


a 

0 


设 a • # 


习题 10. s 




i 




cos ( ii , j 8) 


I (。， 沒》 


UI [存 


I 1-i l ^ S 

%/3# #vt 




f 是 < a.p = arc eos 

•J 


2. 先迸行 SdnnU 正交化.褂〜！ / .洚 然后单位化得 1 



_及、 j _ /- lii ^ I + U ， 

1 了）•孕 （~ •■-广 r 、•• l * 

3_ 焊 =(1, 一 JU1)' ■ 戽 = (¥,1^,^^) 
4, 2 级 Hermite 矩阵形如 


«• 


ii nh^t ^ci ^ R* 


a 6 + ri 

b 一 f i d 

5 * A) = ^ tr(DU * 右或 / A 时， ( E n E M > = 

ir(£^ 卜 trfUJ U 此 £：‘』，[丨■，… .HEw,Ew』： _E^, …， E _ 蠢酉 
空间 M ,_( C ) 的一个标准正交基 s 于是 
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且 < A U#j * •£_ > 丄 ■ 

由于… u,a ，因此 

W l (E fJ I f ^ j *i ^ itj ^ it>* 

W1 的一个标准正交基是 {E, [ i^j . KO ， /Sn h 

( i _ 由 FA _ — A = A _ : .因此把 A 看成复矩阵时 •它是 酉矩阵 s 


么/ —，\ 1 


A 一 costf 


sini ? 


co^O 


X ' - ZA cas $ h 1 


于是 Z 的全邢特征值是 coM 士 Uh 也即 e'v %从而及的酉相似标准形为 dbg :，， t ， 
7. 显然 C , 必是酉空间0的一个标准正交基.谢于 


HI 



2 0 


A * A , 


因此 A 是茈规矩阵•从而4悬疋规变换 

'* | Ai — A j = j 

于是 A 的全部特征值逄 I 土丨. 


■" 


a — 2 m 


_齐次线性方糧组 ( i + i ) J _ A)JT = 0, 得一个基础解系为 （]， r )% 从而 A 的属于 l+i 


的•个特征向量为芦 


E 1 E ，单位化得 * 1^1 —^.t t T i + ) — C -^=1 




解方程组 U —M — •得一1、基础解系为 （ l , — l )% 从而 4 的属〒 1- ,的一个 


特征向章 = *t —s 2 - 单像化得 * % = —iMi —P 

• — : v 2 

•4 在 C 的一个标准正交褪 IM : K 的矩阵为 




rih 

n 



1， 


8■由于 A 是！/ 上的正规芘换.因此 V 中存在一个标准疋交基 7 m 炉，…，使得 A 在 
此基下的矩阵 A 为对角矩阵其中 Ad ” …义是滬的所有 
不间的特征值，％是焱的属于 A , 的特征子空间 K 的维数 . i = 1,2,..，“*据定理10得 , t 
的所有不同的特征值为 H … Jy 的 )4 FX 的特征子空间也是1,2,… s ，由此 
4|在标准正交基妒，…_ 7" 下的矩阵 A • =diagUj / rti , A |/ Ml ，… Xf ' I , 

考虑 gt 文)=办,+叫1+，** + u ^ i ±^ 1 e cm * 以及，元线性方程组 • 


+ 士 九 + … 十 UhA: 


Hi 


2 




# 


9m 


w 




凼于这个方程组的系数行列式是由 a , , a,， …, a * 确定的范禳蒙行列式•它不等于0,因此这 
个方程组有唯…解，从而得到唯-的一个次数小亍$的多项式好 Lr > e CU3 ，使得以人>; 

于避 



「Al /’ 

5 _1 


]^U» )i mt 

:o 

A. = 

m 

，•襦 


j = 

/(a = > r % 

•• 

m 


* 

a 

U' j 


; o = i 

i 

« 

f(x t )L t 


二兩 J 十 a , 為 + …十 a^A^ 1 — g(.4)* 

9 -设為是《级实对称矩阵，则存在《级正交矩阵 T , 使得 T ]Ar = dkgtA t , A ” …. 
A，h 令 B = 了 dbg < 界7, v ^ T .-^. vXT } r '则 

A = TdiagUj 山.… ,夂}7, 1 

a ^^=(7 1 Vdiag U > X ". 方 7 .…，力 7) T " = B , 因此 B 是实对称矩阵 s 

设 A 是《级 Hermfifl 矩阵，则存在 n 级酋矩阵 P , 使得 P ^ AP 为实对角矩阵, 
diagU 〗 …， m > 卜 r d 〖 agU 17_ 61二 .“ * 方7卜 P ] * 则同理可得 , A 5把 . 旦 fr = 
(P )' diagivl , •因此3是《 级 Hermiie 矩阵， 

习题 10* 6 


】._例1得 ./ &基下的度世矩阵 A 为 



T 是 ( R z ，/)上的正交变换肖 t " AT = A , 


— 4!=1, 







假如 t = "*则心=— i . 从而 / 6i = q = 由此得出，—^矛盾因此心尹 t 于是/ 


hi^u 


■ 从而 




■: 


參置一 *11^1 ； — *1 ~ ^ 




it 




Tt 






mmm 具有度爾的线性空 n 


Ml 


因此 ㊈ —^tu »从而产士 h * 显然彳> 1 . 具有 A “ 1»于甚！21 二土 V^u ^ - 记 
eh . 则 t 为 r 列4种形式的矩阵之一； 


、 1 

V ^ 2 1 


, 

t — \A* 

*/ t J 一 1 

/; 4te ^ 

1 

d ! 


一 】 i 

j 

r 

t 

『一 l/ / 1 _ 

I 

1 

i 4 e i 

-1 

9 

—f 

, 


一 — 1 _ t 丨 


逐一验证它们都满足 r f A7'-A, 

当 T 为前两种形式时 . | T | = u 因此 r 是第一类的，当 T 为后两种形式时， 
| T | 二一〗 ，因此 T 是第一.类的， 

2. 当 T 为第一类正交变换时. 

1 AI 一 r 1 1 (a —f>* ™ t/ 5 —1> = a 1 — 2a +1, 


于是 r 的全部特征值是 f 士 
当 t 为第二类正交变换时， 

* U/ — T | = U-iXA + f) - < 1 2 - I) - A a - I, 


于是 r 的全部特征值是土 u 


3. 设 (1= ( U I ) # •掘 /( II .0) = 1 1 — P 因此0 : a — 个逨向向置，从而 （ R 1 ,/>是迷向 

的. 又它是正则的•因 此据钾 6 禅蓬一个双曲乎面，按照例 6 _方法，取 p =( l . 


0 ) 、则 l ，令 & 二 p — 



* 一音)易知 a 4是 R 2 的一个基，且 


= 



« 








因此 / 在基 


/下的 度燈矩阵為为 





七 u =( j :： W‘) 的迷向向堪 

㈡ Xj = 士 


㈡ cr —( j：i f ^i 3’或 —4 ： r |%-Ci 6 R , 

5 -由于 r 是 ( H * */) 到 ( R % 其)的一个同构映射，因此一是 ( R 4 ，女) 测 （• />的一个同 
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构映射 * 由于 t 是 ( r \/) 上的一个正交变换.因此 r 是 ( 粑 ，/) 到自身的一个同构映射,从 
而是 CR 4 , W 到自身的一 个同构 映射，于是 cTr 1 是 d 上的--个正交 变換， 

6. 本节第一部分指出的闽柯夫斯垦-空间 （R ,/>上的洛伦兹变换 a F 

的矩阵 H 为本节 “ 内容梢华”中（3>式右端的4级矩阵.令 

r * ( R %/) —* CR 4 ^> 

(t f Xi I-Tj 1X4 ) ► - m {ct , f J ： J ， JET* ) f ， 

脚 r 是 （ R %/) 到 ( R %0 的一个线性映射，且咖》=成,，咖卜成，从而 r 
^^ s i ， T - l (£ j = s l , i =2,3,4. 于是据本11的公式 U >， 得 



mr 2 (^») — w t«j) = r (虞 1 > 兵 《 3 * 

TVT 1 W < E ^) = tiSt ) = ^ » 

TM rar ! 在基 u ? .仏 ，❿下 的矩_ r 为 
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0 - 0 







JU 利、 

0 




0 0 


据例 5 得，爾叫是(纪崤)上的一个正交变换，由于 | T| 
换-从而 rtrr 1 是 （R ，其)上的一个广义洛伦兹变换， 


1， W 此 rdT* 1 磨第一类的正交变 


7. /在基下的度量矩阵 A 


一 1 


于是 


B 诰 （K ,/) 上的辛变换 ㈡ JTAB = A 




㈡ 


B|! 


8.不^~ "定 


例如.设妒上的线性变换 JB 在塞仏，《1 T 的矩阵 B 为 


其中0<沒<2冗.旦由于 

征值_ 


_ 1 v ： qbB 一? 

\ sintf cosff j 

I .因此 B 是 （ R 、/) h 的一个卡变換 * 但是 S 没有特 


9. 把 B 分块写成例9中的 （48) 式，则 




1 0 0 
D 0 0 


B , 


0 0 0 
0 0 V 0 


Bti 


Oi 0 — 

0 0 

0 0 



0 0 


<5 ， 


it 算 




0 0 01^ 
0 0 一1 , 


^*3^11 


0 0 
0 0 


_ 
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习題答堪与路 i 


于是■据例9得, B 不是辛矩阵 

« 

习题10,7 


1, ax—h ㈡ a : iajr)= a 1 b ^ jr^a' 1 因此方程 ax — b 在群 G 中有唯 — 
鮮 — 

ya = b ( ya ^a ~ ^hu J ^ y =心’ 1 ，因此方程％ =/;在群 G 中有唯一 

My ^ ha 

2 * a,r—ay 冷 a 1 (aj：)^a [ iay ) 冷 x=j^ 

Jta — ya ^ ( xa>a ~ 1 = iya )a ^ ^ Jt = y ^ 

S . 沙把 芘方形的边 AB 变成边 BC , 于是 rw 把边凡8变成 ADt , 也把边 AS 变成边 
ad . 类似地 _ r! tf 和 n 都把边 iSC 变成边 DC , 把边 C £> 变成边把边 m 变成边 BA , 园 
此 ri < r~ri u 同理可证， r_i tr * = r* ， ri〆 ^ ri * 

4. 正六边形有 S 条对称轴 3 条对角线所在的直线 ，3 组对边 中点钠 连线，把它们分别 
记作 A ，6 、 li ， m 用 n 表示事面关于离线/，的轴反射 ， i = 1，2 _ 3，4 • 5，6;用 a 表示平 
面绕正六边形的中心 G 转角为 6 0"的旋转，则正六边形的对称群 G 含有, 

类似于 IE 方形的对称群的讨论，司:以证明 it 六边形抽 对称群 G 恰好含 
有上述12个元素 s 即 


C = *( t ~ p t \ 1T2 *Ti *ti t Ts # S '« 

s . 设 //"/€ 措标染）都是 g 的子群由于 G 的单位元 e 6 h m € n + w 此 

p h . 非空 flKfT :取“ ，办 e 则 H,(/e 从而 w 』 e hm e n 、 闲此必 e 

n 于是 n h , 是 g 的子群* 

/ e / iif r 


fi * 


任取这 € g , 由性质 r . 存在办 e g 、 使祺 ui ^ 


a 仍由性存在, et 使得 


于是由性 ® r 和结合律 *# 

( 加）办 = hiah ) = im K = b. 

上式两 边右乘 g 得(細即(知)4=~,于是由质 r 得，&口&从而 

e^a ~ iah)a = a ifxi > ^ ae B — t “ 

因此翱是 G 的单位元，记作 ts t 面已证， a ^= e , 如二心因此 a 有逆元 A ■ 从而&是一个_ • 
7 ,在 G 中取一个元素£ 1 ，_于方程 ujr 3 g 在 G 中有解，因此存在 feG 使得此二〜 
任取 &6 G ■由于方程 ya = b 有解.因此存沒 G 使樽 ret ，是 

:♦ be = imie 公 due ) ca — 〆 • ， ： ’ 


这表明 e 是 G 的右单 位希， 由于如= ，在 G 中有 _ t 因此存在 dec 使竭 Wee , 从而 G 
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中每个元索都有右逆.据第6 ■的结论彳 fM ； 是一个群， 

a 由于时=狀 ，因此 任结办则由办 ciij ) 与 

^( ab ) d ^ a ( bd ). 因此 显然 a ^ C G ( a ) : 由于 

■ 

ha—af* ^ bah • ^ ha l h ] = a 1 ^ ha 1 — a 'h ㈡ ab 1 —b u* 

因此•从而 Qk ) 是 G 的一个子群， …、 

9. 正四丽体儿 A /\ A ,. 川 a 表示绕经过顶点 A . 与对面中心的度线/,转角为]20°的 
旋转，显然釅使正面体 A4AM , 恚 变成与它自身重合的匪 lii 因此属于正四面 
体 .4 .\ 1 〗 的旋转对称群 Gw =〗， 2 , H 用 y , 表示绕对棱中心连线转角々 isr 的旋 
转.容易证明于避 

G 3 (1^. *y t I * — 1U*4ij = 1*2 *3} ‘ 

不妨设九八先人成右 P 蜾旋方向，则 G 中任一元素 y 便 A 烏九或者仍成右■手螺 

旋方向.或者成象手螺旋方向 * _此去证 y 或#为某个1或 a S 或者为慕个7』，从而 G 恰好 
由上述12个元素龃成 B • ,_ . 


{ f ^)( x a i iU ，…* JT ， i fp( , y ^ Zditg^ixi t — v 3 T „ )* 

W 此 * — ff ( fg ) m '.*•’••' 1 ,• ’： 

(2) 蘇然恒等置换是询搋换 ，设奶和的都 是偶置换.则 A /•由/= /•据第⑴小题 

的结论得/》=#,/=/•因此 U1 仍是偶置換，设 ( J 是偶置换， r 是奇置换 •_ / 

1 ifr.t ^ diffi & 3(^ f ) =一 #/ —— 

于是町是奇置换，由此推出 . [ 必为偶置換（否则，阳- 1 为奇躁換，矛盾 h 综上所述得， S ,, 
中全体偶置换缀成扎的一1、子群, 

(3) 表示 S ， 中全体奇晋换组成的粜合- 显然 


令 



3 

3 

八, 


■« « »• 


n 


€ e . 






4 y 1 、 - : » ”一 *? or 1 ，*• iii ]： l ■ ► I ::., 

则少是 A ■到 0_ 的一个映射•显然牵是单射，任取 ye J3 R . 易证奇 ffi 换与奇 a 换 的乘织 链偶 
置换，于是 7^* & yr 是偶置換，由:于 0(yr)=C 糾•因此少是满射,从而#是 
到 B, 的一个 双射， 于是 |H 〒卜 B_ | 由于 U B,-S w ，且人门 B 产少，因此 j A n [^ i $.\ = 

\ s,\ m 由此得出 

! L 对 《 ii ： 排列訇吨.…作的一次对换 .a > •相当 F S fl 中一个对换卜 
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由子 《元1:彳 然 序 诽到 u 町以经过一系列对换变戍《疋排列因此 s _ 中的恆 
等羞换 e 乘以一系列对换可以变成 (T •即印 t: * •• rv=fl% 其申 r; 最对换， i = 1 * 2， ••• * * ■ 对换 
的个数 A 与《茏排列… a, 有相同的奇偶性•因此 A 由 a 本身唯一决定 * 


12, 设 tf = nr ： … r ** 其中 r f 足对换 *i = H …•走.由于6/ = — /_因此 
ty 是偶置换每 j/^/f 

㈣ （ ―1)*/ 亡/， 

㈡ A 是偶数 1 

13, 设 jtS , 且 ex 关6 F 是在 D = •…，4中嚷少有个^使得 ) 

=| 2 .仏&)-^ __" •由于■因此在有限步后所得的像必与前面的重复^设 是第一 
个与前面出现的像有靈复的元素，设 t = 我们断言 j = l •锻 如」/>1 .我们有 

<ri > = i P ^ i , = 

在 jz 式两边用 a ” 怍 m •得 

砂 1 ~ 0 ^ 1 ( Xi ) t 

即 1 = 1 I * 这与 （的选 择矛盾 * 因此人 =1. 从 H “于是得到一个轮换奶 
…，山 

在坊彳^，4，… • U 中重复上述步骤，便可得到 J 的轮換分解式 Iff = cr 吻 … A •从上述 
作法叮知4 .句*… a , 两两不相交， 

唯一性 * 假如还有尸，其中 n _ ri ，…， r _ 是两两不相交的轮换，任取 在 0 下变 
动的元素 • i ’则在 a * 为，…’ ( T , 中 ff 在唯一的 cr * 使得 ff , («) 才 a . 同理，在 r . ♦ r : ，…， r n ■中存在 
唯一的 r , ■使得 r r ( a>^a . 我们有 

= 〆 (£!) = r ^( a > , t ^ CKK 2，..- 

由于仍 , ry ^(tf r ,<«) rf C «) … i •因此 tr 产 • 继续这样的讨论， 
可得 s = m ，并 1 在適当排列 r ^ ry . G 的次序后，有供= t ，2,…， s , 从而唯■^性 

成立， .. "■'' I "： 

14. 设 t 直接计算可梅 

一 i )*_*“，“）= ( r 、/! … 

据第12題的结论得 . r 是偶置换$並仅当 r — t 是偶数，即 r 是奇数 w 

15. U 1 t=f — 3.^ mi . i 题的结论，2—轮换（即对换）造奇 g 轮，3-轮换是偶置换- 
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照此 

A t = 

其中 Cl) 表示恒等置换， 

据第〗2题和第14题的结论■得 

A * =((1>4123),(132)； U 24> ,( H 2) , C 134).( 143), 

(234),(243) , (12)(34),(13)(24) ( (14)(23)}. 

16* 1K 四面体取的旋转对称群 G 为 

O ^ \ iidfj tof t y f I ~ 1 _2 * 3 ， 4 i./ ; i *213' * 

其中 i ffi 绕顶点 B. 与对丽中点连线转角为】20。的旋转.;=1.2,3, [1是绕对棱中点连线 
转角为180 8 的_转,/=1, 2 丄 G 中每个元索引起了芘四面体的顶点集合《={私，1^ ,B,， 
B , l_fc 的一个 M 换，其对康关系如下表 r 


G 


1 

Ct) 

tfi 

t2343 

- * 

tfl 

c zm 

>fTM 

(143) . 

tn 

C134> 


U42) 


<124) 

a* 

(13* 

4 

(123} 

n 

C23HI-I) 


,J fc Vv (12)X31) ^ .. 

n 

U3M24) 


由 ±表看出旧与 A, 之阎有一个双射，对亍任考沿，办6仏显然 $ y ^ iA )^ gl i gi 
CB_>〉W=U2K 因此4保持乘法运算 r 也可具体列 iH G 的乘痒运算表和4的乘法运 
轉表•与上表结合起来，从中.看出0保持乘法运算 >• M 此#是 G 到九的个 同构映射，从 
爾 0S4*,|， 顧麵1肋4晚示. 


* 
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— i，- r 牌 10-1 

补充題十 

L 证明 1° lA-tt\B^ = {A^rC)B-B(A+C) 

= iAB - BA ) + ( CB —BO = [ A , +[ C , B ] ， 

M 现可证 • , S+C3=w ,BJ 十 [A ,C] ■ 

[ M * B ] = ( M ) B - BCM ) = k ( AB - BA ) = 

同理可证， [A 4 B]=A[/U：L 

2 。 lA,BJ=AB-BA^-(BA-AB)=^LB,Al t 
3 ， ZA , Cl] =ALB.Cl-tB , C]A 

=A C BC ^ CB) — ( Bt* 一 CB)A 
= ABC^CBA - ACB- BCA, 

= CABC + CBA - ACB - BCM + ( SC 4 十 ACB - BAC - CAB } 

十 （ CAB + B AC — CBA ^ A BC ) = 0 _ ■ 

2* 证明 紙 ( F> 中迹为零枘矩阵组成的集舍通然是线性空向紙 （F) 的一个子空向 „ 
设 trOV)=ft,tr(i9)=0 •则 _ 

= ir(AB — ) = irCAB > — tr(RA) = a, 

M 此迹为 0 的矩阵组成的集合財于換位运算封团， 从論矩 阵的換位运算楚迹为 0 的矩阵组 
成的集合」的一种二元运算 ，它显 然满足线性性，反交換__ heobi 恒等式•因此迹为 [5 的 
矩阵组成的集合成为一个域 F 上的李代数_ ■ 

3 . 证明中街有斜对称矩阵组成的集合是域 F 上线性空间 M, ( F> 的一 
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间，设都是 w 级斜对称矩阵.则 

I：/\*BT= (AB - BA)' = B'A' - A'B f = C- BU—A) — {-AH-m 

— B/\ AS = 一 fA& — 极 O 写 一dB ]， 

从而 [A, B] 仍是斜对称矩阵， W 此矩阵的换位运算是斜对称矩阵组成■集合上的一个二元 
运業 ■ 又虽赭它满足鑠性性，反交换律和 Jacobs 恒等式_从而 MUf) 中所有斜对称矩阵 
组成的集合成为域 F 上的一个李代数0 ■ 

1证明设 Ad 都是， f 级斜 Hemhe 矩阵 4 则 

CA 十 Br = = (-A) 4 (" B) 二一 (A^B} 9 

CM) * = M * = 乂，(一 A) =— CM) p 

[A,By = (AB -BA>* - B m A m - A* B* = C- BH- A) - t- A) (- B) 

^ JW 一 AB = — (AB ^ BA ) =_ [A *Bj, 

因此 A+ B v M ，J；A+B ] 都是斜 Hermke 矩阵 a 从而矩阵的加法和换位运算都昼斜 
Hermite 矩阵组成的集合戊上的二元运箅 t 实数与矩阵的数歷乘法是蕺 Xfl 到 H 的一个映 
射-线性空间定义中的8条运算法则，以及换位运算满足的3条法则在刀中显然成立■面 
此 i7 成为实数域 K il 的一个李代数 * ■ 

^证明显然■迹为 G 的 n 賴 Hermta 矩阵组成的集合 W 是实线性空间 w (幻的一 

个子空间•又显然 W 对于矩阵的換位运算封闭 ■ S 此妒成为 H 上的—个李代数. ■ 

6.解 dim jg-Kji*F> & dim M M (F) = n : r . 

由于 I>@st( w ， f ) ， _ 此 dim s/( ，“ F) = 一 U 

由于域 F 上 n 级斜对称矩阵组成的线性空间的维数为^ pQ ■因 此出 m „(n,F) 

_，！(«— 1) •• 1 1 秦 I 一’ 

_ - 

2 6 

设 A 是， * 级斜 I termite 矩阵.则 A 形如 

la n a u + …十 \b Xn 

~ (« i » — ia u … a u + 

: : : 

— (木，一沾一 的 3 *) … ia M 

其中 a , & R , i -^.； = ] ，2, i 于避>的一个据为 

i^ii < H ,； - E 3 i * KE,i + £'；, )，"•.£：,• — f i { E lw + E „| ) ,…，, 

因此 dim u(n) —rr , 

由于 A 是迹为 U 的斜 Hermite 矩阵当且仅当 

icJii H ~ \az： ifei '** — 0 * 
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因此灿 (《) 的一个基为 

i (爲 i — E m ) . E u — E n t H - f - E s » >，•••*£■, — E -t , j ( E u 4- E mi ), 

― F* ) -E：i — Eyj ,if E^i — Et, ) ，… *E : , - £■? + ) * 

… #i( E*^i 一 i 一 U ， — E_+_ t + E n .d 

从而 dim $wfn> = n : — 1 „ ^ 

7. 证明 wU } 中任一元素是 u 级斜 H & rmhe 矩阵，它可以写成形式 L / U 其中/ V 是 

Hermitc 矩阵 • 在 补充題 九的第 4 题中，我们定义了篥矩阵的指数函歎 C 参看补充驅九的 

公或（11>)-把任一 n 级复矩阵 Q 对应到 P 的映射称为复矩阵指数映射，对于任* h\e 
w ( W ，据补充趣九的 U 8) 式得 


e 




£ 




CLA) 
m ! 


从:曲 




( ^r =, v [ CM )* 3 - = fx ( m . > 

乙 埘！ f-f, ml 


"I 


y Leui - j- 

£rt m ! 


W • 


据补免题九第 4 题证明中第段得到的公式，得 

__ if o m te^) ' = e^ wr — 




= e — = e 。 = J , 

因此 ^ ei / Cn ) p 从断复矩阵的指数映射生 »(«) 上的 限黐是 紅 {») 幽 LKW 的，个映射 • f 
面来证它是满射3 ' 

任给在酉空间 e 中存在一个酉变换月.使得 

ij ifi 心，.*•，札> :(的，& ■…， 农„)认 

111 于《是 C _ 的一个 M 变换，因此 C 1 中存在一个鉍准正交堪,〜屮，使得 B 在基 T + 
卟，“•*〒下的矩阵为 

0 = f m ，艮 & Rt l < i < n , 

设 C * 上的线性变换 If 在标准正交基 u ,，...•!!_ 下的矩阵为 H 』=diagm •”, k 、、 
由于扣= H .因此 H 是 CT 上的 H 咖 i le 变换_从而汲是斜 Bemiiie 变换， Ltf 在标准 
止交基 H . …， ij , 下的矩阵 SHH t = — g 峨 ， Lft , ” H 于是 

e,f| = 2 = diagieVc 4 ,eA } = D . 

_ —(L 相. 

类似于 s 矩阵指数函数的^足，我们两以定义复线性空间上线性变换的指数函数，并且可 
以怔明：若 iH 在 G 的标准正交基，，■■■■ •!!,下的矩萍为 t 侧 〆 在此基下的矩阵为 
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e l , f ' .由于 0 ，因此 ^ H = B m 设 iH 在 C 的标准 E 交基 n •… •匕 下的矩阵为 // , 则 

^在*|^ ，仏 ，… r 的矩阵为从而■由 卜 HM 斜 Hermit 变换，闶此山 
是斜 Herniite 矩阵 • 这证明了酉矩阵 S 在复矩阵的指数映射 T 有康象 iW :. 目此复矩阵 
指数映射在 《 U ) 上的限制是 uU ) 到1/(«)的一个满射 fl ■ 

点评第 7 题在证明满射时，关键是杷酉矩阵 IT 看成一个酉变换 B 在 C 1 的标准正交 
基仏必，…必下的蕹阵，利用酉变換可以对角化，供及利用绣性变换的矩阵表示，找編了 

一个斜 Hemihe 矩阵•使得由此体会到 灵活运 用线性变换与矩阵的关系是 
很重要的， 
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凌 、 Sir 



